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VORWORT. 


In  den  Vorreden  zu  den  drei  ersten  Auflagen  (1863, 
1871,  1879  — 1880)  und  in  den  Göttingischen  gelehrten 
Anzeigen  vom  27.  Januar  1864  und  20.  September 
1871  habe  ich  über  die  erste  Entstehung  und  die  all- 
mälige  Ausdehnung  dieses  Werkes  die  erforderlichen 
Mittheilungen  gemacht,  auf  welche  ich  hiermit  ver- 
weise. Auch  jetzt,  bei  der  Herausgabe  der  vierten  Auf- 
lage, ist  der  erste  Theil,  welcher  im  Wesentlichen  eine 
im  Winter  1856  bis  1857  von  Dirichlet  zu  Göttingen 
gehaltene  Vorlesung  wiedergiebt  und  bis  §.  120  reicht, 
fast  ungeändert  geblieben,  und  ich  habe  mich  begnügt, 
meinen  früheren  Anmerkungen  einige  neue  hinzuzu- 
fügen, um  gelegentlich  auf  eine  andere  Beweisart  oder 
auch  auf  neuere  Erscheinungen  der  Literatur  aufmerk- 
sam zu  machen.  Das  Gleiche  gilt  auch  von  meinen  Zu- 
sätzen, welche  theils  nach  Abhandlungen  von  Dirichlet 
ausgearbeitet,  theils  aus  eigenen  Untersuchungen  hervor- 
gegangen sind.  Nur  das  letzte  Supplement,  welches 
die  allgemeine  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen 
behandelt,  hat  eine  vollständige  Umarbeitung  erfahren; 
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sowohl  die  algebraischen  als  auch  die  eigentlich  zahlen- 
theoretischen Grundlagen  sind  in  grösserer  Ausführ- 
lichkeit und  in  derjenigen  Auffassung  dargestellt,  welche 
ich  nach  langjähriger  üeberzeugung  für  die  einfachste 
halte,  weil  sie  hauptsächlich  nur  einen  deutlichen 
Ueberblick  über  das  Reich  der  Zahlen  und  die  Kennt- 
niss  der  rationalen  Grundoperationen  voraussetzt.  Die- 
selbe Auffassung  liegt  auch  einigen  Arbeiten  über  die 
Idealtheorie  zu  Grunde,  welche  ich  demnächst  zu  ver- 
öffentlichen hoffe,  und  so  mag  es  Entschuldigung  finden, 
wenn  ich  Manches  eingehender  behandelt  habe,  als  es 
die  unmittelbaren  Ziele  des  vorliegenden  Werkes  zu 
erfordern  scheinen. 

In  der  grossen  Festschrift,  Grundzüge  einer  arith- 
metischen Theorie  der  algebraischen  Grössen  y  durch  welche 
Kronecker  dem  so  bald  nach  ihm  dahin  geschiedenen 
Lehrer  und  Freunde  Kummer  im  Voraus  ein  schönes 
Denkmal  gesetzt  hat,  sind  die  umfassenden  Gedanken 
niedergelegt,  auf  welchen  sich  eine  andere  Theorie  der 
Ideale  erhebt.  Durch  die  Veröffentlichung  derselben 
(1882  in  Crelle's  Journal,  Bd.  92)  hat  Kronecker  einen 
Wunsch  erfüllt,  den  ich  schon  öfter,  zuletzt  im  Juni 
1880  bei  Gelegenheit  der  Enthüllung  unseres  Braun- 
schweiger Standbildes  von  Gauss  ausgesprochen  hatte, 
wo  zugleich  verabredet  w^urde,  dass  diese  Abhandlung 
vor  der  von  H.  Weber  und  mir  ausgearbeiteten  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  einer  Veränderlichen  in  Crelle's 
Journal  erscheinen  sollte.  Ihr  Inhalt  war  auch  für  mich 
vollständig  neu,  da  ich  nach  einer  alten  brieflichen 
Mittheilung  aus   dem  Jahre   1857   geglaubt  hatte,   die 
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Theorie  Kroneckers  auf  ganz  anderen  Wegen  suchen 
zu  müssen,  die  ich  in  §.  10  meiner  Schrift  Sur  la 
thiorie  des  nombrea  eniiers  algebriques  (1877)  angedeutet 
habe.  Ein  sicheres  Urtheil  über  die  Vorzüge  und 
Nachtheile  dieser  Theorie  auszusprechen,  deren  hohe 
Bedeutung  unzweifelhaft  ist,  halte  ich  jetzt  noch  nicht 
für  möglich,  da  in  der  Abhandlung  nur  die  Grund- 
gedanken in  grossen  Zügen  vorgezeichnet  sind;  ich 
möchte  daher  den  Wunsch  aussprechen,  dass  einer  der 
zahlreichen  Schüler  Kronecker's  es  unternähme,  eine 
vollständige,  systematische  Darstellung  dieser  Theorie 
auszuarbeiten;  einen  kleinen  Beitrag  dazu  habe  ich  vor 
Kurzem  in  den  Mittheilungen  der  Deutschen  mathe- 
matischen Gesellschaft  in  Prag  (1892)  zu  geben  ver- 
sucht. Bedenkt  man,  welche  Umgestaltungen  andere 
Theile  der  Mathematik,  z.  B>die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  seit  ihren  ersten  Anfängen  im 
Laufe  der  Zeit  erlitten  haben,  so  wird  man  es  für  sehr 
wahrscheinlich  halten,  dass  auch  für  die  Idealtheorie 
noch  einfachere  Grundlagen,  als  die  bisher  bekannten, 
aufgefunden  werden.  Als  eine  solche  Grundlage  kann 
z.  B.  der  von  mir  aus  der  Idealtheorie  abgeleitete  Satz 
(S.  465,  541,  577  der  zweiten,  dritten,  vierten  Auflage 
dieses  Werkes)  über  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
von  zwei  beliebigen  ganzen  algebraischen  Zahlen  an- 
gesehen werden,  und  ich  habe  schon  vor  vielen  Jahren 
versucht,  diesen  Weg  einzuschlagen;  hierbei  ist  es  mir 
zwar  nicht  gelungen,  eine  wesentliche  Vereinfachung 
zu  erzielen,  weil  ich  den  unmittelbaren  Beweis  dieses 
Satzes    doch    nur    mit    denselben    Hülfsmitteln    führen 
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konnte,  welche  im  Wesentlichen  auch  meiner  Theorie 
der  Ideale  zu  Grunde  liegen;  immerhin  möchte  ich 
diesen  Weg  jüngeren  Mathematikern  zur  Beachtung 
empfehlen,  welche  unbefangen  dieses  Feld  der  Forschung 
betreten,  und  denen  deshalb  ein  solcher  Beweis  wohl 
leichter  gelingen  mag  als  mir. 

Bad  Harzburg,    30.  September  1893. 


R.  Dedekind 
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Erster  Abschnitt. 


Von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen, 


§.  1- 

Wir  behandeln  in  diesem  Abschnitte  einige  arithmetische 
Sätze,  welche  man  zwar  in  den  meisten  Lehrbüchern  vorfindet,  die 
aber  für  unsere  Wissenschaft  von  so  fundamentaler  Bedeutung 
sind,  dass  eine  strenge  Begründung  derselben  hier  durchaus  noth- 
wendig  erscheint.  Dahin  gehört  zuerst  der  Satz,  dass  das  Product 
einer  Reihe  von  ganzen  positiven  Zahlen  unabhängig  von  der  An- 
ordnung ist,  in  welcher  man  die  Multiplication  ausführt.  Indem 
wir  uns  zunächst  auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  es  sich 
um  drei  Zahlen  a,  6.  c  handelt,  bilden  wir  das  folgende  Schema 

C,      C,      C,      Cr     »     •     »     O 

V,    C,    C,    G   •   «    •   & 
V,    C,    C,    C   •   .   •  0 


(/,     t/,     '•,     f y     •     •    .     1/ 

welches  aus  b  Horizontalreihen  besteht,  deren  jede  die  Zahl  c 
gleich  oft,  nämlich  a  mal  enthält,  und  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Summe  aller  aufgeschriebenen  Zahlen  zu  bestimmen.  Zunächst 
können  wir  sagen:  da  die  Zahl  c  in  jeder  Horizontalreihe  amal 
vorkommt,  so  ist  nach  dem  Grundbegriff  der  Multiplication  die 
Summe  aller  in  einer  solchen  Reihe  befindlichen  Zahlen  gleich  ca, 
indem  wir  den  MulUplicand  c  durch  die  Stellung  von  dem  Multi' 

Dirichlet,    Zahlenthcorie.  i 


\ 


i 
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plicatar  a  unterscheiden ;  da  femer  b  solche  Horizontalreihen  vor- 
handen sind,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  Zahlen  gleich  (ca)&, 
wo  jetzt  ca  der  Multiplicand,  h  der  Multiplicator  ist.  Nun  können 
wir  aber  dieselbe  Summe  auch  auf  anderem  Wege  durch  die  Be- 
merkung bestimmen,  dass  das  obige  Schema  aus  a  Verticalreihen 
besteht,  deren  jede  bma\  die  Zahl  c  enthält;  es  ist  also  die  Summe 
aller  in  einer  Verticalreihe  befindlichen  Zahlen  gleich  c6,  und 
folglich  die  Totalsumme  gleich  (cl)a.    Wir  erhalten  mithin  das 

erste  Resultat 

(ca)b  =  (cb)a^ 

aus  welchem  wir,  indem  wir  die  bisher  ganz  willkürliche  Zahl 
c  =  1  setzen,  die  Folgerung  ziehen,  dass 

ab  =  ba 

ist,  d.h.:  in  evnem  Produd  aus  zwei  ganzen  positiven  Zahlest  dürfen 
Multiplicand  und  Multiplicator  mit  einander  vertauscht  werden. 
Man  lässt  deshalb  auch  in  der  Benennung  den  Unterschied  zwischen 
Multiplicand  und  Multiplicator  ganz  fallen,  indem  man  beide  unter 
dem  gemeinschaftlichen  Namen  Fadoren  zusammenfasst. 

Wir  können  nun  dieselbe  Totalsumme  sämmtlicher  in  dem 
obigen  Schema  befindlichen  Zahlen  noch  auf  eine  dritte  Art  be- 
stimmen, indem  wir  abzählen,  wie  oft  der  Summand  c  im  Ganzen 
vorkommt.  Zunächst  ist  a  die  Anzahl  der  in  einer  jeden  Hori- 
zontalreihe befindlichen  Zahlen  c,  und  folglich  ist,  da  b  solche 
Horizontalreihen  vorhanden  sind,  die  Anzahl  aller  aufgeschriebenen 
Zahlen  gleich  ab.  Hieraus  folgt,  dass  die  Totalsumme  den  Werth 
e{ab)  hat,  dass  also 

(ca)b  =  (cb)a  =  c(ab) 

ist.  Verbindet  man  hiermit  den  schon  oben  betrachteten  speciellen 
Fall  ab  =  ba^  so  kann  man  das  Bisherige  in  folgendem  Satze 
zusammenfassen: 

Wenn  man  von  drei  positiven  ganzen  Zahlen  zwei  nach  Be- 
lieben auswählt  und  als  Fadoren  zu  ihrem  Producte  rereinigt,  so- 
dann dieses  Produd  und  die  dritte  jener  drei  Zahlen  mit  einander 
multiplicid,  so  hat  das  so  entstehende  Produd  stets  denselben  Werth, 
wie  man  auch  die  ersten  beiden  Zahlen  ausgewählt  haben  mag. 

Da  also  dieses  Product  von  der  Anordnung  der  beiden  suc- 
cessiven  Multiplicationeu  ganz  unabhängig  ist,  so  bezeichnet  man 
dasselbe  kurz  als  das  Product  aus  jenen  drei  Zahlen  und  nennt 
diese  letzteren  ohne  Unterschied  die  Factoren  des  Productes, 


§.  2.  Theilbarkeit  der  Zahlen. 


§.  2. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  ohne  ein  neues  Princip  anzuwen- 
den, dass  ein  ganz  ähnlicher  allgemeinerer  Satz  fiir  jedes  System 
8  von  beliebig  vielen  positiven  ganzen  Zahlen 

a,  b,  c  .  .  • 

gilt  Die  allgemeinste  Art,  diese  Zahlen  durch  wiederholte  An- 
wendung einfacher,  d.  h.  auf  nur  zwei  Zahlen  bezüglicher  Multi- 
plicationen  zu  einem  Producte  zu  vereinigen,  ist  folgende.  Man 
greife  nach  Belieben  zwei  Zahlen  aus  dem  System  S  heraus  und 
bilde  ihr  Product ;  der  aus  den  übrigen  Zahlen  des  Systems  8  und 
aus  diesem  Product  bestehende  Zahlencomplex  8'  enthält  dann 
eine  Zahl  weniger  als  8;  indem  man  wieder  ganz  nach  Belieben 
zwei  Zahlen  aus  8'  zu  ihrem  Producte  vereinigt  und  die  anderen 
unverändert  lässt,  erhält  man  ein  System  8"  von  Zahlen,  deren 
Anzahl  um  zwei  kleiner  ist,  als  die  der  ursprünglich  gegebenen 
Zahlen.  Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  zuletzt  zu  einer  ein- 
zigen Zahl  gelangen,  und  der  zu  beweisende  Satz  besteht  darin, 
dass  diese  am  Ende  des  Processes  resultirende  Zahl  immer  die- 
selbe sein  wird^  auf  welche  Art  man  auch  die  einzelnen  einfachen 
Multiplicationen  anordnen  mag. 

Um  dies  zu  zeigen,  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an, 
d.  h.  wir  nehmen  an,  der  Satz  sei  richtig,  wenn  die  Anzahl  der 
ursprünglich  gegebenen  Zahlen  oder  Factoren  =  w  ist,  und  be- 
weisen, dass  er  dann  auch  für  die  nächst  grössere  Anzahl  n  +  l 
von  Factoren  ebenfalls  gültig  sein  muss.    Es  sei  also  ein  System 

S  von  «  -f  1  Zahlen 

a,  &,  c,  d,  ß  .  .  . 

gegeben,  so  wähle  man  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  a  und  fr,  und 
bilde  ihr  Product  ab\  der  nun  entstehende  Zahlencomplex  ent- 
hält nur  noch  die  n  Zahlen 

afe,  c,  d^  e  ,  .  . 

und  folglich  ist  nach  unserer  Annahme  das  Endresultat  von  der 
weiteren  Anordnung  des  Processes  ganz  unabhängig.  Bei  einer 
anderen  Anordnung  der  ganzen  Operation  kann  daher  höchstens 
dann  ein  anderes  Endresultat  zum  Vorschein  kommen,  wenn  das 
bei  dem  ersten  Schritte  ausgewählte  Zahlenpaar  von  a,  b  ver- 
schieden ist,  und  zwar  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 


4  Erster  Abschnitt.  §.  2. 

Erstens  kann  es  sein,  dass  bei  der  zweiten  Anordnung  zu- 
erst eine  der  beiden  Zahlen  a,  6,  z.  B.  o,  mit  einer  der  übrigen 
c,  (?,  e  .  .  .,  z.  B.  mit  c,  zu  dem  Producte  ac  vereinigt  wird,  so 
dass  der  nächste  C.omplex  aus  den  n  Zahlen 

ac,  6,  d,  c  .  .  . 

besteht;  da  nun  sowohl  bei  der  ersteren  wie  bei  der  letzteren  An- 
ordnung die  auf  den  ersten  Schritt  folgenden  Operationen  keinen 
Einfluss  auf  das  EndreWltat  ausüben  können,  so  setze  man  die 
erste  Anordnung  so  fort,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ab  und 
c,  die  zweite  sq,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ac  und  b  ver- 
einigt werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  bei  der  ersten  Anordnung 

zunächst  der  Complex 

(a6)c,  d,  e  .  .  . 

bei  der  zweiten  der  Complex 

(ac)6,  d,  e  .  .  . 

Da  nun  zufolge  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  beiden  Pro- 
ducte (a  b)  c  und  (0  c)  6,  und  folglich  auch  die  beiden  vorstehenden 
Complexe  identisch  sind,  so  wird,  da  jeder  derselben  nur  noch 
n  —  1  Zahlen  enthält,  bei  der  ersten  wie  bei  der  zweiten  An- 
ordnung dasselbe  Endresultat  auftreten. 

Zweitens  kann  es  aber  auch  sein,  dass  bei  dem  ersten  Schritt 
der  zweiten  Anordnung  Mne  der  beiden  Zahlen  a,  6,  sondern 
zwei  von  den  übrigen,  z.  B.  c,  d,  herausgegriffen  werden ,  so  dass 

zunächst  der  Complex 

a,  6,  cd,  e  .  .  . 

entsteht.  Auch  jetzt  kann  man  wieder  die  auf  den  ersten  Schritt 
folgenden  Operationen  bei  beiden  Anordnungen  nach  Belieben 
ausführen;  man  vereinige  daher  zunächst  bei  der  ersten  Anord- 
nung die  Zahlen  c,  d,  und  bei  der  zweiten  Anordnung  die  Zahlen 
a,  6;  dann  besteht  bei  beiden  Anordnungen  der  nächstfolgende 
Complex  aus  denselben  n  —  1  Zahlen 

a6,  cd,  e  .  .  . 

und  folglich  wird  abermals  das  Endresultat  bei  beiden  dasselbe 
sein. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  bewiesen;  denn 
da  er  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  für  n  =  3  gilt,  so 
gilt  er  nach  dem  Vorstehenden  auch  für  alle  Systeme  von  Zahlen, 
deren  Anzahl  =  4,  5,  6  u.  s .  w.  ist.  Das  Endresultat  heisst  auch 
Jetzt  wieder  dasProduct  aus  den  gegebenen  Zahlen,  diese  letzteren 
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heissen  die  Factoren  des  Productes,  und  man  bezeichnet  das 
Product  durch  das  Nebeneinanderschreiben  sämmtlicher  in  be- 
liebiger Ordnung  folgenden  Factoren. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  der,  dass  man  bei  der 
Bildung  des  Productes  aus  beliebig  vielen  Zahlen  oder  Factoren 
dieselben  nach  Belieben  in  Gruppen  vertheilen  und  alle  in  einer 
Gruppe  enthaltenen  Factoren  zu  ihrem  Product  vereinigen  darf; 
das  Product  aus  diesen  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Producten  wird  immer  mit  dem  Producte  aller  gegebenen  Zahlen 
übereinstimmen;  denn  offenbar  ist  diese  Bildung  selbst  eine  der 
verschiedenen  möglichen  Anordnungen  des  Processes.    So  ist  z.  B. 

abcde  =  {ah)c{de)  =  {ahcd)e  =  (abe)  (cd). 

Es  ist  nicht  schwierig,  dieselben  Sätze  auch  für  den  Fall  zu 
beweisen,  dass  unter  den  Factoren  eines  Productes  beliebig  viele 
negcttive  sind;  das  Vorzeichen  des  Productes  w^ird  das  positive 
oder  negative  sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  negativen  Factoren 
gerade  oder  ungerade  ist.  Endlich  mag  noch  daran  erinnert 
werden,  dass  auch  die  ganze  Zahl  Null  als  Factor  auftreten  kann, 
in  welchem  Falle  das  Product  stets  =  0  sein  wird. 


§.  3. 

Wenn  die  Zahl*)  a  das  Product  aus  der  Zahl  b  und  einer 
zweiten  ganzen  Zahl  m,  also  a  =  m6  ist,  so  nennt  man  a  ein 
Vielfaches  oder  Multiplnm  von  b-,  statt  dessen  sagt  man  auch: 
a  ist  theilbar  durch  t,  oder:  b  ist  ein  TheiJer  oder  Divisor  von  a, 
oder  endlich:  b  geht  in  a  auf.  Alle  diese  Benennungen  sind  gleich 
gebräuchlich^  und  da  es  in  der  Zahlentheorie  ausserordentlich  oft 
vorkommt,  diese  Beziehung  zwischen  zwei  Zahlen  auszudrücken, 
so  ist  es  angenehm,  dafür  eine  Reihe  verschiedener  Ausdrücke  zu 
besitzen.  Aus  der  Definition  des  Vielfachen  leuchten  nun  sogleich 
folgende  Sätze  ein,  von  denen  später  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht 
werden  wird. 

1.    Ist  a  Multiplum  von  ft,  b  wieder  Multiplum  von  c,  so  ist 
auch  a  Multiplum  von  c.    Denn  der  Annahme  nach  ist  a  =r  w6, 


*)  Unter  Zahlen  schlechthin  sind  hier  nnd  im  Folgenden  immer  ganze 
Zahlen  zu  verstehen. 
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b  =  nc^  wo  m  und  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten;  hier- 
aus folgt  a  =  m{nc)  =  (mn)  Cy  also  ist  a  theilbar  durch  c. 

Allgemein:  hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  in  welcher  jede 
ein  Vielfaches  der  nächstfolgenden  ist,  so  ist  auch  jede  frühere 
Zahl  ein  Vielfaches  von  jeder  späteren. 

2.  Ist  die  Zahl  a  sowohl  als  auch  h  ein  Multiplum  einer 
dritten  Zahl  c,  so  ist  auch  die  Summe  und  die  DiiFerenz  der  beiden 
eirsteren  ein  Multiplum  der  dritten.  Denn  aus  a  =  mc,  6  =  nc 
folgt  a±,b  =  {m  ±,  n)c. 


Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Lehre  von  der  Theil- 
barkeit  der  Zahlen  ist  folgende  Aufgabe*):  Wenn  irgend  zwei 
ganze  positive  Zahlen  a,  b  gegeben  sind^  so  sollen  die  gemeinschaft- 
liehen  Theüer  derselben,  d.  h,  diejenigen  Zahlen  5  gefunden  werden, 
welche  gleichzeitig  in  a  und  in  b  aufgehen. 

Wir  können  annehmen,  es  sei  a  grösser  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  als  b ;  dann  wird  die  Division  von  a  durch  b  einen  Quotien- 
ten m  und  einen  Rest  c  geben,  welcher  letztere  jedenfalls  kleiner 
als  b  ist.   Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Division  resultirende 

Gleichung 

a  =  mb  +  c 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  S  irgend  eine  sowohl  in  a  als  in  b  auf- 
gehende Zahl,  so  ist  ä  jedenfalls  ftuch  ein  Divisor  des  Restes  c\ 
denn  da  a  und  b  Multipla  von  ö  sind,  so  ist  (nach  §.  3)  mb,  und 
folglich  auch  die  Differenz  a  —  mb  ==  c  ein  Multiplum  von  ä. 
Wir  können  daher  sagen:  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der 
beiden  Zahlen  o,  b  ist  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der 
beiden  2^hlen  b,  c.  Umgekehrt,  ist  d  ein  gemeinschaftlicher  Di- 
visor der  beiden  Zahlen  6,  c,  so  ist,  da  d  dann  auch  in  mb  auf- 
geht, die  Summe  mb  -^^  c  =  a  der  beiden  Multipla  mb  und  c 
von  S  ebenfalls  ein  Multiplum  von  d;  also  ist  jeder  gemeinschaft- 
liche Divisor  der  Zahlen  b,  c  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der 
Zahlen  a,  b.  Mithin  stimmen  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der 
beiden  Zahlen  a,  b  vollständig  mit  denen  der  beiden  Zahlen  b,  c 
überein;  unsere  Untersuchung  ist  daher  von  dem  Paare  o,  b  auf 


*)  EucUd's  Elemente,  Buch  VII,  Satz  2. 
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das  Paar  b,  c  reducirt,  und  da  b  nicht  grösser  als  a,  c  aber 
jedenfalls  kleiner  als  b  ist,  so  können  wir  mit  Recht  sagen,  dass 
das  Problem  auf  ein  einfacheres  zurückgeführt  sei. 

Wenn  nun  c  von  Null  verschieden  ist,  die  erste  Division  also 
nicht  aufgeht,  so  können  wir,  indem  wir  b  durch  die  kleinere  Zahl 
c  dividiren,  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

b  =  HC  +  d 

bilden,  in  welcher  der  Divisionsrest  d  kleiner  als  der  vorhergehende 
c  ist.  Durch  eine  der  obigen  ganz  ähnliche  Betrachtung  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen 
cd  vollständig  mit  denen  der  Zahlen  6,  c  und  also  auch  mit  denen 
der  Zahlen  a,  b  übereinstimmen. 

So  kann  man  fortfahren,  bis  einmal  die  Division  aufgeht,  was 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  durchaus  eintreten 
muss;  denn  die  Zahlen  6,  c,  ä  .  .  .  bilden  eine  Reihe  von  beständig 
abnehmenden  Zahlen,  und  da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlen  giebt,  welche  kleiner  sind  als  6,  so  muss  unter  ihnen  end- 
lich auch  die  Null  erscheinen.  Wir  haben  dann  eine  Kette  von 
Gleichungen  von  der  Form 

a  =  mb  -f-  c 
b  =  nc  -\-  d 
c  =  pd  +  e 


f=sg  +  h 
(j  =  th. 

Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  d  von  a,  b  ist  auch  Divisor  der  fol- 
genden Zahlen  o,  ä  .  .  .,  endlich  auch  von  h\  umgekehrt,  ist  d  ein 
Divisor  von  A,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  d  auch  Divisor 
von  g,  also  gemeinschaftlicher  Divisor  von  g  und  h  ist;  folglich  ist 
d  auch  Divisor  von  /  und  ebenso  von  den  vorhergehenden  Zahlen, 
endlich  auch  von  b  und  von  a.  Wir  haben  daher  das  Resultat: 
Die  gemeinschaßlichen  Divisoren  zweier  Zahlen  a  und  b  stim- 
men Oberein  mit  den  sämmüichen  Divisoren  Einer  bestimmten  Zahl 
Ä,  welche  man  durch  den  obigen  Algorithmus  stets  finden  kann: 
Da  nun  h  selbst  zu  diesen  Divisoren  gehört  und  unter  ihnen 
dem  Werth  nach  der  grösste  ist,  so  nennt  man  diese  Zahl  h  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  a  und  b. 
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Hiermit  ist  nun  zwar  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst, 
sondern  nur  auf  das  andere  zurückgeführt,  sämmtliche  Divisoren 
einer  gegebenen  Zahl  h  zu  linden,  für  welches  wir  noch  keine  di- 
recte  Lösung  haben;  allein  es  wird  sich  im  Folgenden  hinreichend 
zeigen,  dass  der  obige  Algorithmus  ein  Fundament  bildet,  auf 
welchem  sich  die  Grundprincipien  der  Zahlentheorie  mit  ebenso 
grosser  Strenge  wie  Leichtigkeit  aufbauen  lassen.  Nur  einige  Be- 
merkungen noch,  um  auch  nicht  den  geringsten  Zweifel  gegen  die 
Allgemeinheit  der  folgenden  Sätze  aufkommen  zu  lassen:  wir 
haben  die  obige  Kette  von  Gleichungen  gebildet  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  a  nicht  kleiner  als  b  sei;  allein  für  den  Fall,  dass 
a<b  sein  sollte,  braucht  man  nur  m  =  0,  also  o  =  a  zu  nehmen, 
um  dieselbe  Form  auch  dann  zu  wahren.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass  das  Vorzeichen  der  Zahlen  a,  b  ganz  unwesentlich  ist; 
ja,  es  darf  sogar  eine  von  ihnen  =  0  sein;  nur,  wenn  beide  =  0 
sind,  kann  von  einem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  derselben 
keine  Rede  sein. 


§.  5. 

Besonders  interessant  ist  der  specielle  Fall,  in  welchem  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  a,  b  die  Einheit 
ist;  man  nennt  zwei  solche  Zahlen  relative  Primzahlen,  auch  wohl 
Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor^  indem  man  absieht  von 
dem  allen  Zahlen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ;  oder  man  sagt 
auch :  a  ist  relative  Primzahl  gegen  oder  zu  b.  Dieser  Definition 
zufolge  erkennt  man  also  zwei  Zahlen  als  relative  Primzahlen  daran, 
dass  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
einmal  der  Rest  ä  =  1  auftritt.  (Wenn  eine  der  beiden  Zahlen 
a,  b  gleich  Null  ist,  so  muss  die  andere  offenbar  =  4;  1  sein.) 
Für  solche  Zahlen  gilt  nun  der  folgende 

Hauptsatz:  Sind  a,  b  relative  Primzahlen^  und  ist  k  eine  be- 
liebige dritte  Zahl,  so  ist  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 
Zahlen  ak^b  auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden  Zahlen  hb. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  sämmtliche 
Gleichungen,  die  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  Zahlen  a,  b  gebildet  werden,  und  deren  vor- 
letzte, da  Ä  =  1  ist,  in  unserem  Falle  f  =  sg"+  1  lautet,  mit  k 
zw  multipliciren;  man  erhält  dann 


§.  5.  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

ah  =  mbk  +  ck 
bk  =  nck  +  dk 
ck  z=z  pdk  +  ek 


fk  =  sgk  -f  h 

Ist  nun  b  irgend  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  ak  und  h,  so 
geht  d  auch  in  hk^  mbh  also  auch  in  ak  —  mbk  =  ck  auf;  es  geht 
daher  d  auch  in  nck  und  folglich  auch  in  bk  —  nck  =  dk  auf. 
Und  indem  man  diese  Schlussweise  fortsetzt,  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass  d  auch  in/fc,  in  gk,  folglich  auch  in  fk  —  sgk  =  k 
aufgehen  muss,  was  zu  beweisen  war. 

Im  Folgenden  werden  wir  vorzüglich  zwei  specielle  Fälle 
dieses  Satzes  gebrauchen,  nämlich: 

1.  Das  Product  zweier  Zahlen  a  und  fc,  deren  jede  reläMve 
Primgdhl  gegen  eine  dritte  b  ist^  ist  gleichfalls  relative  Primzahl  zu  b] 
denn  unserem  Satze  nach  haben  ak  und  b  dieselben  gemeinschaft- 
lichen Divisoren,  wie  k  und  6;  da  aber  k  und  b  relative  Primzahlen 
sind,  so  haben  sie  nur  den  einzigen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ; 
dasselbe  gilt  daher  von  ak  und  b,  also  sind  diese  Zahlen  relative 
Primzahlen. 

2.  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen^  und  ist  ak  durch  b  theiU 
bar^  so  ist  auch  k  durch  b  theilbar;  denn  da  der  Annahme  zufolge 
ak  und  b  den  gemeinschaftlichen  Divisor  b  haben,  so  muss  dem 
Hauptsatze  nach  b  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  k  und  2», 
also  jedenfalls  Divisor  von  k  sein. 

3.  Den  ersten  dieser  beiden  Sätze  kann  man  leicht  verall- 
gemeinern. Ist  jede  der  Zahlen  a,  6,  e?,  d  .  .  .  relative  Primzahl 
gegen  eine  Zahl  ce,  so  ist  auch  ab^  folglich  auch  das  Product  abc 
aus  ab  und  c,  folglich  auch  das  Product  ab  cd  aus  abc  und  d  u.s.f., 
kurz  das  Product  abcd  .  .  .  aller  jener  Zahlen  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  a.    Allgemeiner,  hat  man  zwei  Reihen  von  Zahlen 

a^  b,  c^  d  ,  ,  . 
und 

a,  /3,  y  .  .  . 

van  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Zahl  der  einen  Reihe  relative 
Primzahl  gegen  jede  Zahl  der  anderen  Reihe  ist,  so  ist  auch  das 
Product  abcd  .  .  .  aller  Zahlen  der  einen  Reihe  relative  Primzahl 
gegen  das  Product  aßy  ,  .  .  aller  Zahlen  der  anderen  Reihe.  Denn 
soeben  ist  bewiesen,  dass  jede  der  Zahlen  a,  /3,  y  . , .  relative  Prim- 


10  Erster  Abschnitt.  §.  6. 

zahl  gegen  das  Product  abcd  . .  .  ist,  woraus  durch  nochmalige 
Anwendung  desselben  Satzes  auch  folgt,  dass  ihr  Product  aßy  . . . 
ebenfalls  relative  Primzahl  gegen  ahcd  .  .  .  ist. 

4.  Hieraus  können  wir  wieder  einen  speciellen  Fall  ableiten, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Zahlen  &,  c,  d  .  .  .  identisch  mit  a, 
ferner  die  Zahlen  ß^  y  ,  .  .  identisch  mit  a  sind;  wir  erhalten  dann 
das  Resultat:  ist  a  relative  PrimzcM  gegen  a,  so  ist  auch  jede 
Potenz  der  Zahl  a  relative  Primzahl  gegen  jede  Potenz  der  Zahl  «. 

Eine  Anwendung  hiervon  macht  man  bei  dem  Beweise  des 
Satzes,  dass  die  mte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  A  entweder 
irrational  oder  selbst  eine  ganze  Zahl  ist;  denn  wenn  jene  Wurzel 
rational,  d.  h.  von  der  Form  r :  s  ist,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  man  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  annehmen  kann, 
so  ergiebt  sich  aus  r~=:  J.s*",  dass  r^  durch  s"*  theilbar  ist;  da 
nun  r  und  s,  folglich  auch  r"*  und  s^  relative  Primzahlen  sind,  so 
muss  5"»  =  1,  also  auch  s  =  1  sein;  mithin  ist  jene  Wurzel  eine 
ganze  Zahl  r. 


§.  6. 

Die  Aufgabe  des  §.  4  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass  für 
eine  ganze  Reihe  gegebener  Zahlen  a,  &,  c,  ä . . .  alle  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  gesucht  werden,  führt  zu  einem  ganz  ähnlichen 
Resultate.  Es  sei  h  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a 
und  6,  so  ist,  wie  wir  früher  fanden,  jeder  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a  und  b  auch  Divisor  von  Ä  und  umgekehrt;  jeder 
gemeinschafthche  Divisor  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  ist  daher  auch 
gemeinschaftlicher  Divisor  von  h,  c  und  umgekehrt;  bezeichnet  man 
daher  mit  k  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  h  und  c, 
so  ist  jede  gleichzeitig  in  a,  6,  c  aufgehende  Zahl  Divisor  von  Jc^ 
und  umgekehrt  wird  jeder  Divisor  von  k  auch  Divisor  der  drei 
Zahlen  a,  6,  c  sein.  Bildet  man  ferner  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  l  der  beiden  Zahlen  k  und  d,  so  stimmen  die  ge- 
meinschaftlichen Divisoren  der  vier  Zahlen  a,  i,  c,  d  vollständig 
überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  {  u.  s.  f.  Wir 
haben  daher  das  Resultat:  ist  irgend  eine  Beihe  von  Zahlen  a,  6, 
c,  d  .  .  .  gegeben^  so  giebt  es  stets  eine  —  und  ncUürlich  auch  nur 
eine  —  Zahl  m  von  der  Beschaffenheit^  dass  jede  gleichzeitig  in  a^ 
in  6,  in  c,  in  d  u.  s.  w.  aufgehende  Zahl  auch  in  m  aufgeM,  und 
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umgekehrt  jeder  Divisor  von  m  auch  Divisor  jeder  einzelnen  der 
Zahlen  a,  6,  c,  d  .  .  .  ist  Diese  vollkommen  bestimmte  Zahl  m 
heisst  deshalb  wieder  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  ge- 
gebenen Zahlen.  (Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein, 
wenn  die  gegebenen  Zahlen  alle  =  0  sind.)  Setzt  man  femer 
a  =  ma\  b  =  m6',  c  =  m&^  d  ^=  md\,.^  so  sind  a\  6',  c\  d'  . . . 
ganze  Zahlen,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  1  ist, 
oder,  wie  man  kurz  sagt,  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler. 
Umgekehrt,  wenn  a',  6',  c\  d'  .  .  .  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  m  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  Zahlen  ma\  mh\  mc'  md'  .  .  ,  ist. 

Dagegen  bemerken  wir  an  dieser  Stelle  ein-  für  allemal,  dass, 
wenn  Zahlen  a,  ft,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen  genannt  werden, 
daininter  stets  zu  verstehen  ist,  dass  je  zwei  von  ihnen  relative 
Primzahlen  sind ;  solche  Zahlen  sind  daher  stets  zugleich  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler;  aber  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sind  nicht  nothwendig  relative  Primzahlen. 


§•7. 

Gewissermaassen  das  Umgekehrte  der  vorhergehenden  ist  die 
folgende  Aufgabe:  Wenn  eine  Reihe  von  Zahlen  a,  ft,  c,  d  .  .  .  ge- 
geben ist^  so  sollen  alle  gemeinschaßlichen  Multipla  derselben^  d.  h. 
iaUe  Zahlen  gefunden  werden^  welche  durch  jede  einzelne  der  ge- 
gebenen Zahlen  theilbar  sind.  Da  von  den  gesuchten  Zahlen  zu- 
erst gefordert  wird,  dass  sie  durch  a  theilbar  sein  sollen,  so  sind 
sie  jedenfalls  in  der  Form  sa  enthalten,  wo  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Ist  nun  ö  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
der  beiden  Zahlen  a  =  6a'  und  6  =  Ö6',  so  sind  a'  und  6'  re- 
lative Primzahlen;  soll  daher  sa  =  sa'ö  theilbar  sein  durch 
6=r6'd,  so  muss  sa'  durch  b\  und  folglich  (§.5,  2.)  auch  s  durch  V 
theilbar,  also  von  der  Form  s'b'  sein,  wos'  wieder  irgend  eine  ganze 
2>ahl  bedeutet.  Sämmtliche  sowohl  durch  a  als  durch  b  theilbare 
Zahlen  sind  daher  von  der  Form  sa  =  s' ,a*Vd^  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass  alle  in  dieser  Form  enthaltenen  Zahlen  sowohl 
durch  a  =  a'ä  als  durch  b  =z  b'd  theilbar  sind. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  sämmtlichen  gemeinschaftlichen 
Multipla  der  beiden  Zahlen  a,  b  übereinstimmen  mit  den  sämmt- 
lichen Vielfachen  einer  bestimmten  Zahl 


:?§: 
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welche  man  deshalb  das  Ideinste  gemeinschafüiche  Vielfache  der 

beiden  Zahlen  a,  b  nennt. 

Um  diesen  Satz  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Zahlen 

a,  6,  €,  (2  .  .  .  za  verallgemeinern,  braucht  man  nur  zu  bemerken, 

dass  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

a,  6,  c,  ä  .  .  . 

nothwendig  auch  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  der  Zahlen 

fi,  t^,  ä  .  . . 

ist  und  umgekehrt.    Man  wird  daher  zunächst  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Multiplum  V  der  beiden  Zahlen  [i  und  c  suchen, 
L  dann  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  q  von  v  und  d  u.s.f. 

Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  sämmtliche  gemeinschaftliche 
Multipla  der  gegebenen  Zahlen  a,  &,  c,  d  .  .  .  übereinstimmen  mit 
den  sämmtlichen  Vielfachen  einer  einzigen  vollständig  bestimmten 
Zahl  G)^  welche  man  deshalb  das  Meinste  gemeinschafllicJie  Viel- 
fache der  gegebenen  Zahlen  nennt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  in  welchem  die 
Zahlen  a,  &,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen  sind.  In  diesem  Falle  ist 
zunächst  d  =  1,  also  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  beiden  relativen  Primzahlen  a  und  b  ihr  Product  ab.  Da  nun 
c  wieder  relative  Primzahl  gegen  a  und  gegen  &,  also  (§.  5, 1.)  auch 
gegen  ab  ist,  so  ist  abc  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  drei  Zahlen  a,  6,  c  u.  s.  f.  Kurz,  man  erhält  das  Resultat: 
Sind  a,  i,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen^  so  ist  jede  Zahl,  welche 
durch  jede  einzelne  derselben  theilbar  ist,  atich  durch  ihr  Product 
abcd  .  ^  .  theilbar i 


§.  8. 

Da  jede  Zahl  sowohl  durch  die  Einheit,  als  auch  durch  sich 
selbst  theilbar  ist,  so  hat  jede  Zahl  —  die  Einheit  selbst  ausge* 
nommen  —  mindestens  zwei  (positive)  Divisoren.  Jede  Zahl  nun, 
welche  keine  anderen  als  diese  beiden  Divisoren  besitzt,  heisst  eine 
Primzahl  (numerus  primus)\  es  ist  zweckmässig,  die  Einheit  nicht 
zu  den  Primzahlen  zu  rechnen,  weil  manche  Sätze  über  Primzahlen 
nicht  für  die  Zahl  1  gültig  bleiben. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  p  eine 
Primzahl  und  a  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  so  geht  enticeder  p  in 
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a  auf^  oder  p  ist  relative  Primzahl  zu  a.  Denn  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Divisor  von  p  und  a  ist  entweder  p  selbst  oder 
die  Einheit. 

Hieraus  folgt  weiter :  Wenn  ein  Product  aus  mehreren  Zahlen 
a^  b^  c^  d  .  .  .  durch  eine  Primzahl  p  {heilbar  ist^  so  geht  p  min- 
destens in  einem  der  Factoren  a,  6,  c,  d  .  .  .  auf.  Denn  wäre  keine 
einzige  dieser  Zahlen  durch  p  theilbar,  so  wäre  p  relative  Prim- 
zahl gegen  jede  einzelne  von  ihnen  und  folglich  auch  gegen  ihr 
Product,  was  gegen  die  Annahme  streitet,  dass  dies  Product  durch 
p  theilbar  ist. 

Jede  Zahl,  welche  ausser  sich  selbst  und  der  Einheit  noch 
andere  Divisoren  hat,  heisst  zusammengesetzt  (numerus  compositusj. 
Diese  Benennung  wird  gerechtfertigt  durch  folgenden 

Fundamentalsatz:  Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets 
und  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  Produkt  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Primzahlen  darstellen. 

Beweis.  Da  jede  zusammengesetzte  Zahl  m  ausser  1  und  m 
noch  andere  Divisoren  hat,  so  sei  a  ein  solcher;  ist  nun  a  keine 
Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  besitzt  a  ausser  1 
und  a  noch  andere  Divisoren,  z.  B.  ft;  ist  b  noch  keine  Primzahl, 
also  zusammengesetzt,  so  hat  b  wieder  mindestens  einen  Divisor  c, 
der  von  1  und  b  verschieden  ist  Fährt  man  so  fort,  so  muss  man 
endlich  einmal  zu  einer  Primzahl  gelangen;  denn  die  Reihe  der 
Zahlen  m,a,&,  c  ...  ist  eine  abnehmende,  sie  kann  also,  da  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  giebt,  welche  kleiner  als  m  sind, 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten;  das  letzte  Glied 
derselben  muss  aber  eine  Primzahl  sein,  denn  sonst  könnte  man 
ja  die  Reihe  noch  weiter  fortsetzen.  Bezeichnet  man  diese  Prim- 
zahl mit  p,  so  ist,  da  jedes  Glied  der  Reihe  ein  Multiplum  des  fol- 
genden ist,  die  erste  Zahl  m  auch  ein  Multiplum  von  der  letzten  p. 

Man  kann  daher 

m  =  pm' 

setzen  *).  Nun  ist  m'  entweder  eine  Primzahl  —  dann  ist  m  schon 
als  Product  von  Primzahlen  dargestellt  —  oder  m'  ist  zusammen- 
gesetzt; im  letzteren  Falle  muss  es  wieder  eine  in  m'  aufgehende 
Primzahl  p'  geben,  so  dass 


♦)  Für  jede  Zahl  tn  bis  zu  neun  Millionen  findet  man  die  kleinste  in 
ihr  aufgehende  Primzahl  p  in  den  vorzüglichen  Tafeln  von  Burckhardt 
{Paris,  1814  —  1817),  Glaisher  (London,  1879—1883),  Base  und  Rosenberg 
(Hamburg,  1862—1865). 
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m*  =r  !>'  m",    also    m  =  jp|)'  m" 

wird.  Ist  nun  wl*  noch  keine  Primzahl,  so  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  fortfahren,  bis  man  m  als  Product  von  lauter  Primzahlen 
dargestellt  hat.  Dass  dies  wirklich  nach  einer  endlichen  Anzahl 
Yon  ähnlichen  Zerlegungen  geschehen  muss,  leuchtet  daraus  ein, 
dass  die  Reihe  der  Zahlen  tw,  ♦»',  m" . . .  ebenfalls  eine  abnehmende 
und  folglich  eine  endliche  ist. 

Hiermit  ist  der  eine  Haupttheil  des  Satzes  erwiesen,  welcher 
die  Möglichkeit  der  Zerlegung  behauptet;  offenbar  ist  aber  diese 
successive  Ablösung  von  Primzahl-Factoren  in  mancher  Beziehung 
willkürlich,  und  es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen  übrig,  dass,  auf 
welche  Weise  dieselbe  auch  ausgeführt  sein  mag,  das  Endresultat 
doch  stets  dasselbe  sein  muss.  Nehmen  wir  daher  an,  man  habe 
durch  zwei  verschiedene  Anordnungen  einmal 

m  =  pp'  p"  .  .  . 
ein  anderes  Mal 

t»  =  g  g'  g"  .  .  . 

gefunden,  wo  j),  i>',  i>"  .  .  .  und  g,  g',  g"  .  .  .  sämmtlich  Primzahlen 
bedeuten.  Da  nun  das  Product  pp'p*'  .  .  .  durch  die  Primzahl  q 
theilbar  ist,  so  muss  mindestens  einer  der  Factoren,  z.  B.  ;>,  durch 
g  theilbar  sein;  p  besitzt  aber  als  Primzahl  nur  die  beiden  Di- 
visoren 1  und  p,  und  folglich  muss  q  =  p  sein,  da  q  nicht  =  l 
ist.    Hieraus  folgt  nun 

!>>"...  =  g'g"... 

und  man  kann  auf  dieselbe  Weise  zeigen,  dass  g'  mit  einer  der 

Primzahlen  p\  p*'  .  .  .,  z.  B.  mit  j>',  identisch  sein  muss,  woraus 

dann  wieder 

y  .  .  .  =  g"  .  .  . 

folgt.  Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich  davon,  dass  jede  Prim- 
zahl, welche  bei  der  zweiten  Art  der  Zerlegung  ein  oder  mehrere 
Male  als  Factor  auftritt,  mindestens  ebenso  oft  auch  bei  der  ersten 
Zerlegung  vorkommt;  da  aber  ferner  auf  dieselbe  Weise  gezeigt 
werden  kann,  dass  sie  bei  der  zweiten  Zerlegung  mindestens  ebenso 
oft  vorkommt  wie  bei  der  ersten,  so  muss  jede  Primzahl  in  bei- 
den Zerlegungen  gleich  oft  als  Factor  vorkommen,  und  folglich 
stimmt  der  Complex  aller  Primzahlen  bei  der  einen  Zerlegung 
vollständig  mit  dem  bei  der  anderen  überein. 

Nachdem  so  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen  ist, 
können  wir  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zahl  m  noch 
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dadarch  vereinfachen,  dass  wir  jedesmal  alle  unter  einander  identi- 
schen Prim/ahl-Factoren  zu  einer  Potenz  vereinigen.  Es  sei  näm- 
lich a  eine  von  den  in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  zwar  mag 
dieselbe  genau  amal  als  Factor  in  der  Zerlegung  vorkommen,  so 
vereinigen  wir  diese  a  Factoren  zu  der  Potenz  a" ;  sind  hierdurch 
noch  nicht  alle  Factoren  erschöpft,  und  ist  b  eine  der  übrigen 
Primzahlen,  so  bilden  wir,  wenn  sie  genau  ^mal  vorkommt,  die 
Potenz  bß^  und  in  derselben  Weise  fahren  wir  fort,  wenn  hierdurch 
noch  nicht  alle  Primzahl  -  Factoren  von  m  erschöpft  sind.  Auf 
diese  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  man  jeder  zusammen- 
gesetzten Zahl  m  die  Form 

m  =  a^b^c"^  .  •  . 

geben  kann,  in  welcher  a^b^  c  ,  .  ,  die  sämmtlichen  unter  einander 
verschiedenen,  in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  o,  /3,  y .,.  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten.  Dass  aber  in  dieser  Form  nicht  nur  alle 
zusammengesetzten,  sondern  auch  alle  Primzahlen  enthalten  sind, 
leuchtet  unmittelbar  ein. 

Die  Primzahlen  bilden  daher  gewissermaassen  das  Material, 
aus  welchem  alle  anderen  Zahlen  sich  zusammensetzen  lassen. 
Dctss  es  unendlich  viele  Primzahlen  giebt^  hat  schon  Euclid*)  be- 
vriesen,  und  zwar  in  folgender  Art.  Gesetzt,  es  gäbe  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Primzahlen,  so  würde  eine  von  ihnen,  die  wir  mit 
p  bezeichnen  wollen,  die  letzte,  d.  h.  die  grösste  sein.  Denken  wir 
uns  nun  alle  diese  Primzahlen  aufgeschrieben 

2,  3,  5,  7,  11  .  .  .jp, 

so  müsste  jede  Zahl,  welche  grösser  als  j?  ist,  zusammengesetzt  und 
folglich  durch  mindestens  eine  dieser  Primzahlen  theilbar  sein. 
Allein  es  ist  sehr  leicht,  eine  Zahl  zu  bilden,  welche  erstens  grösser 
als/)  und  zweitens  durch  keine  jener  Primzahlen  theilbar  ist;  dazu 
bilden  wir  dasProduct  aller  Primzahlen  von  2  hisp  und  vergrössern 
dasselbe  um  eine  Einheit.     Diese  Zahl 

£r  =  2.  3.  5  .  .  .  jp  +  1 

ist  in  der  That  grösser  als  p,  da  ja  schon  2p  grösser  als  j>  ist;  sie 
ist  aber  durch  keine  der  Primzahlen  theilbar,  da  £r,  durch  jede 
derselben  dividirt,  immer  den  Rest  1  lässt  Damit  ist  also  unsere 
Annahme  im  Widerspruch,  und  folglich  giebt  es  unendlich  viele 
Primzahlen. 


*)  Elemenie,  Buch  IX,  Satz  20. 
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Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  anderen,  dass  in 
jeder  unbegrenzten  arithmetischen  Progression,  deren  allgemeines 
Glied  kx  -^  m  ist,  und  in  welcher  das  Anfangsglied  in  und  die 
Differenz  k  relative  Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthalten  sind;  allein,  so  einfach  der  Beweis  für  den  speciellen 
Fall  war,  in  welchem  Ä  =  1,  so  schwierig  war  es,  einen  strengen 
Beweis  für  den  allgemeinen  Satz  zu  geben,  und  dies  ißt  bis  jetzt 
nur  durch  Zuziehung  von  Principien  gelungen,  welche  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören*). 


§.  9. 

Durch  den  soeben  bewiesenen  Fundamentalsatz  haben  wir  nun 
ein  einfaches  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  stets  beurtheilt 
werden  kann,  ob  eine  Zahl  m  durch  eine  andere  n  theilbar  ist  oder 
nicht,  sobald  wir  voraussetzen  dürfen,  dass  beide  in  ihre  Prim- 
factoren  zerlegt  sind.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  m  durch  w 
theilbar,  dass  also  m  =  nq  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  jede  in  n  auf- 
gehende Primzahl  auch  in  m  aufgehen  muss;  es  kann  daher  n 
keine  anderen  Primfactoren  enthalten  als  m,  und  ausserdem  kann 
auch  ein  solcher  Primfactor  nicht  öfter  in  n  als  in  m  vorkommen; 
und  umgekehrt,  wenn  jeder  Primfactor  der  Zahl  n  Mindestens 
ebenso  oft  in  m  vorkommt  wie  in  n,  so  ist  auch  m  durch  n  theilbar. 

Sind  daher  a,  b^  c  .. .  die  sämmtlichen  von  einander  verschie- 
denen, in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  dass 

m  =  a"b^cy  .  .  ,^ 

so  ist  jeder  Divisor  n  dieser  Zahl  in  der  Form 

n  =  a^^'bß'cy'  .  .  . 
enthalten,  in  welcher 

a'  irgend  eine  der  a  -\-  \  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 
ß'  „  «  .1^  +  1  «  0,  1,  2  ...  /3 
y       «         j,        ^    y  +  1       ^       0,  1,  2  ...  y 

u.  s.  w. 

bedeutet;  und  alle  diese  Zahlen  n  sind  wirklich  Divisoren  von  w. 
Hieraus  gehen  sogleich  einige  interessante  Folgerungen  hervor. 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  jede  Combination  eines  Werthes 
von  a'  mit  einem  von  ß\  mit  einem  von  y'  u.  s.  w.  einen  Divisor 


*)  Siehe  die  Supplemente  VI.  §.  132  bis  137. 
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von  m  liefert,  und  da  je  zwei  verschiedenen  solchen  Combinationen 
(nach  §.  8)  auch  zwei  ungleiche  Divisoren  von  tn  entsprechen,  dass 
die  Anzahl  aller  Divisoren  von  m  gleich 

(a  +  1)  (/S  +  1)  (y  +  1)  .  .  . 

ist;  diese  Anzahl  hängt  daher  nur  von  den  Exponenten  a,  /3,  y  .  .  . 
ab,  nicht  aber  von  der  Natur  der  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
o,  &,  c  u.  8.  w. 

Bildet  man  femer  das  Schema 

1,  a,  a^  .  .  .  a« 

1,  6,  6^  .  .  ¥ 

1,  c,  c«  .  .  .  cy 

u.  s.  w. 

und  bildet  alleProducte  a"'  b^'  cJ''  .  .  .,  indem  man  aus  jeder  dieser 
Horizontalreihen  ein  Glied  a"',  b^\  c^'  .  .  .  auswählt,  so  erhält  man 
alle  Divisoren  der  Zahl  w,  und  zwar  jeden  nur  ein  einziges  Mal. 
Die  Summe  aller  dieser  Divisoren  erhält  man  daher  nach  derselben 
Regel,  nach  welcher  man  die  einzelnen  Aggregate 

a«+^  —  1 


1  +  a  +  a2  -f  .  .  .  +  a"  = 


1  +  6  +  6«  +  .  .  .  +  fr^  = 


\    -}-     C    +    C^   +    ''-+■    CY  = 


a  —  1 

&.^+^  —  1 
b  -  1 

c^+i  —  1 


c  —  1 
u.  s.  w. 


mit  einander  zu.  multipliciren  hat;  folglich  ist  die  Summe  aller 
Divisoren  der  Zahl  m  gleich  dem  Product 

a«+i  —  1     i^+i  —  1     cy+i  —  1 


—    •    • 


a  —  1  b  —  l         c—  l 

Nehmen  wir  z.  B.  »m  =  00  =  22. 3. 5,  so  sind  die  sämmtlichen 
Divisoren  folgende: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60; 

ihre  Anzahl  ist 

(2  +  1)  (1  +  l)  (1+1)=  12 

und  ihre  Summe     * 

23  _  1      32—1     52—1 


2  —  1       3—1       5  —  1 

D!richlet,   Zahlentheorie. 


=  7.4.G  =  168. 
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K.' 


§.  10. 

Wir  kehren  nun  zu  einigen  früheren  Aufgaben  zurück,  zu- 
nächst zu  derjenigen  (§.6),  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor 
einer  Reihe  von  Zahlen  zu  bilden,  jetzt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ihre  Zerlegungen  in  Primfactoren  gegeben  sind.  Man  be- 
trachte alle  Primzahlen,  welche  in  diesen  Zerlegungen  vorkommen, 
und  scheide  zunächst  diejenigen  unter  ihnen  aus,  welche  in  einer 
oder  mehreren  der  gegebenen  Zahlen  gar  nicht  als  Primfactoren 
enthalten  sind.  Bleibt  auf  diese  Weise  gar  keine  Primzahl  übrig, 
so  ist  die  Einheit  der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor. 
Im  entgegengesetzten  Fall  sei  a  eine  Primzahl,  welche  bei  dieser 
vorläufigen  Ausscheidung  zurückgeblieben  ist  und  also  in  jeder  der 
gegebenen  Zahlen  mindestens  einmal  enthalten  ist;  man  zähle,  wie 
oft  a  als  Primfactor  in  jeder  einzelnen  der  gegebenen  Zalüen  vor- 
kommt, und  nehme  die  kleinste  dieser  Anzahlen,  die  wir  mit  a  be- 
zeichnen, so  dass  a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau 
«mal,  in  allen  übrigen  aber  mindestens  ebenso  oft  als  Primfactor 
vorkommt.  Aehnlich  verfahre  man  mit  den  übrigen  Primzahlen 
i,  c  ...,  sofern  diese  noch  nicht  erschöpft  sind,  und  bilde  für  jede, 
für  b  die  Anzahl  ß,  für  c  die  Anzahl  y  u.  s.  w.  nach  derselben  Regel, 
nach  welcher   für  die  Primzahl  a  die  Anzahl  a   gebildet  wurde. 

Dann  ist 

a«  6^  cy  .  .  . 

der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor.  Der  Beweis  für 
diese  Regel  leuchtet  unmittelbar  dadurch  ein,  dass  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  keine  anderen  Primfactoren  enthalten 
kann,  als  solche,  welche  in  jeder  der  gegebenen  Zahlen  enthalten 
sind,  und  dass  er  keinen  Primfactor  öfter  enthalten  kann,  als  irgend 
eine  der  gegebenen  Zahlen. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Lösung  der  anderen  Aufgabe,  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  einer  Reihe  von  gegebenen 
Jüahlen  zu  bilden  (§.  7).  Jetzt  betrachte  man  jede  Primzahl,  die 
in  irgend  einer  der  gegebenen  Zahlen  als  Factor  enthalten  ist,  und 
sehe  nach,  in  welcher  sie  am  häufigsten  vorkommt;  ebenso  oft 
nehme  man  sie  als  Factor  in  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multi- 
plum auf;  sind  daher  a,  6,  c . . .  die  sämmtlichen  Primzahlen,  welche 
in  den  einzelnen  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahlen  vorkommen, 
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so  erhält  man  nach  dieser  Regel  das  gesuchte  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  in  der  Form 

a^'  ¥'  c^  .  .  ., 

wo  z.  ß.  der  Exponent  a'  dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  Primzahl 
a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau  a'  mal,  in  allen 
übrigen  aber  nicht  öfter  als  Factor  enthalten  ist.  Der  Beweis  liegt 
hier  darin,  dass  die  gesuchte  Zahl  jeden  Primfactor  enthalten  muss, 
der  in  einer  der  gegebenen  Zahlen  enthalten  ist,  und  zwar  minde- 
stens ebenso  oft,  als  diese. 

Endlich  können  wir  aus  den  vorhergehenden  Principien  noch 
ein  Kriterium  ableiten,  nach  welchem  zu  erkennen  ist,  ob  eine  Zahl 

m  =  a«  ¥  cy  .  ,  . 

eine  genaue  rte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  h  ist.  Dazu  ist  offenbar 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  alle  Exponenten  a,  /3,  y . . .  durch 
r  theilbar  sind,  wie  man  sogleich  aus  der  Annahme 

erkennt. 

§.11. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  Untersuchung  über,  welche  an  sich 
schon  interessant  und  ausserdem  für  die  Folge  von  der  grössten 
Wichtigkeit  ist.    Denken  wir  uns  einmal  alle  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4  .  .  .  m 

bis  zu  einer  beliebigen  letzten  m  aufgeschrieben,  und  zählen  wir 
ab,  wie  viele  von  ihnen  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m 
sind.  Diese  Anzahl  bezeichnet  man  in  der  Zahlentheorie  durch- 
gängig mit  (p  (m),  wo  der  Buchstabe  q>  die  Rolle  eines  Functions- 
zeichens  spielt*).  Da  die  Einheit  relative  Primzahl  gegen  .sich 
selbst  ist,  so  folgt  zunächst 

9(1)  =  1; 

durch  wirkliches  Abzählen  findet  man  ferner 

q>(2)  =  1,  (3P(3)  =  2,  9(4)  =  2,9(5)  =  4 

u.  8.  w.  Allein  es  kommt  darauf  an,  einen  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Function  tp  (ni)  zu  finden,  und  wir  werden  sehen,  dass  man 
zu  diesem  Zweck  nur  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 

*)  Gai4S8:  Disquisitiones  Arithmeticae  art.  38. 


20 


Erster  Abschnitt. 


§.  11. 


!»'< 


Primzahlen  a,  6,  c  .  .  .  zu  kennen  braucht,  welche  in  m  aufgehen. 
Unsere  Aufgabe  ist  nämlich  identisch  mit  dieser:  die  Anzahl  der 
obigen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  durch  keine  dieser  Primzahlen 
a,  6,  c  .  .  .  theilbar  sind;  und  diese  ist  wieder  nur  ein  specieller 
Fall  der  folgenden: 

Wenn  a,  fe,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind  und  sämmtlich  in 
einer  Zahl  m  aufgehen,  so  soll  die  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  .  .  .  m  (M) 

bestimmt  werden,  welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  6,  c  ,  .  .  theil- 
bar sind. 

Es  zeigt  sich  nun,  wie  es  häufig  geschieht,  dass  die  allgemei- 
nere Aufgabe  leichter  zu  lösen  ist,  als  der  direct  angegrifiFene  spe- 
cielle  Fall.  Zu  diesem  Zweck  scheiden  wir  zunächst  aus  dem 
Zahlencomplex  (M)  alle  diejenigen  aus,  welche  durch  die  Zahl  a 
theilbar  sind;  es  sind  dies  offenbar  die  Zahlen 

a,  2a,  oa  .  .  .  —  a; 

die  Anzahl  derselben  ist  7n  :  a;  es  bleiben  daher,  nachdem  die- 
selben aus  dem  Complex  (M)  ausgeschieden  sind,  nur 


m 


m            A        1\ 
=  m  (  1 ) 

a  \         «/ 


(1) 


Zahlen  übrig,  welche  nicht  durch  a  theilbar  sind,  und  deren  Com- 
plex wir  mit  (A)  bezeichnen  wollen. 

Aus  diesem  Complex  (A)  sind  nun  zunächst  alle  durch  b  theil- 
baren  Zahlen  auszuscheiden;  es  sind  dies  offenbar  alle  diejenigen 
Zahlen  des  Complexes  (31),  welche  der  doppelten  Forderung  ge- 
nügen, erstens  dass  sie  nicht  durch  a,  zweitens  dass  sie  durch  b 
theilbar  sind.  Alle  Zahlen  nun,  welche  der  zweiten  Forderung 
genügen,  sind  die  folgenden 


m 


b.  2b,  36,  .  .  .  ^  6; 

0 

damit  aber  eine  dieser  Zahlen,  z.B.  rb,  auch  der  ersten  Forderung 
genüge,  ist  erforderlicli  und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r 
nicht  durch  a  theilbar  sei;  denn  da  der  Annahme  nach  a  und  h 
relative  Primzahlen  sind,  so  ist  rb  theilbar  oder  nicht  theilbar 
durch  a,  je  nachdem  r  durch  a  theilbar  ist  oder  nicht  (§.  5,  2.). 
Die  Anzahl  der  noch  aus  dem  Complex  (A)  auszuscheidenden 
Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  derjenigen  der 
Zahlen 
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12  3       - 

welche  nicht  durch  a  theilbar  sind.  Da  nun  m  durch  a  und  6, 
folglich  auch  durch  ab  theilbar  ist,  so  ist  die  letzte  dieser  Zahlen 
m  :  b  theilbar  durch  a;  unsere  Frage  ist  also  dieselbe  für  die  Zahl 
m  :  b  wie  diejenige,  welche  wir  durch  den  ersten  Schritt  für  die 
Zahl  m  gelöst  und  durch  die  Formel  (1)  beantwortet  haben.  Die 
Anzahl  der  aus  (Ä)  auszuscheidenden  Zahlen  ist  daher  gleich 

und  wir  erhalten 

(•-^)-?('-7)='»0-^)('-t)  <^> 

als  Anzahl  derjenigen  im  Complex  (Ä)  enthaltenen  Zahlen,  welche 
nicht  durch  b  theilbar  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Anzahl  der- 
jenigen in  (M)  enthaltenen  Zahlen,  welche  weder  durch  a  noch 
durch  b  theilbar  sind. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  dieser  Zahlen  mit  (B)y  so  kann 
man  in  derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  durch  Induction 
zu  dem  Resultat,  dass  die  Anzahl  derjenigen  in  (M)  entlialtenen 
Zahlen  (Ä"),  welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  6,  c  .  .  .  Ä  theilbar 
sind,  gleich 


m 


m 


(-i)0-i)('-7)-(-i).    "> 


ist  Um  die  Allgemeingültigkeit  dieses  Gesetzes  nachzuweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Richtigkeit  desselben  für  die  Zahlen 
a,  fc,  c  .  .  .  fc  schon  bewiesen  sei,  und  untersuchen,  was  geschieht, 
wenn  zu  denselben  noch  eine  andere  l  hinzukommt,  wobei  natürlich 
wieder  vorausgesetzt  wird,  erstens  dass  l  in  m  aufgeht,  zweitens 
dass  l  relative  Primzahl  gegen  jede  der  vorhergehenden  Zahlen 
a^  b^  c  .  .  ,  k  ist. 

um  die  Anzahl  aller  in  (M)  enthaltenen  Zahlen  zu  bestimmen, 
welche  durch  keine  der  Zahlen  a^  b^  c  . . ,  k^l  theilbar  sind,  haben 
wir  aus  dem  Complex  (K)  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  keine 
der  Zahlen  a,  6,  c  .  .  .  /c  theilbar  sind,  und  deren  Anzahl  durch 
die  Formel  (3)  gegeben  ist,  nur  noch  die  auszuscheiden,  welche 
durch  l  theilbar  sind;  es  sind  dies  alle  diejenigen  in  (31)  enthal- 
tenen Zahlen,  welche  erstens  nicht  theilbar  durch  a,  6,  c  .  .  .  i\ 


[»•  '  . 

L    .'   t 
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zweitens  theilbar  durch  l  sind.  Alle  durch  1  theilbaren  Zahlen 
des  Complexes  (M)  sind  diese 

und  damit  irgend  eine  derselben,  z.  B.  r?,  durch  keine  der  Zahlen 
a,  J  .  .  .  it  theilbar  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der 
Coefficient  r  dieselbe  Eigenschaft  habe.  Die  Anzahl  der  auszu- 
scheidenden Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  der- 
jenigen unter  den  Zahlen 

12'^ 

welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  6  .  .  .  fc  theilbar  sind;  diese  ist 
aber  nach  der  als  richtig  vorausgesetzten  Formel  (3)  gleich 

•TC-i)0-l)-0-i> 

nach  Ausscheidung  derselben  aus  dem  Complex(jr)  bleiben  daher 

"•('-7)(-^)-0-t) 

-K-7)0-]-)-('-l) 
=»0-i)0-l)-('-l)('-l) 

Zahlen  übrig,  nämlich  diejenigen,  welche  durch  keine  der  Zahlen 
a,  6,  c  .  .  .  A',  l  theilbar  sind. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  unseres  Satzes  bewiesen; 
kehren  wir  nun  zu  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  zurück,  so 
erhalten  wir  das  Resultat*): 

Sind  a,  &  .  .  .  A',  7  die  sämmÜichen  von  einander  verschiedenen 
in  m  aufgehenden  TrimzahUn^  so  ist 

.(»)=„.(.-i)(i-^)...(,-i)(i->) 


*)  Euler:  Theoremaia  arithmetica  nova  methodo  devionstrata  ^  Comm. 
nov.  Ac.  Petrop.  VIII,  p.  74.  Specidationes  circa  quasdam  msignes  jn-o- 
prietates  numerorum,  Acta  Petrop.  IV^  2,  p.  18.  —  Eine  höchst  werthvoUe 
Sammlung  der  arithmetischen  Abhandlungen  Eulers  ist  von  den  Brüdern 
Fuss  unter  folgendem  Titel  herausgegeben:  Leonhardi  Exderi  Commenta- 
U'oncs  Arithmeticae  Collectae.    Petropoli  1849.    2  tom. 
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die  Anzahl  dller  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2  ...  w, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m  sind. 

Denn  damit  irgend  eine  Zahl  relative  Primzahl  gegen  m  sei, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  sie  durch  keine  der  in  m 
aufgehenden  absoluten  Primzahlen  theilbar  sei. 

Wir  können  dem  gefundenen  Ausdruck  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  m  als  Product  von  Primzahl-Potenzen  darstellen ; 
da  a,  2^,  r  .  .  .  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  m 
aufgehenden  Primzahlen  sind,  so  hat  m  die  Form 

m  =  a'^b^cY  .  .  ,^ 
und  es  wird 

(p(m)  =  (a  —  1)  a"-i  .  (i  —  1)  fr^-^  •  (c  —  1)  cv-^  .  .  . 

Um  unseren  Satz  an  einem  Beispiel  zu  prüfen,  wählen  wir 
m  =  60;  die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  nicht  grösser  als  60  und 
relative  Primzahlen  gegen  60  sind,  bilden  die  Reihe 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59, 

und  ihre  Anzahl  ist  =  16;  in  der  That  finden  wir  nach  der  obigen 
Formel,  da  2,  3,  5  öämmtliche  in  60  aufgehende  Primzahlen  sind, 

(p(60)  =  60. -2-.|.  1^=16. 


§.  12. 

Aus  der  gefundenen  Form  der  Function  (p  (m)  geht  auch  noch 

folgender  Satz  hervor:  Sind  m  und  m'  zwei  relative  Primzahlen^ 

so  ist 

(p{mm')  =  q){m)  (p{m'). 

Denn  sind  a,  6,  c  .  .  .  sämmtliche  in  m,  und  a',  b\  c'  .  .  ,  sämmt- 
liche  in  m'  aufgehende  Primzahlen,  so  stimmt,  da  m  und  m'  relative 
Primzahlen  sind,  keine  Primzahl  der  einen  Keihe  mit  einer  der 
anderen  überein,  d.  h.  alle  Primzahlen 

a,  J,  c  .  ,  .  a\  V,  c'  .  .  . 

sind  von  einander  verschieden.  Sie  gehen  ferner  sämmtlich  in 
dem.  Product  w^w'  auf,  und  umgekehrt  muss  jede  in  mm'  auf- 
gehende Primzahl,  da  sie  in  einem  der  beiden  Factoren  w,  m' 
aufgehen  muss,  mit  einer  dieser  Primzahlen  übereinstimmen.    Also 
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sind  dies  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  mm'  auf* 
gehenden  Primzahlen;  hieraus  folgt 


(p(mm')  =  mm 


,((-^)0-l)('-i) 
('-^)0-^)('-^) 


•  •  • 


Da  nun  andererseits 


und 


w»,=„.(i-i)(,-j)(i_i) 


ist,  so  ergiebt  sich  durch  den  unmittelbaren  Anblick  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes. 
So  ist  z.  B. 

g;(60)  =  9(4  .  15)  =  g?(4)9?(l5)  =  2  .  8  =  16. 

üebrigens  leuchtet  ein,  dass  der  soeben  bewiesene  Satz  ohne  Wei- 
teres auf  ein  Product  aus  beliebig  yielen  Zahlen  w,  m',  m"  . .  . 
ausgedehnt  werden  kann,  welche  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzalilen  sind;  denn  es  ist  z.  B. 

(p  (m  m'  m")  =  9?  (m)  9?  (m'  m")  =  9?  (m)  qp  (m')  9  (m") 

und  ähnlich  für  eine  grössere  Anzahl  von  Factoren. 


§.13. 

Die  Aufgabe ,  den  Werth  der  Function  9  (m)  zu  bestimmen, 
ist  eigentlich  nur  ein  specieller  Fall  von  der  folgenden: 

Wenn  d  irgend  ein  Divisor  der  Zahl  m  =  nd  ist,  so  soU  die 
Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m 

bestimmt  werden,   welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen 

Divisor  ö  Jiaben, 

Wir  können  dieselbe  sogleich  auf  den  früheren  speciellen  Fall 

zurückführen.     Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  Zahlen, 

um  welche  es  sich  handelt,  unter  den  Vielfachen  von  Ä,  also  unter 

den  Zahlen 

d,  2Ä,  3Ä,  .  .  .  n5 


r 
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zu  suchen  sind.  Damit  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  m=:nd  und  einer  Zahl  von  der  Form  rÖ  sei,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r  relative  Primzahl  gegen 
n  sei;  die  gesuchte  Anzahl  ist  daher  zugleich  die  Anzahl  der- 
jenigen der  Zahlen 

1,  2,  3  .  .  .  n, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  n  derselben  sind;  diese 
Anzahl  ist  folglich  =  qp(w).  OflFenbar  geht  diese  allgemeinere 
Aufgabe  wieder  in  die  frühere  über,  wenn  der  Divisor  ö  =  l  ist. 
Aus  der  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  nun  ein  schöner  Satz 
über  die  Function  (p{m)  ableiten,  der  in  späteren  Untersuchungen 
eine  grosse  Rolle  spielt.    Schreiben  wir  einmal  alle  Divisoren 

Ä',  <J",  d"'  ... 
der  Zahl 

m  =  n'«'  =  w"  «"  =  w'"Ä'"  =  .  .  . 

auf,  und  theilen  wir  alle  m  Zahlen 

1,  2,  3  ...  m 

in  ebenso  viele  Gruppen  ein,  als  es  Divisoren  d  von  m  giebt,  indem 
wir  alle  die  Zahlen,  welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  3'  haben,  und  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden 
=  g?  (n')  ist,  in  die  erste  Gruppe,  ebenso  alle  die  <p  (n")  Zahlen, 
welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  Ä"  haben, 
in  die  zweite  Gruppe  aufnehmen  u.  s.  f.  So  leuchtet  ein,  dass  jede 
der  m  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche  Gruppe  auf- 
genommen wird,  und  es  muss  daher  das  Aggregat  der  Zahlen 

<p  (w'),  (p  (n"),  (f  (n'")  .  .  . 

welche  angeben,  wie  viele  Zahlen  der  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w, 
Gruppe  angehören,  mit  der  Anzahl  m  der  sämmtlichen  in  diese 
Gruppen  vertheilten  Zahlen  übereinstimmen.  Da  nun  die  Zahlen 
»',  «",  »'"  .  .  .  ebenfalls  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  m 
bilden,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz*): 

Durckläuß  n  alle  Divisoren  einer  Zahl  w,    so  ist  die   ent- 
sprechende Summe 

S  9  (»)  =  m. 

Es  wird  gut  sein,  diesen  Satz  wieder  an  einem  Beispiel  zu 
prüfen.    Nehmen  wir  m  =  60,  so  sind  die  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  1.5,  20,  30,  60 
die  sämmtlichen  Divisoren  n  von  60.    Nun  ist 


*)  Gauss:  B,  Ä,  art.  39. 


(* 


I 
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(p(l)  =1,     9(2)   =1,     <3P(3)   =2,     9(4)   =2. 
9(5)  =4,     9(6)   =2,     9(10)=  4,     9(12)=  4, 
9(15)=  8,     9(20)=  8,     9(30)=  8,     9(60)=  16; 
und  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  in  der  That  ==  60. 


§.  14. 

Der  soeben  gegebene  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  über 
die  Function  9  (m)  ergab  sich  unmittelbar  aus  dem  Begriff  dieser 
Function  ohne  Hülfe  der  vorher  für  dieselbe  gefundenen  Form 
und  ohne  alle  Rechnung*);  es  wird  aber  gut  sein,  noch  einen 
zweiten  Beweis  hinzuzufügen,  welcher  mehr  rechnend  zu  Werke 
geht  und  die  früher  abgeleitete  Form  der  Function  und  die  daraus 
gezogenen  Folgerungen  voraussetzt. 

Jeder  Divisor  n  der  Zahl 

m  =  a^  b^  cy  .  ,  . 
hat  die  Form 

n  =  a«'  b^'  cy'  .  .  , 

wo  wie  früher  a^b,  c  ,  ,  ,  von  einander  verschiedene  Primzahlen 
k  bedeuten.    Da  also  a^\  b^\  c^'  .  .  .  unter  einander  relative  Prim- 

l  zahlen  sind,  so  ist 

l  q>(n)  =  q>  (a"')  9  (¥')  9  (er')  .  .  . 

i 

\  Um  nun  alle  Divisoren  n  der  Zahl  m  zu  erhalten,  muss  man 

«'  die  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 
/J'\         „       0,1,2...^ 

y'   V       «      0,  h  2  .  .  .  y 

u.  s.  w. 

durchlaufen  lassen.  Bildet  man  nun  das  Aggregat  aller  ent- 
sprechenden Werthe  9(w),  so  leuchtet  ein,  dass  dasselbe  mit  dem 
Product  aus  den  folgenden  Summen 

9(1)  +  9(a)  +  9(tt2)  +  •  •  •  +  9(a«) 
9(1)  +  9(6)  +  9(^2)  +  ...  +  <p(bß) 

9(1)  -h  9  (c)  +  <p(c2)  +  •  •  •  +  <p(c'0 

u.  s.  w. 


*)  Dieser  Satz  charakterisirt  umgekehrt  die  Function  g^  (m)  vollständig, 
so  dasB  aus  ihm  auch  die  (in  §.11  gefundene)  Form  derselben  abgeleitet 
werden  kann;  siehe  die  Supplemente  VII,  §.  138. 


j 
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übereinstimmt.    Die  erste  dieser  Summen  ist  aber  gleich 

1  +  (a  -  1)  +  (a-  1)  a  H +  (a  —  i)  ««-i 

=  1  +  (a«  —  1)  =  a«; 

ebenso  ist  i?  die  zweite,  c'^  die  dritte  Summe  u,  s.  f.    Es  ergiebt 
sich  daher,  dass  das  Aggregat 

Y.  (p  (n)  =  a^  .  b(^  ,  cy  .  .  .  =  m 

ist,  was  zu  beweisen  war. 


§.  15. 

Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  einer  Aufgabe,  deren  Lösung 
zu  einem  rein  arithmetischen  Beweise  eines  Satzes  führt,  welcher 
sonst  gewöhnlich  durch  andere  Betrachtungen  erwiesen  wird.  Es 
handelt  sich  darum,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  p  eine 
beliebige  Primzahl  ist,  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von 
jp  zu  bestimmen,  welche  in  der  Facultät 

m.'  =  1  .  2  .  3  .  .  .  w? 

aufgeht.  Bezeichnen  wir  mit  m'  die  grösste  in  dem  Bruch  m  :  p 
enthaltene  ganze  Zahl,  so  sind  unter  den  m  Factoren  von  m!  nur 
die  folgenden  »»'  durch  p  theilbar 

P)  2p,  3j(>  .  .  .  m'p; 

und  da  die  übrigen  Factoren  bei  unserer  Frage  keine  Rolle  spielen, 
so  stimmt  der  gesuchte  Exponent  mit  dem  Exponenten  der  höch- 
sten Potenz  von  p  überein,  welche  in  dem  Product 

1  .  2  .  .  .  m'  .  i)"»' 

dieser  Multipla  von  p  aufgeht,  und  ist  daher  gleich  der  Summe 

aus  tn'  und  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  p^  welche 

in  der  Facultät 

tn' .'  =  1  .  2  .  .  .  m' 

aufgeht.     Hieraus   ergiebt  sich   unmittelbar,   dass   der   gesuchte 

Exponent  gleich 

m'  +  m"  4-  m'" 


ist,  wo  m",  m'"  ...  die  grössten  in  den  Brüchen  vn!  :  p^  m"  :  p  ,., 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Offenbar  ist  die  Reihe  der 
Zahlen.  m\  m*\m-"  ...  eine  abnehmende  und  folglich  eine  endliche; 
der  gesuchte  Exponent  wird  =0  sein,  wenn  p>m  ist;  denn  dann 


I 


'e    •:  "  #. 
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§.  15. 


ist  schon  in'  =  0.  Es  mag  beiläufig  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Zahlen  m',  m'\  m'"  .  .  .  auch  die  grösst^n  resp.  in  den  Brüchen 
m:p,  m  :  j?',  m  :  p^  .  .  .  enthaltenen  ganzen  Zahlen  sind;  ist 
nämlich  r  die  grösste  in  w  :  a,  und  s  die  grösste  in  r  :  6  ent- 
haltene ganze  Zahl,  so  ist,  wie  man  leicht  finden  wird,  s  auch 
stets  die  grösste  in  m  :  ab  enthaltene  ganze  Zahl. 

Ist  z.  B.  m  =  60  und  j)  =  7,  so  ist  die  grösste  in 
60 


—  enthaltene  ganze  Zahl  m'  ==  8 


und  die  grösste  in 


y  oder  in  —  enthaltene  ganze  Zahl  m"  =  1 


und  die  grösste  in 


also  ist 


—  oder  in  ^-nr  enthaltene  ganze  Zahl  m'"  =  0; 
7  343 


78+1  =  79 


so  ist 


die  höchste  Potenz  von  7,  welche  in  der  Facultät  60/  aufgeht. 

Durch  das  so  gewonnene  Resultat  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  folgenden  Satz  zu  beweisen:  Ist 

m  =/  +  ff  +  h  +  "  ', 

m! 
f!  (j!h!  .  .  . 
eine  ganze  Zahl, 

Denn  wenn  p  irgend  eine  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  ist, 
und  wenn  wir  eine  der  früheren  analoge  Bezeichnung  beibehalten, 
so  sind 

/' + /"  +  /'"  +  •  •  • 

9'  +  f  +  9'"  +  •  •  • 
Ä'  -I-  h»  j^  h'"  + . .  • 

u.  s.  w. 

die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  p,  welche  resp.  in  //, 
in  (/.',  in  h!  u.  s.  w.  aufgehen,  und  folglich  ist 

(/'  +  fif'  +  Ä'  -1-  •  •  •)  +  (/"  +  9"  +  h"  +  ■..) 

+   if"  +  9"'  +  Ä'"   +      ••)   +   ••• 
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der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  p,  welche  in  dem  ganzen 
Nenner  aufgeht     Andererseits  ist 

m'  +  w"  +  m"'  H 

der  Exponent  der  höchsten  im  Zähler  aufgehenden  Potenz  von  p; 
es  ist  daher  nur  zu  zeigen,  dass  die  letztere  Summe  nicht  kleiner 
ist  als  die  erstere.    Da  nun 

^  =  /_  +  i.  + 1  + . . . 
p    p    p    p 

ist,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 

»»'>/'  +  </'  +  *'  +  ••■ 
sein  muss;  hieraus  folgt  aber  wieder 

»»'>/'+  ^'    4_  '*'   4. 

—  ^  ■  -  -f-  —  "T"  —  ~r  •  •  •  ? 

p         p         p         p 
also  a  fortiori 

m"  >  /"  +  r/"  +  Ä"  4-  .  .  . 

u.  s.  f.,  woraus  die  Richtigkeit  der  ohigen  Behauptung  erhellt.  Da 
nun  jede  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  mindestens  ehenso  oft 
im  Zähler  aufgeht,  so  ist  der  Zähler  th eilbar  durch  den  Nenner, 
der  Bruch  selbst  also  wirklich  eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  jedes  Product  von  m  successiven 
ganzen  Zahlen 

(a  +  l)  (a  +  2)  .  .  ,  (a  +  m—l)  (a  +-  m) 

stets  durch  das  Product  der  ersten  in  ganzen  Zahlen 

w.^  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  l)w 

theilbar  ist;  denn  der  Quotient 

(g  +  1)  (g  +  2)  .  .  .  (g  +  m  —  1)  (a  +  m) 
1       .      2        ...       {ni  —  1)  m 

ist  gleich 

(g  +  m)! 
a!  m! 
und  folglich  eine  ganze  Zahl. 

§.  16. 

Hiermit  beschliessen  wir  die  Reihe  der  Sätze  über  die  Theil- 
barkeit der  Zahlen;  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth,  an  dieser 
Stelle  noch  einen  Rückblick  auf  den  Entwicklungsgang  dieser  un- 
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serer  bisherigen  Untersuchungen  zu  werfen.  Da  beobachten  wir  nun 
vor  allen  Dingen,  dass  das  ganze  Gebäude  auf  einem  Fundament 
ruht,  nämlich  auf  dem  Algorithmus,  welcher  dazu  dient,  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  aufzufinden.  Dass 
alle  nachfolgenden  Sätze,  wenn  sie  sich  auch  zum  Theil  auf  erst 
später  eingeführte  BegrifiFe,  wie  die  der  relativen  und  absoluten 
Primzahlen,  beziehen,  doch  nur  einfache  Consequenzen  aus  dem 
Resultat  jener  ersten  Untersuchung  sind,  ist  so  evident,  dass  man 
unmittelbar  zu  der  Behauptung  berechtigt  wird:  in  jeder  analogen 
Theorie,  in  welcher  ein  dem  Algorithmus  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisors  ähnlicher  Algorithmus  existirt,  muss  auch  ein 
System  von  Folgerungen  stattfinden,  welches  dem  in  unserer 
Theorie  entwickelten  ganz  analog  ist.  In  derThat  giebt  es  solche 
Theorieen;  betrachtet  man  z.  B.  alle  in  der  Form 

t  -{-  uY  —  a 

enthaltenen  Zahlen,  in  welcher  a  eine  bestimmte  positive,  t  und  u 
dagegen  unbestimmte  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  nennt 
dieselben  ganze  complexc  Zahlen  oder  kurz  ganze  Zahlen,  so  kann 
man  den  Begriff  des  Vielfachen  so  fassen,  dass  eine  solche  Zahl 
ein  Vielfaches  von  einer  zweiten  heisst,  wenn  die  erste  ein  Pro- 
duct  aus  der  zweiten  und  irgend  einer  dritten  solchen  Zahl  ist. 
Aber  nur  für  gewisse  besondere  Werthe  von  a,  z.  B.  für  a  =  1, 
lässt  sich  die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  durch  einen  endlich  abschliessenden  Algorithmus  beant- 
worten, der  dem  in  unserer  reellen  Theorie  ganz  ähnlich  ist;  es 
findet  daher  in  der  Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t  -\-u  V —  1 
auch  durchgängige  Analogie  mit  unserer  Theorie  der  reellen  Zahlen 
statt.  Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  z.  B.  a  =  5  ist;  in  der 
Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t  +  w]/  — 5  findet  unter  an- 
deren der  Satz  nicht  mehr  statt,  dass  eine  Zahl  nur  auf  eine 
einzige  Weise  als  Product  von  nicht  weiter  zerlegbaren  Zahlen 
dargestellt  werden  kann;  so  z.  B.  lässt  sich  die  Zahl  21  einmal 
als  3  .  7,  ein  anderes  Mal  als  (l  +  2  V—  5)  (l  —  2  V^^  dar- 
stellen, obgleich  jede  der  vier  Zahlen 


3,  7,  1  +  2V— 5,  1_2V— .^ 


0 


nicht  weiter  in  Factoren  von  der  Form  t  -{-  u  ]/ —  5  zerlegbar  ist. 
Der  Grund  dieser  interessanten  Erscheinung  liegt  allein  darin, 
dass  es  bei  den  Zahlen  dieser  Form  nicht  mehr  gelingt,  einen 
nach  einer   endlichen    Anzahl    von  Operationen  abschliessenden 


r 
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Algorithmus    zur    Auffindung    der    gemeinschaftlichen  Divisoren 
zweier  Zahlen  zu  bilden*). 


•)  Die  Einführung  der  ganzen  complexen  Zahlen  von  der  Form 
t  -A-  uV  —  1  rührt  von  Gauss  her;  eine  kurze  Darstellung  der  Elemente 
dieser  neuen  Zahlentheorie  findet  man  in  seiner  Abhandlung  Theoria  resi- 
duorum  biquadraticorum  II,  oder  in  einer  Abhandlung  von  Dirichlet: 
Recher ches  sur  les  formes  quadratiques  ä  coefficients  et  ä  indeterminees 
complexes  (Crelle's  Journal,  Bd.  24),  sowie  in  §.  159  dieses  Buches.  Das 
oben  erwähnte  abweichende  Verhalten  anderer  Zahlibrmen  hat  Kummer 
zur  Einführung  der  idealen  Zahlen  veranlasst  (Crelle's  Journal,  Bd.  35).  — 
Im  letzten  Supplemente  dieses  Werkes  werden  die  Principien  einer  allge- 
meinen Theorie  entwickelt,  welche  alle  ganzen  algebraischen  Zahlen  umfasst. 
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Von  der  Congruenz  der  Zahlen. 


§.  17. 

Bedeutet  h  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  jede 

beliebige  ganze  Zahl  a  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die 

Form 

a  =  sk  -\-  r 

bringen,  in  welcher  s  eine  ganze  Zahl  und  r  eine  der  h  Zahlen 

0,  1,  2  ...  (fc  —  1) 

bedeutet.   Denn  lässt  man  zunächst  s  alle  ganzen  Zahlwerthe  von 

—  00  bis  4-  ^  durchlaufen,  so  bilden  die  Zahlen  sk  die  sämmt- 

liehen  Multipla  von  fc,  und  von  einem  solchen  Multiplum  sk  bis 

zum  nächst  grösseren  (,s  +  1)A;  excl.  giebt  es  immer  nur  k  Zahlen, 

nämlich 

sfc,  sk  -[-  l,  sk  -\-  2  .  .  .  sk  +  (^  —  1); 

giebt  man  daher  dem  s  alle  denkbaren  ganzen  Zahlwerthe,  und 
dem  r  jedesmal  alle  jene  bestimmten  k  Werthe,  so  durchläuft  der 
Ausdruck  sk  -}-  r  wirklich  aUe  ganzen  Zahlwerthe  a;  dass  ferner 
jede  Zahl  a  auf  diese  Weise  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird, 
leuchtet  auf  folgende  Weise  ein.    Wenn 

s'k  +  >*'  =  ^"^k  -L  r 
ist,  so  folgt  daraus 

r'  —  r  =  (s  —  s')  k ; 

wenn  nun  r'  ebenfalls  eine  der  k  Zahlen  0,  1,  2  ...  (fc  —  1)  ist,  so 
ist  der  absolute  Werth  von  r'  —  r  ebenfalls  eine  dieser  Zahlen, 
also  kleiner  als  fc;  da  aber  r'  —  r  ein  Multiplum  von  fc  ist,  so  kann 
r*  —  r  nur  =  0  sein,  woraus  r'  =  r  und  s'  =  s  folgt. 
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Wir  werden  nun  im  Folgenden  sagen,  dass  die  Zahl  r  der 
Rest  der  Zahl  a  in  Bezug  auf  den  3Iodulus  k  ist;  sobald  ferner 
zwei  Zahlen  a  und  6  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  k  denselben 
Rest  r  lassen,  sollen  sie  gleichrestig  oder  (nach  Gauss)  coyiyruent 
in  Bezug  auf  den  Modulus  k  heissen;  da  in  diesem  Fall  a-=sk-\-r 
und  b  =  s'k  -\-  r  ist,  so  folgt,  dass  die  Differenz  a  —  6  =  (s  —  s')k 
durch  den  Modulus  k  theilbar  ist;  und  umgekehrt,  ist  a  —  h  durch 
k  theilbar,  so  sind  die  Zahlen  a  und  h  auch  congruent  in  Bezug 
auf  den  Modul  k ;  denn  ist  r  der  Rest  von  a,  r'  der  von  6,  also 

a  -=  sk  -\'  r^    h  =  s*k  -\-  r', 
so  ist 

a  —  h  =  {s  —  s')k  +  (r  —  r'); 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  a  —  b  ein  Multiplum  von  k  ist,  so 
muss  auch  /  —  r  ein  solches  sein,  was,  wie  wir  vorher  gesehen 
haben,  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  /  =  r  ist.  Man  könnte 
daher  congruente  Zahlen  auch  als  solche  definiren,  deren  Differenz 
durch  den  Modul  theilbar  ist.  (Aus  diesem  Grunde  hat  man  die 
Bedeutung  des  Wortes  Rest  in  der  W^ise  erweitert,  dass  jede  von 
zwei  einander  nach  dem  Modul  k  congruenten  Zahlen  a  und  b  ein 
liest  der  anderen  heisst.) 

Da  man  sehr  häufig  die  Congruenz  zweier  Zahlen  a  und  b  in 
Bezug  auf  eine  dritte  k  als  Modul  auszudrücken  hat,  so  ist  von 
6rattss*)  für  dieselbe  folgende  Bezeichnung  eingeführt: 

a  "=:  b  (mod.  k). 
So  ist  z.  B. 

3  =  —  25  (mod.  4),    G5  =  16  (mod.  7). 

Da  die  beiden  Zahlen  a  und  b  in  dem  Begriffe  der  Congruenz 
dieselbe  Rolle  spielen,  so  darf  man  offenbar  die  zur  Linken  und 
Rechten  des  Zeichens  ^  stehenden  Zahlen  mit  einander  vertauschen. 
Femer  leuchten  aus  dem  Begriffe  der  Congruenz  leicht  die  folgen- 
den Sätze  ein: 

1.  Sind  a  und  k  zwei  beliebige  Zahlen,  so  ist  stets 

a  ^  a  (mod.  k). 

2.  Ist  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  k  eine  erste  Zahl  a 
einer  zweiten  6,  diese  wieder  einer  dritten  c  congruent,  so  ist  auch 
die  erste  a  der  dritten  c  in  Bezug  auf  k  congruent;  in  Zeichen:  ist 

a  ^  b  (mod./i*),    b  ^  c  (mod.A'j, 


*)  D.  A.  art.  2. 

Dirichlet,   Zahlen theorie.  o 
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so  ist  auch 

a  ^  c  (mod.  k). 

Denn  die  Reste  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  sind  einander  gleich;  oder 
auch,  da  a  —  b  und  b  —  c  Multipla  von  k  sind,  so  ist  auch  (a  —  b) 
-\-  (b  —  c)  =  a  —  c  Multiplum  von  k. 

3.  Ist 

a  ==^b  (mod.fc)  und  m  ^  n  (mod.Ä:), 
so  ist  auch 

a  +  w  ^  J  +  w  (mod.Ä;)  und  a  —  m  ^b  —  n  (mod.A:). 

Denn  da  a  —  b  und  m  —  n  Multipla  von  k  sind,  so  sind  auch 
(a —  6)  +  (m  —  n)  =  (o  4-  *>0  —  (^  +  ^)  und  (a  —  6)  —  {m  —  n) 
=  (a  —  wi)  —  (6  —  w )  Multipla  von  k. 

Dies  lässt  sich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Congruenzen 
erweitern,  die  sich  auf  denselben  Modulus  beziehen;  man  kann 
sie  addiren  und  subtrahiren  wie  Gleichungen. 

4.  Ist  wieder 

a'=b  (mod.fc)  und  m  ^  w  (mod.fc), 
so  ist  auch 

am  ^  bn  (mod-A-). 

Denn  da  a  —  b  ein  Vielfaches  von  fc  ist,  so  ist  zunächst  auch 
(a  —  b) 7)1  =  am  —  bm  ein  solches,  also 

am  ^  bm  (mod.fc*); 

da  ferner  m  —  n  ein  Vielfaches  von  fc  ist,  so  ist  auch  b  (m  —  n) 
=  bm  —  bn  ein  solches,  also 

bm  ^bv  (mod.fc*); 

die  beiden  Zahlen  am  und  bn  sind  daher  derselben  Zähl  bm  con- 
gruent,  folglich  sind  sie  auch  unter  einander  congruent. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass  man 
eine  ganze  Ileihe  von  Congruenzen,  die  sich  auf  denselben  Modul 
beziehen,  mit  einander  multipliciren  kann  wie  Gleichungen;  und 
hieraus  folgt  wieder,  dass  gleich  hohe  Potenzen  zweier  congruentou 
Zahlen  wieder  congruent  sind  in  Bezug  auf  denselben  Modulus. 

5.  Die  bisherigen  Sätze  kann  man  folgendermaassen  zusam- 
menfassen. Ist  /(.r,  y^  z ,, .)  eine  ganze  rationale  Function  der 
Unbestimmten  o:,  i/,  -e  .  .  . ,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind, 
und  ist  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Modulus  fc 

«  ^  a',     b  ^  b\    c  ^  c'  .  .  ., 
so  ist  auch 

f(a^b^c  .  .  .)  ^f{a\h',c'  .  .  .)  (mod.fc). 
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6.  Etwas  anders  verhält  es  sich  bei  der  Division.  Ist  nämlich 

am  ^  bm  (mod.fc), 

so  kann  man  hieraus  im  Allgemeinen  nicht  mit  Sicherheit  schliessen, 
dass  auch  a  ^h  (mod.k)  sein  muss;  bezeichnen  wir  mit  d  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  w  =  m'd 
und  fc  =  fc'  Ä,  so  folgt  aus  der  obigen  Congruenz  nur,  dass 

a  ^  b  ( mod.  -jj 

sein  muss.  Denn  da  m(a  —  b)  durch  Ar,  also  m^  (a  —  b)  durch  k' 
theilbar,  und  m'  relative  Primzahl  gegen  h'  ist^  so  muss  (a  —  b) 
durch  fc'  theilbar  sein. 

7.  Ist 

a  "=  b  (mod.Ä') 

und  w  irgend  ein  Divisor  von  Jt,  so  ist  auch 

a  ^  b  (mod.w). 

Denn  a  —  6, ist  ein  Multiplum  von  Ar,  und  k  ein  Multiplum  von  m\ 
also  ist  a  —  b  auch  ein  Multiplum  von  m. 

8.  Ist 

a  ^  b  (moA.k)   und   a^b  (mod.?)  und  a^b  (mod.m)  u.  s.  w., 

so  ist  auch 

a  ^  J  (mod.Ä), 

wo  h  daß  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  von  k^l,  m  . , .  be- 
zeichnet. Denn  a  —  b  ist  ein  gemeinschaftliches  Multiplum  aller 
dieser  Zahlen,  also  auch  Multiplum  von  h. 

Hieraus  folgt  auch  noch  als  ein  besonders  bemerkenswerther 
specieller  Fall,  dass,  wenn  eine  Congruenz  richtig  ist  in  Bezug  auf 
eine  Reihe  von  Moduln,  die  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind,  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  einen  Modul  gilt, 
welcher  das  Product  aus  allen  jenen  Moduln  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  auch  negative  Moduln  k  zu- 
gelassen werden;  das  Zeichen  «^6  (mod.Ä:)  bedeutet  auch  dann, 
dass  die  Diiferenz  a  —  b  durch  k  theilbar  ist;  offenbar  behalten 
die  vorstehenden  Sätze  auch  nacli  dieser  Erweiterung  ihre  volle 
Gültigkeit. 

S.  18. 

Da  jede  beliebige  Zahl  a  ihrem  Reste  r  in  Bezug  auf  den 
(positiven)  Modul  k  congruent  ist,  so  ist  jede  Zahl  a  einer  der 
k  Zahlen 

Ü,  1,  2  .  .  .  (/.  — l) 

3* 
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§.  18. 


A 


congruent;  sie  kann  aber  auch  nur  einer  dieser  Zahlen  congruent 
sein,  denn  sonst  müssten  ja  auch  unter  diesen  k  Resten  minde- 
stens zwei  einander  congruent  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall 
ist.  Theilen  wir  daher  sämmtliche  Zahlen  in  Classen*)  ein  nach 
dem  Princip,  dass  wir  jedesmal  zwei  Zahlen  in  dieselbe  oder  in 
verschiedene  Classen  werfen,  je  nachdem  sie  in  Bezug  auf  den 
Modulus  h  congruent  sind  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Classen  oflFenbar  ==  fc;  die  eine  enthält  sämmtliche  Zahlen,  welche 
^  0  (mod.fe),  d.  h.  durch  h  theilbar  sind;  die  folgende  Classe  ent- 
hält alle  Zahlen,  welche  ^  1  (mod.Ä)  sind,  u.  s.  f. 

Greift  man  nun  aus  jeder  dieser  Classen  nach  Belieben  ein 
Individuum  heraus,  so  hat  das  so  gebildete  System  von  h  Zahlen 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  ganze  Zahl 
stets  einer  und  auch  nur  einer  von  diesen  &  Zahlen  congruent  ist; 
ein  solches  System,  wie  es  z.  B.  auch  die  Zahlen 

0,  1,  2  ...  (fc  —  1) 

bilden,  nennt  mgin  ein  vollständiges  System  nicht  congrtwnter  (oder 
incongruenter)  Zahlen  oder  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug 
auf  den  Modul  k\  offenbar  bilden  auch  die  Zahlen 

und  ebenso  je  k  successive  ganze  Zahlen  ein  solches  System. 

Alle  Zahlen,  welche  einer  und  derselben  Classe  angehören, 
haben  nun  mehrere  allen  gemeinschaftliche  Eigenschaften,  so  dass 
sie  in  Bezug  auf  den  Modul  fast  die  Rolle  einer  einzigen  Zahl 
spielen.  Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  jede  Zahl,  welche 
in  einer  Congruenz  als  Summand  oder  als  Factor  auftritt,  un- 
beschadet der  Richtigkeit  der  Congruenz  durch  jede  andere  ihr 
congruente,  d.  h.  derselben  Classe  angehörige  Zahl  ersetzt  werden 
darf.  Ein  anderes  Element,  welches  allen  in  einer  Classe  enthal- 
tenen Individuen  gemeinschaftlich  ist,  bildet  der  grösste  Divisor, 
den  sie  mit  dem  Modul  k  gemeinschaftlich  haben;  denn  sind  a 
und  b  zwei  congruente  Zahlen,  so  ist 

a  =  b  -\-  s'i", 

folglich  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  a  und  k  auch  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  b  und  fc,  und  umgekehrt.     Mau  kann 


*)  In  dieser  Bedeutung  scheint  das  Wort  Classe  zuerst  von  Gatiss  ge- 
braucht zu  sein  in  der  Abhandlung  Theoria  residiiorum  biquadraticorum, 
II.  art.  42. 
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daher  nach  diesem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  die  Classen 
wieder  in  Gruppen  eintheilen,  und  da  die  Zahlen 

ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  bilden,  so  ist  (nach 
§.  13),  wenn  d  irgend  einen  Divisor  von  ft  =  nÄ  bezeichnet,  q>{n) 
die  Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  solche  Zahlen  enthalten, 
die  d  zum  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  mit  dem  Modul  k 
haben.  Speciell  ist  also  €p{k)  die  Anzahl  derjenigen  Classen, 
welche  nur  Zahlen  enthalten,  die  relative  Primzahlen  gegen  den 
Modulus  k  sind. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  spätere  Untersuchungen  ist 
auch  noch  folgender  Satz: 

'Ist  a  relative  Primeahl  gegen  de^i  Modtdus  Ä,  und  setzt  num  in 
dem  linearen  Ausdruck  ax-{-b  für  x  der  lieihe  nach  alle  k  Glieder 
eines  vollständigen  Systems  incongruenter  Zahlen  ein,  so  bilden  die 
so  entstehenden  Werthe  dieses  Ausdrucks  wieder  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen, 

Da  nämlich  aus 

arr  -f  J  ^  aj/  +  b{moA.k) 
auch 

ax  ^  ayimoii.k) 

und,  da  a  relative  Primzahl  gegen  k  ist,  nach  §.  17,  6.  auch 

X  ^  2/(mod.A') 

folgt,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  Werthe  des  Ausdrucks  ax  -\-b, 
welche  incongruenten  Werthen  von  x  entsprechen,  ebenfalls  incon- 
gruent  sind;  setzt  man  daher  für  x  alle  k  incongruenten  Zahlen 
ein,  so  erhält  der  Ausdruck  ax  •{-  b  auch  k  incongruente  Werthe^ 
welche,  da  es  überhaupt  nur  k  Classen  giebt,  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen  bilden. 

§.  19. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck  ax,  in  welchem  a  wieder 
relative  Primzahl  gegen  den  Modul  k  ist,  und  setzen  wir  wieder 
für  X  der  Reihe  nach  die  Glieder  eines  vollständigen  Systems  in- 
congruenter Zahlen  ein,  aber  nicht  alle,  sondern  nur  diejenigen 

welche  relative  Primzahlen  gegen  den  Modul  k  sind,  und  deren 
Anzahl    nach    dem    vorigen    Paragraphen    gleich    9  (k)    ist ,    so 


w^ 

■'^ 
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leuchtet  erstens  ein,   dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  ax^  d.  h. 

die  Producte 

auij  ad],  a 03  .  .  . 

sämmtlich  incongruent  sind,  ferner,  dass  dieselben  sämmtlich 
wieder  relative  Primzahlen  gegen  h^  sind;  es  wird  daher  jedes 
dieser  Producte  einem  und  nur  einem  Gliede  der  Reihe 

congruent  sein.     Wir  können  daher  setzen 
'  aui  ^  bi 


u.  8.  w. 


(mod.A:), 


wo  nun  die  Zahlen 


61 ,  62 ,  Ol  ... 
vollständig,  wenn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit  den  Zahlen 

öi,    d^^    d-^    ... 

Übereinstimmen,  so  dass  namentlich 

0^1  ct2  ^8  .  .  .  ==  61  S-i  63  .  •  • 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  dieses  Product  mit  P, 
und  multipliciren  wir  die  vorstehenden  ^(fc)  Congruenzen  mit 
einander,  so  erhalten  wir  daher 

a<m  .  F  =  P  (mod.Ä). 

Nun  ist  aber  P  ein  Product  von  lauter  Zahlen,  die  relative  Prim- 

zahlen  gegen  den  Modul  sind,  also  seihest  relative  Primzahl  gegen 

den  Modul  fc;  es  ist  daher  nach  §.  17,  6.  gestattet,  die  vorstehende 

Congruenz  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  P  beider  Seiten 

ohne  Weiteres   zu  dividiren.    Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 

Congruenz 

av(fc)=  1  (mod.fc); 

in  Worten  kann  man  diesen  höchst  wichtigen  Satz  folgendermaasseu 
aussprechen : 

Ist  a  relative  Primmhl  gegen  die  positive  Zahl  Ä:,  und  erhebt 
man  a  zu  einer  Potenz^  deren  Exponent  (p(k)  angiebt^  wie  viele  der 
Zahlen 

relative  Primzahlen  gegen  h  sind^  so  lässt  diese  Potenz^  durch  k 
dividirt^  stets  den  Rest  1. 
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Nehmen  wir  z.  B.  fc  =  15,  a  =  2,  so  ist  a  wirklich  relative 

Primzahl    gegen   fc;     nun   ist    ^(Ä:)  =  ^(lö)  =  (p(ß)g}(o)  =  8; 

es  muss  daher  2*,  durch  15  dividirt,  den  Rest  1  lassen;  in  der 

That  ist 

2«  =  256  =  17  .  15  +  1, 

Es  kann  übrigens  vorkommen,  dass  auch  Potenzen  von  a  mit 
niedrigerem  Exponenten  als  <p  (k)  denselben  Rest  1  geben.  Dies 
tritt  wirklich  in  dem  eben  gewählten  Beispiel  ein,  denn  es  ist  auch 

2*  =  16  =  1  .  15  -f  1. 

Specialisiren  wir  unseren  Satz  für  den  Fall,  dass  k  nur  durch 
eine  einzige  Primzahl  p  theilbar,  also 

fc  =  2>^  (p(k)  =  {p—  l)i)*~^ 
ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  p  eine  Primzalü  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 
ZahJ^  so  ist 

u^-'^)p''~^  =  1  (mod.p''). 

Nehmen  wir  ferner  hierin  ;r  =  1,  so  erhalten  wir  einen  be- 
rühmten Satz,  der  zuerst  von  Fermcit  aufgestellt  ist  und  daher  der 
Fermat'sche  Satz  heisst: 

Ist  p  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 

Zahl,  so  ist 

ai'-*  =  1  (mod.^i). 

Man  kann  diesen  Satz  so  umformen,  dass  er  auch  für  den 
Fall  gültig  bleibt,  wenn  a  durch  p  theilbar  ist;  zu  diesem  Zweck 
braucht  man  nur  die  vorstehende  Congruenz  mit  a  zu  multipli- 
ciren,  wodurch  sie  in. die  folgende 

aP  ^  a  (mod.jj) 

übergeht.    Ist  nämlich  a  theilbar  durch  p^  so  sind  beide  Seiten  ! 

dieser  Congruenz  ^  0  (mod.^)),  also  ist  sie  auch  dann  noch  richtig. 
Umgekehrt  kann  man  aus  dieser  Form  des  Satzes  auch  wieder  die 
frühere  ableiten ;  denn  sobald  a  nicht  theilbar  durch  p,  also  rela- 
tive Primzahl  gegen  j)  ist,  darf  man  beide  Seiten  dieser  Congruenz 
auch  wieder  durch  a  dividiren,  ohne  den  Modul  zu  ändern. 

Kehren  wir  zu  dem  allgemeinen  Satz  zurück,  der  zuerst  von 
Euler*)  bewiesen  ist  und  den  Namen  des  verallgemeinerten  Fer- 


♦)  Theoremata  arithm,   nova   meth.  demonstr.,  Comm.  nov.  Ac.  Petrop. 
VIII.  p.  74. 
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mat'schen  Satzes  führt,  so  können  wir  denselben  auch  in  folgender 
Weise  aussprechen:  Sind  p,  r^  s  ...  von  einander  verschiedene 
absolute  Primzahlen,  und  ist  a  durch  keine  dieser  Primzahlen 
theilbar,  so  ist  stets 


aCp-Dp""' .  (r-i)r^-\  (*-!)/-' 


•  •  ^  1  (inoA,p"  rQ s°  .  .  .), 
wo  7C,  Q^  0  ,  .  .  irgend  welche  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 


§•  20. 

Es  ist  wohl  nicht  überflüssig,  dem  vorhergehenden  Beweise 

dieses  wichtigen  Satzes  einen  zweiten  hinzuzufügen,  der  gradatini 

zu  Werke  geht  und  sich  zunächst  auf  den  binomischen  Satz  stützt. 

Ist  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  zufolge  dieses  Satzes 

bekanntlich 

(a  +  b)p  = 


aP  +  ^  aP-H  + 


+ 


P' 


r!(p 


— ,  aP-^'h''  -{-'''  -^  hP\ 
r)! 


hierin  sind  (nach  §.  1.5)  alle  Coefficienten  ganze  Zahlen.  Ist  aber 
p  eine  Primzahl,  so  können  wir  hinzufügen,  dass  alle  Coefficienten 
mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  welche  =  1  sind,  durch  p 
theilbar  sind;  denn  der  Zähler  des  Bruches 

p! 


rf{p  —  r)!' 

in  welchem  r  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  (p  —  1)  bedeutet,  enthält 
den  Factor  p,  der  Nenner  dagegen  nicht;  der  Bruch  ist  also  von 
der  Form  pm  :  «,  wo  n  nicht  theilbar  durch  jp,  also  auch  relative 
Primzahl  gegen  ])  ist;  da  wir  aber  ferner  wissen,  dass  dieser  Bruch 
eine  ganze  Zahl,  dass  also  p?n  durch  n  theilbar  ist,. so  muss  m 
durch  n  theilbar  sein;  der  Bruch  hat  daher  die  Form  ps,  wo 
der  zweite  Factor  s  eine  ganze  Zahl  ist;  und  folglich  ist  jeder 
dieser  (p  —  1)  Coefficienten  ^  0  (mod.p).  Sind  daher  a  und  b 
irgend  welche  ganze  Zahlen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Congruenz 

(a  +  b)P  ^  aP  +  bP  (mod.p), 

wobei  also  vorausgesetzt  ist,  dass  p  eine  Primzahl  ist,  Ofienbar 
folgt  hieraus  weiter 

{a  +  b  +  c)p  =  (a  +  b)P  +  cp  =  aP  +  bP  +  cp  (mod.p) 

und  allgemein  für  eine  beliebige  Reihe  von  n  ganzen  Zahlen  a,b,.Ji: 

r«  -L  6  +  .  .  .  -u  /^p  =  ciP  +  />P  +  •  •  •  +  hP  (mod.p). 


i 

iL 

l 


r 
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Setzen  wir  hierin  a==l,  6=1...ä=1,so  erhalten  wir  für 
jede  beUebige  positive  ganze  Zahl  n  den  Satz: 

nP  ^  w  (mod.2>). 

Da  ferner  für  jede  ungerade  Primzahl  ( —  1)p  ^  —  1 ,  und  für  die 
einzige  gerade  Primzahl  p  =  2  ebenfalls  ( —  1)^  =  1  ^ —  1  (mod,p) 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  der  vorstehenden  Con- 
gruenz mit  der  anderen 

(— 1)1'  =  — 1  (mod.p) 
die  neue 

( — ny^  —  n  (mod.2)). 

Also  ist  der  Fermat'sche  Satz 

a^^a  (moA,p) 

fiir  jede  positive  und  negative  Zahl  a  bewiesen,  während  er  für 
a  =  0  unmittelbar  evident  ist.  Wenn  nun  a  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  was  wir  von  jetzt  annehmen  wollen,  so  folgt  hieraus,  dass 

aP-i  ^  1  (mod.p),  d.  h.  a^-^  =  1  +  hp 

ist,  wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Erheben  wir  diese  Gleichung 
zur  pten  Potenz  und  entwickeln  die  rechte  Seite  wieder  nach  dem 
binomischen  Satze,  so  zeigt  sich,  dass  alle  Glieder  mit  Ausnahme 
des  ersten  Multipla  von  p^  sind;  wir  erhalten  daher 

aiP-Dp  =  1  -|_  h'2)^  oder  a<P'-'^>P  =  1  (mod.jo«), 

wo  wieder  ä'  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  So  kann  man  fortfahren, 
indem  man  jedesmal  wieder  zur  pten  Potenz  erhebt,  und  gelangt 
auf  diese  Weise  zu  der  Congruenz 

a^p-i)p"~^  =  1  (mod.p*), 

deren  Allgemeingültigkeit  sich  in  derselben  Weise  durch  den  Schluss 
von  X  auf  ar  +  1  nachweisen  lässt. 

Sind  nun  r,  s  .  .  .  ebenfalls  Primzahlen,  welche  nicht  in  a  auf- 
gehen, so  ist  nach  demselben  Satze 

^.(r-i)r^""^  =  1  (mod.r^O^    a^»-^)»''"^  =  1  (mod.s'')  .  .  . 
Setzen  wir  nun  ferner  zur  Abkürzung 

h  =  (p  —  l)p''-^  .  (r  — l)rv-i.  (s  — l)s^~i.  .  . 
und  berücksichtigen  wir,  dass  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form 

a"  ^  1  (mod.  m) 


auch  die  Congruenz 


a^  ^  l  (mod.  m) 


^ 
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folgt,  sobald  h  ein  Multiplum  von  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die 

Congruenz 

a^=  1 

für  jeden  der  Moduln  p",  r?,  s^  .  .  .  und  folglich,  da  dieselben 
relative  Primzahlen  sind,  auch  für  den  Modul 

gilt.  Hiermit  ist  also  von  Neuem  der  verallgemeinerte  Fermat'sche 
Satz  erwiesen. 


§.21. 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  eine  oder  beide  Seiten  einer  Con- 
gruenz eine  oder  mehrere  unbestimmte  Zahlen  x^y  .  ,  ,  enthalten^ 
und  es  wird  dann  die  Aufgabe  gestellt,  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  X,  1/  ...  zu  suchen,  durch  welche  die  beiden  Seiten  der  Con- 
gruenz wirklich  einander  congruent  werden.  Je  nach  der  Anzahl 
der  Unbestimmten  rc,  y  .  .  .  heisst  dann  eine  solche  Congruenz  eine 
Congruenz  mit  einer,  zwei  oder  mehreren  Unbekannten^  ähnlich  wie 
dies  bei  Gleichungen  zu  geschehen  pflegt.  Auch  hier  nennt  man 
dann  solche  specielle  Werthe  von  a;,  y  .  .  , ,  welche  die  Congruenz 
zu  einer  identischen  machen,  Wurzehi  der  Congruenz,  und  das 
Problem  der  Auflösung  einer  Congruenz  besteht  in  der  Auffindung 
ihrer  sämmtlichen  Wurzeln.  Wir  werden  im  Folgenden  nur  solche 
Congruenzen  betrachten,  welche  eine  einzige  Unbekannte  x  ent- 
halten und  ausserdem  sich  auf  die  Form 

a^"»  +  6a:»"-*  +  -  -  '  +  gx  +  h^O  (mod.Ä*) 

bringen  lassen,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  a^  b  ,  .  ,  g,  h 
ebenfalls  gegebene  ganze  Zahlen  bedeuten.  Jeder  W^erth  von  Xy 
der,  in  die  linke  Seite  eingesetzt,  dieselbe  durch  den  Modul  k  theil- 
bar  macht,  heisst  also  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Kennt  man 
irgend  eine  solche  Wurzel  x^  so  sind  oflFenbar  nach  §.  17,  5.  alle 
ihr  nach  dem  Modul  k  congruenten  Zahlen,  d.  h.  alle  Individuen 
der  Classe,  welcher  diese  Zahl  x  angehört,  ebenfalls  Wurzeln  der- 
selben Congruenz;  man  sieht  alle  solche  einander  congruenten 
W^urzeln  daher  nur  wie  eine  einzige  W^urzel  an,  und  das  Problem 
der  vollständigen  Auflösung  der  Congruenz  kommt  daher  darauf 
zurück,  alle  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  derselben  auf- 
zufinden. 


J 


w,-.^ 
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i 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  der  obigen  Congruenz, 
sobald 

a  ^  a',    b  ^  b'  ,  .  .  g  ^  g\    Ä  ^  Ä'  (mod.  h) 

ist,  auch  eine  Wurzel  der  Congi'uenz 

a'^««  +  6'x~-i  +  .  .  .  +  ^'a:  +  Ä'  =  0  (mod. k) 

sein  wird,  und  umgekehrt.  Beide  Congruenzen  sind  daher  auch 
nur  wie  eine  und  dieselbe  anzusehen;  denn  beide  stellen  an  die 
Unbekannte  x  genau  dieselbe  Forderung.  Hieraus  erhellt  un- 
mittelbar, dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  obigen  Form 
ohne  Weiteres  alle  diejenigen  Glieder  fortstreichen  darf,  deren 
Coefficienten  durch  den  Modul  theilbar  sind;  der  Exponent  der 
höchsten  Potenz  von  a;,  welche  nach  dieser  vorläufigen  Ausschei- 
dung zurückbleibt,  heisst  dann  der  Grad  dieser  Congruenz;  ist 
z.  B.  in  der  obigen  Congruenz  der  erste  Coefficient  a  nicht  durch 
den  Modul  k  theilbar,  so  heisst  dieselbe  eine  Congruenz  mten 
Grades. 

Wenden  wir  diese  Benennungen  z.  B.  auf  die  Congruenz 

x^w  =  1  (mod.fc) 

an,  so  müssen  wir  sagen,  dass  dieselbe  genau  ebenso  viele  (incon- 
gruente)  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  q>(k)  Einheiten  enthält; 
denn  erstens  genügen  alle  relativen  Primzahlen  gegen  den  Modul 
der  Congruenz,  und  diese  zerfallen  in  q){k)  Classen;  und  zweitens 
kann  die  Congruenz  keine  anderen  Wurzeln  haben  als  diese;  denn 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  d  einer  Wurzel  x  und  des 
Modul  k  ist  auch  gemeinschaltlicher  Divisor  der  Zahlen  x'f^^^  und 
fc,  folglich  auch  (§.  18)  der  Zahlen  1  und  fc;  folglich  kann  d  nur 
=  1  sein. 

§.22. 

Wir  wenden  uns  nun  nach  den  vorhergehenden  allgemeinen 
Erörterungen  zu  dem  einfachsten  speciellen  Fall,  nämlich  zu  der 
Congruenz  ersten  Grades,  welcher  man  offenbar  durch  Trans- 
positioh  des  bekannten  Gliedes  stets  die  Form 

ax  ^  b  (mod.fc)  (1) 

geben  kann.  Betrachten  wir  auch  hier  zunächst  nur  den  speciellen 
Fall,  in  welchem  der  Coefficient  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modul  k  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Congruenz  stets 


f-i-a 


V\ 
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eine,  aber  auch  nur  eine  Wurzer  hat.  Denn  wir  haben  früher 
(§.  18)  gesehen,  dass  die  Werthe  des  Ausdruckes  ax,  welche  man 
erhält,  wenn  man  für  x  sämmtUche  k  Individuen  eines  vollständi- 
gen Systems  incongruenter  Zahlen  einsetzt,  wieder  ein  solches 
System  bilden;  unter  den  Werthen  dieses  Ausdruckes  wird  sich 
daher  auch  einer  und  nur  einer  finden,  welcher  derselben  Classe 
angehört  wie  6,  d.  h.  welcher  ^  b  ist.  Der  verallgemeinerte 
Fermat'sche  Satz  giebt  nun  auch  ein  Mittel  an  die  Hand,  die 
Wurzel    dieser  Congruenz  unmittelbar   zu   bestimmen;    offenbar 

genügt  jede  Zahl 

a:  =  6  .  a9'W-i  (inod.fc) 

der  obigen  Congruenz.   So  findet  man  z.  B.,  dass  alle  Wurzeln  der 

Congruenz 

2.r  =  —  3  (mod.  1.5) 
durch  die  Formel 

« 

ä:  =  —  3  .  27  =  6  (mod.  15) 
gegeben  werden. 

Wenden  wir  uns  nun  dem  allgemeinen  Fall  zu  und  nehmen 
wir  an,  es  sei  ö  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coeffi- 
.  cienten  a  und  des  Modul  k,  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass,  wenn 
die  Congruenz  überhaupt  eine  Wurzel  x  besitzt,  auch  b  durch  d 
theilbar  sein  muss;  denn  da  ax  mit  dem  Modul  k  den  gemein- 
schaftlichen Divisor  ö  hat,  so  muss  auch  b  ^  ax  durch  d  theilbar 
sein.  Dies  ist  also  eine  unerlässliche  Bedingung  für  die  Möglich- 
keit der  Congruenz;  dass  sie  auch  hinreichend  für  dieselbe  ist, 
wird  sich  sogleich  zeigen. 

Gesetzt  nun,  es  sei  x  eine  Wurzel  der  Congruenz,  also 

ax  =  b  -\-  m k, 

wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  so  folgt  hieraus,  wenn  a  =  a'd^ 
b  =  b'd,  k  =  k'd  gesetzt  wird,  a'x  =  b'  -\-  mk\  d.  h.  jede  Wurzel 
der  ursprünglichen  Congruenz  ist  auch  Wurzel  der  Congruenz 

a'jc  =  i' (mod.fc')  (2) 

und  umgekehrt   überzeugt  man   sich  sogleich,  dass  jede  Wurzel 
dieser  letzteren  Congruenz  auch  eine  Wurzel  der  ersteren  sein  wird. 
Die  beiden  Congruenzen  (1)  und  (2)  stimmen   daher  hinsichtlich 
ß,  ihrer  Wurzeln  vollständig  mit  einander  überein;   da  nun   in  der 

^  letzteren  der  Coefficient  a-   relative  Primzahl  gegen  den  Modul  fc' 

^  ist,  so  haben  wir  wieder  den  früheren  Fall:  diese  Congruenz  ist 

I  stets  lösbar,  und  alle  ihr  genügenden  Zahlen  bilden  in  Bezug  auf 

t  ^^ 

».' 
» 

V 

I« 

1; 


f. 


f. 


J 


§.  22.  Congruenz  der  Zahlen.  45 

ihren  Modul  V  nur  eine  einzige  Classe,  in  der  Weise,  dass,  wenn  a 
eine  bestimmte  derselben  ist,  alle  anderen  in  der  Form 

x  =  u  +  z'k!  (3) 

enthalten  sind,  wo  z  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  nun 
alle  diese  Zahlen  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
(1)  bilden,  so  fragt  es  sich  nur  noch,  wie  viele  in  Bezug  auf  den 
Modul  fc  incongruente  Zahlen  unter  ihnen  sich  vorfinden.  Irgend 
zwei  in  der  Reihe  (3)  enthaltene  Zahlen  a-f  ^Ä'  und  a-\-  z'U  wer- 
den offenbar  stets  und  auch  nur  dann  congruent  in  Bezug  auf  den 
Modulus  Ä;  sein,  sobald  (/  —  z)^  durch  k  =  VS^  und  also  z*  —  z 
durch  d  theilbar  ist;  diese  beiden  Zahlen  werden  also  einer  und 
derselben  Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den 
Modul  fc  angehören,  je  nachdem  die  beiden  Zahlen  z  unA  z*  einer 
und  derselben  Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf 
den  Modulus  d  angehören;  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die 
Reihe  (3)  sämmtliche  Individuen  von  d  verschiedenen  Classen  in 
Bezug  auf  den  Modul  A;  enthält,  und  es  leuchtet  ein,  dass  die 
folgenden  d  Zahlen 

a,  a+fc',  «  +  2^  .  .  .  a+(ö  — l)fc' 

aus  jeder  dieser  d  Classen  einen  Repräsentanten  enthalten.  Wir 
haben  mithin  folgendes  allgemeine  Resultat  gewonnen: 

Damit  die  Congruenz 

ax  ^  b  (raod.fc) 
überhaupt  Wurzeln  besitze^  ist  erforderlich^  dass  b  durch  den  grössten 
genieittschaßlichen  Divisor  d  der  beiden  Zahlen  a  und  k  theilbar 
sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt^  so  hat  die  Congruenz  genau  Ö  in- 
congruenie  Wurzeln, 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  früher  behandelten  Fall,  in 
welchem  Ä  =  1  ist,  die  erforderliche  Bedingung  stets  erfüllt  ist, 
femer,  dass  dieser  Satz  auch  noch  für  den  Fall  ö  =  fc,  in  welchem 
also  a  ^  0  (mod.fc)  ist,  seine  Gültigkeit  behält,  indem,  sobald  b 
ebenfalls  ^  0  (mod.Ä;)  ist,  jede  beliebige  Zahl  x  dieser  identischen 
Congruenz  Genüge  leistet. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln, 
nehmen  wir  die  Congruenz 

8a;  =  —  12  (mod.60); 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coefficientcn  8  und  des 
Modul  60  ist  hier  =  4;  da  die  rechte  Seite  — 12  durch  denselben 
theUbar  ist,  so  ist  sie  möglich  und  wird  4  nach  dem  Modul  60 


rvr.T'r«  ■ 


^ 
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incongruente  Wurzeln  haben.     Wir  finden   dieselben,  indem  wir 
zunächst  die  Wurzeln  der  entsprechenden  Gongruenz 

2a:  =  —  3  (mod.l5) 
suchen;  wir  haben  oben  gesehen,  dass  dieselben  in  der  Form 

X  ^  6  (mod.  15) 
enthalten  sind,  und  schliessen  daraus,  dass 

a:  =  6,  =  21,  E3^  36,  =  51  (mod.  60) 
die  vier  Wurzeln  der  ursprünglichen  Congruenz  sind. 


l 


§.  23. 

Obgleich  im  Vorhergehenden  das  Problem,  zu  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  Congruenz  ersten  Grades  Wurzeln  hat  oder  nicht, 
und  im  ersteren  Fall  dieselben  aufzufinden,  eine  vollständige  Lösung 
gefunden  hat,  so  ist  dieselbe,  sobald  der  Modul  h  eine  grosse  Zahl 
ist,  wegen  der  erforderlichen  Potenzirung  für  praktische  Zwecke 
nicht  wohl  anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  eine  ein- 
fachere Methode  angeben.  Offenbar  können  wir  uns  auf  den  Fall 
<^  beschränken,  in  welchem  der  Coefficient  der  Unbekannten  relative 
/'  Primzahl  gegen  den  Modul  ist;  ausserdem  können  wii*  annehmen, 

f  dass  die  rechte  Seite  =  l  ist;   denn  um  aus   der  Wurzel   einer 

solchen  Congruenz  diejenige  einer  anderen  zu  finden,  in  welcher 
die  rechte  Seite  eine  andere  Zahl  ist,  genügt  es  offenbar,  dieselbe 
mit  dieser  Zahl  zu  multipliciren.  Nennen  w^ir  der  Bequemlichkeit 
halber  den  Modul  nicht  Ar,  sondern  &,  so  reducirt  sich  also  unsere 
Aufgabe  auf  die  Auflösung  der  Congruenz 

ax  =  l  (mod. 6) 

oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung ersten  Grades*) 

ax  —  bj/  =  1. 

Wir  schicken  derselben  einige  Sätze  über  einen  Algorithmus 
voraus,  der  zuerst  von  Enler**)  behandelt  und  für  die  Theorie  der 

*)  Die  erste  Lösung  dieser  Aufgrabe  findet  eich  bei  Backet  de  Mhf'riac: 
ProhUmes  plaisants  et  delectahJes  qiti  se  fönt  par  les  nombres.  2«  ed.  1624. 
Dies  interessaüte  Werk  ist  vor  Kurzem  von  Luhosne  neu  herausgegeben. 
(Paris,  1874  und  1S79.) 

**)  Solutio  prohlematis  arithwetici  de  inreniendo  numero,  qui  per  datos 
vumrros  dirisuf!,  rehtiquat  data  rcsidua^  Comm.  Ac.  Petrop.  VIT,  p.  46.  — 
De  usu  vovi  ühjorithmi  in  profdemate  PeUiaiw  solrendo^  Nov.  Comm. 
Petrop.  XI,  p.  28.  —  Vergl.  Gauss:  1).  A.  arr.  27. 
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Kettenbrüche^  sowie  auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  von 
Wichtigkeit  ist.    Es  seien 

a,  h  (1) 

irgend  zwei  unbestimmte  Grössen,  und  ebenso 

eine  Reihe  von  beliebig  vielen  unbestimmten  Grössen.  Aus  diesen 
bilden  wir  nun  successive  eine  neue  Reihe  c,  d,  c  .  .  .  i,  m,  n  nach 
folgendem  Gesetz: 

c  z=i  yh  +  a  \ 

d=dc  +  b 

e  =z  Bcl  -{-  c  >  (3) 


n  =vm  +  ? 

Substituirt  man  den  Ausdruck  für  c  in  den  für  rf,  so  wird  der 
letztere  eine  ähnliche  Form  annehmen  wie  der  erstere,  nämlich 

d  =  öa  +  (Yd+  1)6; 

er  besteht  also  aus  einem  Gliede,  welches  den  Factor  a,  und  aus 
einem  zweiten,  welches  den  Factor  b  enthält.  Substituirt  man 
nun  diesen  Ausdruck  für  d,  und  den  ersten  für  c  in  den  Ausdruck 
für  e,  so  nimmt  auch  dieser  letztere  dieselbe  Form  an.  So  kann 
man  fortfahren,  und.  aus  dem  Ausdruck  für  n  erkennt  man,  dass 
dieses  Gesetz  allgemein  ist;  denn  sobald  I  und  m  schon  diese  Form 
erhalten  haben,  so  nimmt  auch  n  dieselbe  an.    Wir  können  daher 

n=  Ga  -h  IIb 

setzen,  wo  nun  G  und  H  unabhängig  von  a  und  b  sein  werden. 
Man  bezeichnet  den  Coefficienten  /f,  der  nur  von  den  in  der  Reihe 
(2)  befindlichen  Grossen  abhängt,  durch  das  Zeichen*) 

[y,  d,  £  .  .  .  A,  |[i,  v],  (4) 

und  wir  werden  im  Folgenden  einige  interessante  Sätze  beweisen, 
die  sich  auf  dasselbe  beziehen. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass,  wenn  man  mit  den  Anfangsgliedern 

b,c  =  yb+a  (V) 

und  der  Reihe 

ö,  £  .  .  .  A,  ^,  v  {2') 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  27. 
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in  derselben  Weise  verfährt  wie  oben,  man  genau  dieselben  Glieder 
r7,  e  .  .  .  Z,  m,  n  erhalten  wird.    Wir  können  daher  gleichzeitig 

n  =  G  a  +  [y,  ff,  £  .  .  .  |Li,  v]  6 

und 

M  =  Cr'  6  -f  [ff,  fi  .  .  .  fi,  v\c 

setzen;  ersetzen  wir  hierin  c  durch  y6  +  a,  so  erhalten  wir 

w  =  [ff,  f  .  .  .  ,a,  v]  a  -h  {y  [ff,  £  .  .  .  f*,  v]  +  &)b, 

woraus;  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  a  in  den  beiden 
Formen  für  w,  zunächst 

(?  =  [ff,  f  .  .  .  ju,  r] 

folgt.  Der  Coefficient  G  lässt  sich  daher  durch  dasselbe  Zeichen 
ausdrücken  wie  H,    Wir  können  also  von  jetzt  an  schreiben 

H  =  [ff  .  .  .  ft,  v]  a  +  [y,  ff  .  .  .  ft,  v]  6 ; 
da  nun  auch 

G'   =    [£...   |[1,   1/] 

sein  muss,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
von  h  in  den  beiden  Formen  für  n  den  Satz 

[y,  ff,  £  ...  v]  =  y  [ff,  £  ...  v]  +  [£...  v],  (5) 

in  welchem  das  Gesetz  ausgedrückt  ist,  nach  welchem  die  Fort- 
bildung der  Ausdrücke  von  der  Form  (4)  nach  links  hin  geschieht 
Einen  ganz  analogen  Satz  für  die  Fortbildung  nach  rechts  hin 
erhält  man  durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  durch  die  Annahme 
a  =  0,  6  =  1  die  drei  Grössen  Z,  m,  n  resp.  in 

[y  .  .  .  A],    [y  .  .  .  A,  ft],     [7  .  .  .  A,  ^,  v] 

übergehen,  so  dass  zwischen  diesen  drei  consecutiven  Ausdrücken 

die  Relation 

[y  .  .  .  A,  fi,  1/]  =  [y  .  .  .  A,  ft]  V  +  [y  .  .  .  A]     .  (6) 

besteht. 

Verbindet  man  diese  beiden  Sätze  mit  einander,  so  überzeugt 

man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden: 

[v,  fA  .  .  .  8,  y]  =  [y,  ff  .  .  .  IL,  v\.  (7) 

Nimmt  man  nämlich  an,  dieser  Satz  sei  für  alle  Ausdrücke  dieser 
Art  bewiesen,  welche  eine  kleinere  Anzahl  von  Grössen  enthalten, 
so  dass  also  z.  B. 

[ff,   £  .   .  .   v]  ==:  [V  .  .  .   £,  ff J    und   [£  .  .   .  Vj   =  [v  .   .  .   fi]. 
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so  folgt  aus  (5): 

[y,  d,  £  .  .  .  vj  =  [v  .  .  .  £,  3J  y  -[-  [v  .  .  .  ß] ; 

verbindet  man  dies  mit  dem  Satz  (6),  so  etgiebt  sich  unmittelbar 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  (7).  In  der  That  gilt  aber  der  Satz 
wirklich  für  die  ersten  Fälle;  enthält  nämlich  der  Ausdruck  nur 
eine  einzige  Grösse  y,  so  versteht  sich  dies  von  selbst;  und  ausser- 
dem ist 

[y,  8]  =  yS  +  1  =  [«,  y]. 

Hieraus  folgt  also,  dass  der  Satz  auch  für  jede  beliebige  Anzahl 
der  Grössen  y^  8  ,  .  .  fi,  v  gilt. 

Wir  können  die  Gleichungen  (3),  durch  welche  das  Bildungs- 
gesetz der  Grössen  c,  d  .  .  .  w  ausgedrückt  wird,  auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

-.c  =  (-y)6  +  (-a) 

+  d  =  (~dj(-c)  +  6 

^e={-e)d  +  {-^c) 


±n  =  (-r)(q:m)  +  (±0, 

wo  in  der  letzten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y^  8  .  .  .  fi,  v 
gerade  oder  ungerade  ist  Hieraus  geht  hervor,  dass  aus  den  An- 
fangsgliedem 

-  a,  b  (1") 

und  der  Reihe 

-  y,  -  «,  -  « A,  -  ^,  -  V  (2") 

durch  dasselbe  frühere  Verfahren  die  Reihe 

—  c,  +  d,  —  c  •  •  •  +  n 

entsteht.    Es  wird  daher  auch 

f  n  =  [—  Ä,  —  €  .  •  .  —  v]  (—  a)  +  [—  y,  —  8,  —  f  .  .  .  —  v]b 

und  folglich 

[—y,^8 v]  =  ±[y,S  ,,.v]    •  (8) 

sein,  worin  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y,  ä  .  .  .  v  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Endlich  kann  man  die  Gleichungen  (3)  auch  in  umgekehrter 
Folge  so  schreiben: 

Dirichlet,   Zahlentiteorie.  4 
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I  =(-v)m  +  n 
/-=(-(*)/+  m 

b=  (-6)c  +  li 
a=  (-y)i  -I-  c. 
Es  wird  daher 

«  =  [— (t y]n  +  [— v,  — ft  •  ■  ■  — y]wi 

mit  Hülfe  des  Satzes  (8): 

±  «  =  —  [ft  ■ .  ■  y]  M  -\-  ['■.  fi .  -  •  r] »» 

mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (7) : 

±  O  =  —  [y,  5  .  .  .  fi]  M  +  [j-,  Ö  .   .  .  ^,  v]  )H. 

n  man  nun  n  =  1,  J  :=  0  setzt,  so  gehen  j»,  n  resp.  in 

[ä...p],    [«...(.,.0 

,  und  man  erhält  das  Resultat: 

.  .  .  i^][y,S  .  .  .  u,v]  -[S  .  .  .  ^v\\y,  ö  .  .  .  (l]=  ±\A^) 
vieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  naeh- 
die  Anzahl  der  Grössen  y,S  .  .  .  (t,  v  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zum  Schluss  wollen  wir  bemerken,  dass  diese  Ausdrücke  in 
Theorie  der  Kettenbrüche  von  der  grössten  Wichtigkeit  sind; 
lehnen  wir  nämlich  einen  gewöhnhchen  Kettenbruch,  in  wel- 
1  die  Zähler  sämmtlich  =1,  und  dessen  sogenannte  Quotient«!» 
...  fi,  V  sind,  kurz  durch  das  Symbol  (j-,  d  . , .  fi,  v),  so  dass  also 

fr,«...J,,,,.)=.,+    -y--L__,(rt   =   , 

io  ergiebt  sich  allgemein  durch  Ueduction  desselben 

„,,..., ,„,  =  l_2li_-_£^  (10) 

1  gesetzt,  dieser  Satz  sei  schon  für  jede  kleinere  Anzahl  der 
sen  y,  6,  t  .  .  .  p,  V  bewiesen,  so  dass  also  namentlich 


I  folgt  hieraui 


(^•' ■■■!'■')--  ^. , . . p, „j 


■  '-'  ^  (STi 
|t...f..  H    _rl»,'. 
I«, «...  c,  «J 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (5)  die 
Gleichung  (10).-   In  der  That  ist  aber 

da  also  der  Satz  für  zwei  Grössen  y,  d  richtig  ist,  so  ist  er  aucii 
für  jede  grössere  Anzahl  der  Grössen  y,  d  .  ,  .  fi^  v  richtig. , 

Sind  die  Elemente  y,  ä  .  .  .  fi,  v  ganze  Zahlen,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Zählern  und  Nennern  der  Brüche 

■    [y]     [y»  *]  [y,  Ä  .  .  .  /i,  v]  ^ 


— —  .  •  • 


1   '       [d]  [Ö...(i,v]    ' 

ferner  ist  jeder  dieser  Brüche  irreducibel,  d.  h.  durch  die  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückt;  denn  es  folgt  z.  B.  aus  der  Relation  (9), 
dass  Zähler  und  Nenner  des  letzten  der  obigen  Brüche  ohne  ge- 
meinschaftlichen Divisor  sind. 

Die  vorstehenden  Sätze,  welche  eigentlich  in  die  Theorie  der 
Differenzen-Gleichungen  zweiter  Ordnung*)  gehören,  sind  deshalb 
gleich  in  solcher  Vollständigkeit  aufgestellt,  damit  vnr  bei  einer 
Bpäteren  Untersuchung  nicht  nöthig  haben,  von  Neuem  auf  den- 
selben Algorithmus  zurückzukommen;  für  unseren  nächsten  Bedarf, 
nämlich  für  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  by  =  1, 
in  welcher  wir  nun  wieder  a  und  b  als  zwei  gegebene  relative  Prim- 
zahlen ansehen,  genügt  schon  ein  kleiner  Theil  der  vorhergehenden 
Resultate.  Zu  dem  Zweck  verfahren  wir  nun,  wie  es  bei  der  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  der  beiden  Zahlen 
(oder  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  a:b  in  einen  Kettenbruch) 
geschieht,  indem  wir  das  System  der  folgenden  Gleichungen  bilden 

a  :=  yb  -}-  c 
b  =  de  +  d 


1  =  vni  -f  Ij 
wobei  zuletzt  der  Rest  1  auftreten  muss  (§.  5);  diese  Gleichungen 
können  wir  auch  so  schreiben 


*)  Vergl.  Jacobi:  Allgemeine  Theorie  der  kettenbimchähnlicheji  Algo- 
rithmen,  in  welchen  jede  Zahl  aus  Drei  vorhergehenden  gebildet  wird^ 
Crelle's  Journal,  Bd.  69. 
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c  =  ( —  y)  6  +  a 
d  =  (—d)c  +  b 
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1  =  (—v)m  +  l 
und  hieraus  folgt,  dass 

1  =  [  —  Ä,  —  £•••  —  ft,  —  i/]a4-  [ —  Vt  —  <^>  —  «  •  •  •  —  ft,  —  i']  6 
oder  nach  §.  23,  (8) 

1  ^  ^  [Ä,  «•..  fc,  r]  a  ±  [y,  *,£...  fi,  v]  J 

ist,  worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  y,  ä  .  .  .  ft,  v  gerade  oder  ungerade 
ist.  Wir  erhalten  daher  folgende  Lösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung: 

^  =  T[*\  «  .  .  .  M,  v],    y  =  +[y,  Ö,  e  .  .  .  fi,  v]. 

Hiermit  ist  also  auch  eine  Wurzel  x  der  Congrueuz 

ax  ^  l  (mod.ft) 

gefunden,  und  dies  genügt  vollständig,  da  alle  anderen  Wurzeln 
mit  dieser  einen  nach  dem  Modul  6  congruent  sind. 
W^ enden  wir  diese  Methode  auf  unser  Beispiel 

2  a;  =  1  (mod.l5) 
an,  so  erhalten  wir 

2  =  0  .  15  +  2,     15  =  7  .  2  +  1, 
also 

y  =  0,  Ä  =  7,    a;=  —  [«]  =  —  7  =  8  (mod.  15) 

und  hieraus  folgt,  dass 

a;'  =  —  7  .  (—  3)  =  21  =  6  (mod.  15) 

die  Wurzel  der  Congruenz 

2  .r'  =  —  3  (mod.  15) 
ist. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Congruenz 

37  a;  =  1  (mod.  100); 

indem  wir  ebenso  verfahren,  erhalten  wir 

37  =  0.100  +  37;    100  ==:  2  .  37  +  26 ;    37=1.26  +  11; 
26  =  2.11  +  4;    11=2.4  +  3;    4=1.3  +  1 

und  also 

x=  --  [2,  1,  2,  2,  1]  (mod.  100). 

Nun  ist,  wenn  wir  von  rechts  nach  links  rechnen. 
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[1]  =  1,  [2,  1]  =  3,  [2,  2,  1]  =  7,  [1,  2,  2,  1]  =  10, 

[2,  1,  2,  2,  1]  =  27, 
also 

X  =  —  27  =  IS  (moA.  100). 

Da  9(100)  =  g)(4)  g)(25)  =  2  .  20  =  40  ist,  so  hätten  wir  nach 
unserer  früheren  Methode  die  Auflösung 

a;  =  3739  (mod.  100) 

erhalten ;  die  hierin  angedeutete  Rechnung  würde  sich  zwar  durch 
einige  KunstgrifiFe  bedeutend  abkürzen  lassen,  allein  doch  viel 
langwieriger  sein,  als  die  nach  der  zweiten  Methode  ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt  es  darauf  an,  auch  den  Werth  von 

zu  berechnen,  so  ist  es  vortheilhaft,  die  Berechnung  des  Werthes 

a?  =  =p  [Ö,  £  .  .  .  |[t,  v] 

von  rechts  nach  links  vorzunehmen;  man  findet  dann  nach  der 
Formel  (5)  des  §.  23  aus 

[«  .  *  .  ft,  v]  und  [d,  5  .  ,  .  ft,  v] 
unmittelbar  den  Werth  von  y.     So  oft  y  =  0,   also   a  <h  ist, 
reducirt  sich  y  auf 

Dies  ist  in  unseren  Beispielen  der  Fall;  in  dem  zweiten  erhält  man 
auf  diese  Weise 

2/  =  -  [0,  2,  1,  2,  2,  1]  ==  -  [1,  2,  2,  1]  =  -  10, 
und  in  der  That  ist 

37  .  (—  27)  —  100  .  (—  10)  =  1. 

Bei  dieser  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  aa?  —  6t/  =  1 
in  ganzen  Zahlen  x^  y  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die 
beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen  a,  b  positive  Zahlen  sind; 
doch  erkennt  man  leicht,  dass  hierdurch  die  Allgemeinheit  der 
Methode  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Sobald  nun  eine  bestimmte  Lösung^  d.  h.  ein  bestimmtes  Zahlen- 
paar a;,  y  gefunden  ist,  welches  der  Gleichung  ax  —  by=l  genügt, 
so  ist  es  leicht,  daraus  die  allgemeine  Form  aller  Lösungen  x\  y' 
derselben  unbestimmten  Gleichung  abzuleiten.    Ist  nämlich 

ax'  —  by'  =  1, 
so  folgt  durch  Subtraction 

a(x*  —  x)  =  b{y'  —  f/); 
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da  nun  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  so  muss  (nach  §.  5,  2.) 
die  Zahl  b  in  {oc'  —  x)  aufgehen,  es  muss  daher 

x'  =  X  -\-  ba^    y'  =  y  -\-  az 

sein,  wo  2  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  umgekehrt  entspricht 
jeder  willkürlich   gewählten  ganzen  Zahl  z  eine  durch  die  vor- 
ii\  stehenden  Formeln  herzustellende  Lösung  a;',  y'  unserer  unbestimm- 

ten Gleichung;  jede  Lösung  x\  y'  wird,  wenn  z  alle  ganzen  Zahlen 
von  —  00  bis  +  00  durchläuft,  einmal  und  nur  einmal  erzeugt. 
Man  erkennt  auch  leicht,  dass  dieses  Resultat  selbst  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  eine  der  beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen 
tt,  b  gleich  Null,  und  die  andere  folglich  =  +  1  ist. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  durch  wiederholte  Anwendung  des 
obigen  Verfahrens  folgende  allgemeinere  Aufgabe  gelöst  werden 
kann:  Sind  a^b^  c  .  .  .  gegebene  ganze  Zahlen^  deren  grösster  ge- 
meinschaftlicher Divisor  tnAst^  so  sollen  ebensomele  ganze  Zahlen 
'^y  V'^  ^  -  '  '  gefunden  werden^  welche  der  Gleichung 

'i.  ax  -\-  by  -{-  cz  -\-  '  -  -  =  m 

genügen.    Denn  gesetzt,  man  habe  für  die  Zahlen  ft,  c  .  .  . ,  deren 

grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  m'  nothwendig  ein  Multiplum 

j'  von  m  ist,  schon  ganze  Zahlen  y',  z'  ,  .  .  gefunden,  welche  der 

Bedingung 

by'  +  cz'  -\-^  '  '  '  =  m' 

genügen,  so  löse  man,  da  m  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  a  und  m'  ist,  nach  der  obigen  Methode  die  Gleichung 

ax  -{-  m'x  =  m 

in  ganzen  Zahlen  x^  oi^  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  durch 
die  Zahlen  x^  y  ^=  x'  y\  z  =  af  z'  ,  .  ,  befriedigt. 


1" 
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§.25. 

Auf  das  im  Vorhergehenden  behandelte  Problem  der  Auf- 
lösung der  Congruenzen  ersten  Grades  lässt  sich  das  folgende 
zurückführen : 

AUe  Zahlen  x  zu  finden^  icelche  in  Bezug  auf  zwei  gegebene 
Moduln  a,  b  gegebenen  Zahlen  resp.  a,  ß  congruent  sind^  d,  h.  welche 
den  beiden  Forderungen 

X  ^  a  (mod.  a),    x  ^  ß  (mod.  b) 
genügen. 


i 
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Da  nämlich  alle  Zahlen  x^  welche  die  erste  dieser  beiden  For- 
derungen erfüllen,  in  der  Form  x  ^=  a  -{-  at  enthaltet!  sind,  wo  t 
jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  dieses  t  näher  so  zu  bestimmen,  dass 

at^ß  —  a  (mod.fr)  (l) 

wird.  Bezeichnet  man  nun  mit  8  den  grösstJen  gemeinschaftlichen 
Divisor  der  beidjen  Moduln  a  und  6,  so  muss,  wenn  diese  Congruenz 
möglich  sein  soll,  ß  —  a  durch  8  theilbar,  d.  h.  es  muss 

a  =  ß  (mod.  8)  (2) 

sein  (§.  22).  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  existirt  keine 
Zahl,  welche  der  Aufgabe  genügt;  ist  sie  aber  erfüllt,  so  sind 
sämmtliche  der  Congruenz  (1)  genügende  Zahlen  t  in   der  Form 

i  ^^t^  Tmod.  -^  j  oder  ^  =  f ^  +  -^  w 

enthalten,  wo  fo  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  u  jede  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  die  gesuchten  Zahlen 
durch  die  Formel 

X  =  a  -\-  aU  -\ — T-  w  oder  x  -=:  x^^  (mod.  -r-\ 

gegeben  werden,  wo  jto  =  a  +  a  ^o  selbst  eine  der  gesuchten  Zahlen 

und  der  Modulus  offenbar  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 

der  beiden  gegebenen  Moduln  a,  6  ist. 

Werden  z.  B.   die  Zahlen   gesucht,  welche   durch  12  dividirt 

den  Rest  7,  durch  15  dividirt  den  Rest  4  lassen,  so  hat  man  die 

Congruenzen 

X  ^  7  (mod.  12),    a:  ^  4  (mod.  15). 

Man  setzt  also  a;  =  7  +  12f,  und  erhält  für  t  die  Congruenz 

Ut  =  —  3  (mod.  15), 

welche  (da  hier  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist)  sich  auf 

4  ^  ^  —  1  (mod.  5) 

reducirt.    Hieraus  folgt 

^  ^  1  (mod.  5) 
und  also 

X  =  7  +  12^  =  19  (mod.  60). 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  besondere  Fall,  in  welchem 
die  beiden  gegebenen  Moduln  a,  b  relative  Primzahlen  sind;  da 
gleichzeitig  8  =  1  wird,  so  fällt  die  Bedingung  (2)  ganz  fort^  die 
Auflösung  ist  stets  möglich  und  liefert  ein  Resultat  von  der  Form 

X  ^  Xq  (mod.  a  b). 
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Die  ursprüngliche  Aufgabe  lässt  sich  auch  leicht  für  den  Fall 
verallgemeinern,  in  welchem  eine  Reihe  von  beliebig  vielen  Moduln 
und  eine  Reihe  ihnen  entsprechender  Reste  gegeben  ist;  für  uns 
ist  indessen  nur  der  Fall  von  Wichtigkeit,  in  welchem  die  ge- 
gebenen Moduln  a,  J,  c  ...  relative  Primzahlen  sind;  wir  beschrän- 
ken uns  daher  auf  denselben,  und  stellen  uns  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Aufgabe,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  System 
von  Congruenzen 

x^=ia  (mod.  a),    x  ^  ß  (mod.  6),    x  ^  y  (mod.  c)  ,  .  . 

genügen.  Da  wir  nun  schon  wissen,  dass  alle  Zahlen,  welche  die 
beiden  ersten  dieser  Forderungen  erfüllen,  in  der  Form  x  ^  ß^ 
(mod.  a6)  enthalten  sind,  wo  die  Zahl  ßi  nach  dem  Vorhergehenden 
gefunden  werden  kann,  so  kommt  unsere  Aufgabe  offenbar  auf  die 
einfachere  zurück,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  folgenden 
System  von  Congruenzen  genügen: 

X  ^  ßi  (mod.ai),    ir  ^  y  (mod.c)  .  .  . 
Da  nun  der  Modul  ah  der  ersten  dieser  Congruenzen  wieder  relative 
Primzahl  gegen  jeden  folgenden  Modul  c  .  .  .  ist,  so  kann  man  in 
derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  zu  dem  Resultat,  dass 
sämmtliche  Zahlen  x  in  der  Form 

X  "^  Xfi  (mod.  m) 
enthalten  sind,  wo  x^  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  m  das  Pro- 
duct  abc  ,  .  .  aus  allen  gegebenen  Moduln  bedeutet. 

Statt  eine  solche  Zahl  Xq  in  der  eben  angegebenen  Weise  durch 
successive  Auflösung  einer  Reihe  von  Congruenzen  ersten  Grades 
in  Bezug  auf  die  Moduln  ft,  c  .  .  .  zu  suchen,  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  symmetrisch  verfahren. 

Man  setze  m  =  aA^=bB  =  cC.*.  und  bestimme  (nach 
§.  24)  zunächst  Zahlen  a\  b\  c'  ,  .  .,  welche  den  Congruenzen 

Aa'  ^  l  (mod.tt),    Bb'  ^  1  (mod./>),     Cc'  ^  1  (mod.c)  .  .  . 
genügen;  so  wird 

X  ^  Äa'a  +  Bb' ß  +  Cd y  -4-  •  •  •  (mod.w?); 

denn  da  ^,  C  .  .  .  durch  a  theilbar  sind ,  so  ist  x  ^  Aa! ol  ^  a 
(mod.a),  und  ebenso  ^  ß  (mod.ft),  ^  y  (mod.c)  u.  s.  w. 

Ein  besonderer  Vortheil  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
die  Hülfszahlen  a',  b\  c'  . . .  ganz  unabhängig  von  a,  /3,  y  .  .  .  sind, 
und  daher  stets  dieselben  bleiben,  wie  auch  die  letzteren  variiren 
mögen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  das  System  der  Moduln  (i,i,  c... 
unverändert  bleibt. 
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Es  folgt  ferner  hieraus,  dass  x  ein  vollständiges  Restsysteni 
nach  dem  Modul  m  durchläuft,  sobald  die  Reste  «,  ^,  y  .  .  .  voll- 
ständige Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  &,  c  . .  . 
durchlaufen;  denn  wenn  «',  ß\  y'  .  .  .  irgend  ein  zweites  System 
gegebener  Reste  ist,  so  wird 

Aa'a'  +  Bb'  ß'  +  CVy'  H 

stets  und  nur  dann 

=  Äa'a  +  BVß  +  Cc'y  H 

nach  dem  Modulus  m  sein,  wenn  gleichzeitig 

a'  ^  a  (mod.a),    ß'  ^  ß  (mod.6),    /  ^  y  (mod.  c) 

u.  s.  w.  ist;  da  femer  a,  /3,  y  .  .  .  resp.  a,  6,  c  .  .  .  verschiedene 
Werthe  durchlaufen,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Rest- 
systeme, also  auch  die  Anzahl  der  resultirenden  nach  dem  Modul  m 
incongruenten  Werthe  von  x  gleich  aJc  •  •  •  =  m;  d.  h.  a?  durch- 
läuft ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  m. 

Ist  ferner  a  relative  Primzahl  zu  a,  ß  zu  b  u.  s.  f.,  so  ist  x 
auch  relative  Primzahl  zu  m,  und  umgekehrt ;  hieraus  folgt  leicht 
ein  neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  q>{ab)  =  q>(a)  <p{b)  ist. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  x  irgend  eine  ganze  Zahl 
bedeutet,  stets 

m  a       b        c 

gesetzt  werden  kann,  wo  A,  m,  i;,  w  .  .  .  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Denn  lässt  x  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  6,  c  .  .  .  resp.  die  Reste 
«,  ^,  y  .  .  .,  so  ist  nach  dem  Obigen 

X  =  hm  +  Ada  +  BVß  +  Cc'y  +  •  •  •, 
wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  folglich 

m  =  *  +  v  +  ir  +  —  +  ••• 

§.  26. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruenzen 
höherer  Grade,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  den  einfachsten 
Fall,  in  welchem  der  Modul  p  eine  Primzahl  ist.  Die  allgemeinste 
Form  einer  Congruenz  nten  Grades  ist  die  folgende: 

arr"  4-  bx^-"^  +  cx^"^  +  •  •  •  +  ä  ^  0  (mod.j)), 
in  welcher  der  höchste  Coefficient  a  als  nicht  theilbar  durch  die 
Primzahl  p  vorausgesetzt  wird.    Ebenso  wie  man  jede  Gleichung 
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leicht  auf  den  Fall  zurückführen  kann,  in  welchem  der  höchste 
Coefficient  =  1  ist,  so  erreicht  man  auch  hier  dasselbe,  wenn  man 
die  Congruenz  mit  einer  Zahl  a'  multiplicirt,  welche  der  Bedingung 
aa'  ^  l  (raod.|})  genügt  und  also  eine  Wurzel  der  stets  lösbaren 
Congruenz  ax  ^  l  (mod.p)  ist.  Doch  hängt  hiervon  die  Gültig- 
keit der  folgenden  Sätze  nicht  im  Mindesten  ab. 

Wir  bezeichnen  der  Einfachheit  halber  das  auf  der  linken 
Seite  der  obigen  Congruenz  befindliche  Polynom  nten  Grades  kurz 
mit  f{x).    Hat  nun  eine  solche  Congruenz 

fix)  =  0  (mod.jo)  (1) 

eine  Wurzel  x  ^  a  und  dividirt  man  f(x)  durch  x  —  o,  so  wird 
der  Divisionsrest  r^  eine  durch  p  theilbare  Zahl  sein;  denn  be- 
zeichnet man  den  Quotienten  der  Division,  welcher  eine  ganze 
Function  vom  (n  —  l)ten  Grade  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist^ 
mit  /i  (x)^  so  ist 

f(x)  =  (x--a)f,{x)  +r,  (2) 

und  hierin  ist  Ti  =/(«)  der  Voraussetzung  nach  =  0  (mod.j?). 

Hat  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  zweite  von  oi  verschiedene» 
d.  h.  nicht  n>it  a  congruente  Wurzel  /3,  so  folgt  aus  (2),  dass 

(ß-cc)f,(ß)  =  0(mod.p) 

und  also,  da  /3  —  a  nicht  durch  p  theilbar  ist,  dass  fiiß)  ^  0» 
d.  h.  dass  ß  eine  Wurzel  der  Congruenz  fi(x)  ^  0  (mod.p)  sein 
muss.    Man  kann  daher  wieder 

A{x)  =  (x'--  ß)f,(x)  +  r, 

setzen ,  wo  der  Rest  rg  wieder  eine  durch  p  theilbare  Zahl,  und 
der  Quotient  /^(x)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  mit 
ganzzahligen  Coefficienten  ist.  Setzt  man  aber  diesen  Ausdruck 
für  fi{x)  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  nimmt  dieselbe   die  Form 

f(x)  =  {X'-u)(X'-ß)fi(x)  +  r^ix-a)  +  r^ 

oder,  da  r^  und  r^  durch  p  theilbar  sind,  die  Form 

f{x)  =  (x  —  a)(x  —  ß)f^{x)  -f  p(lx  +  m) 

an,  in  welcher  l  und  m  ganze  Zahlen  sind. 

Besitzt  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  dritte  von  a  und  ß 
verschiedene  Wurzel  y,  so  ergiebt  sich,  da  weder  (y  —  a)  noch 
(y  —  ß)  <^lurch  p  theilbar  ist,  dass  y  eine  Wurzel  der  Congruenz 
fji^)  ^  0  ist;  verfährt  man  daher  wie  früher,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 

f(x)  =  (x^a)(x—ß)(x  —  y)f,{r)  +p(rx^  +  sx  +  t\ 
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wo  r,  s,  t  ganze  Zahlen  bedeuten.    Setzt  man  diese  Schlussweise 

fort,  so  gelangt  man  offenbar  zu  folgendem  Satze :  Besitzt  die  Con- 

f/rtiena  nten  Grades 

fipc)  =  0  (mod.i)), 

deren  Modulus   p    eine  Primzahl   isi^    n  incomjrnente    Wurzeln 
a^  ß^  y  ,  \  ,  A,  so  ist  ihre  linke  Seite  von  der  Form 

f(x)  =  a(x  —  a)(x  —  ß){x-y)  .  .  .  (x--X)  -h  pi^(x),        (3) 

ICO  a  den  höchsten  Coefficienten  von  /(;r),  und  ^(x)  ein  Polynom 
bedeutet,  dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

Und  aus  diesem  ersten  Satze  folgt  sogleich  der  zweite*):  Eine 
Cofigruenz  vom  Grade  w,  deren  Modulus  eine  Primzahl  ist,  kann 
niemals  mehr  als  n  incongruente  Wurzeln  haben.  Denn  hätte  die 
Congruenz  (1)  ausser  den  n  Wurzeln  cc,  ß  .  ,  .  X  noch  mindestens 
eine  solche  ft,  die  mit  keiner  der  vorhergehenden  congruent  ist, 
so  würde  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  dass  das  Product 

a(^  — «)(/[*— /3)(fA  —  y)  .  .  .  Ca  — A) 

durch  p  theilbar  wäre,  was  unmöglich  ist,  da  der  Voraussetzung 
nach  keiner  der  Factoren  durch  p  theilbar  ist. 

Man  hätte  diese  beiden  Sätze,  welche  für  die  Folge  von  der 
grössten  Wichtigkeit  sind,  auch  in  umgekehrter  Ordnung  aus  dem 
in  der  Gleichung  (2)  ausgesprochenen  Resultat  schliessen  können. 
Da  nämlich  jede  von  a  verschiedene  Wurzel  ß  der  Congruenz  (1) 
eine  Wurzel  der  Congruenz  nächst  niedrigeren  Grades 

/i  (x)  =  0  (mod-i^) 

ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  die  erstere  Congruenz  höch- 
stens eine  Wurzel  mehr  besitzt,  als  die  letztere;  da  nun  eine  Con- 
gruenz ersten  Grades  (sobald  der  Modulus  eine  Primzahl  ist)  nur 
eine  Wurzel  besitzt,  so  kann  eine  Congioienz  vom  zweiten  Grade 
höchstens  2,  folglich  eine  Congruenz  dritten  Grades  höchstens  S 
u.  s.  f.,  allgemein  eine  Congruenz  wten  Grades  höchstens  n  incon- 
gruente Wurzeln  besitzen.  Und  nachdem  so  der  zweite  Satz  be- 
wiesen ist,  ergiebt  sich  auch  der  erste  leicht  auf  folgende  Weise. 
Gesetzt,  die  Congruenz  (1)  vom  nten  Grade  hat  wirklich  n  incon- 
gruente Wurzeln  a,  /3,  y  .  .  .  A,  so  bilde  man  die  Differenz 

f(x)  —  a(x  —  a)(x  —  ß)(x  —  y)  .  .  .  (x  —  l)  =  (p(x% 

wo  a  den  höchsten  Coefficienten  in  f(x)  bezeichnet,  und  denke  sich 


*)  Lagrange:    NouveJle  methode  pour  resoudre    les  prohUmes  indeter- 
mines  en  nombres  entters^  Mem.  de  PAc.  de  Berlin.  T.  XXIV. 
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dieselbe  nach  Potenzen  von  x  geordnet;  dann  ist  zu  zeigen,  dass 
alle  Coefficienten  dieses  Polynoms  9?(ä;),  dessen  Grad  höchstens 
=  n  —  1,  also  jedenfalls  kleiner  als  w  ist,  durch  p  theilbar  sind. 
Gesetzt,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  und  es  wäre  ti^  die  höchste  in 
qo  {x)  vorkommende  Potenz  von  a:,  deren  Coefficient  nicht  durch  i? 
theilbar  wäre,  so  wäre 

9)(Är)  ^  0  (mod.^O 

eine  Congruenz  vom  rten  Grade,  welche,   wie  man  unmittelbar 

einsieht,  die  n  incongruenten  Zahlen  «,  ^  .  .  .  A  zu  Wurzeln  hätte, 

also,  da  r<n  ist,  mehr  Wurzeln  besässe,  als  ihr  Grad  Einheiten 

enthält.    Da  dies  gegen   den   schon  bewiesenen  Satz   streitet,  so 

müssen  wirklich  alle  Coefficienten  von  ^>  {x)  durch  ^j  theilbar  sein, 

d.  h.  es  muss 

'   9  (ic)  =  2)  1^  {x) 

sein,  wo  sämmtliche  Coefficienten  des  Polynoms  ^{x)  ganze  Zahlen 
sind.    Dies  war  aber  der  Inhalt  des  ersten  Satzes. 

Wir  können  zu  diesen  beiden  Sätzen  noch  den  folgenden  dritten 
hinzufügen:   Wenn 

fix)  =  ^i{x)1^  {x) 

ist^  wo  die  Coefficienten  der  Polynome  tp  (x)  %md  ^  {x)  sämmüich 
ganze  Zahlen  sind^  und  wenn  die  Congruenz 

fix)  =  0  (mod.i)),  (4) 

(ivo  jp  wieder  eine  Primzahl  bedeutet)  ebenso  viele  incongrnenie 
Wurzeln  besitzt^  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält^  so  gilt  dasselbe 
von  jeder  der  beiden  Congruenzen 

qp(x)  ^  0  (mod.j)),     rl^ix)  ^  0  (mod.p).  (5) 

Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  jede  Wurzel  cc  der  Congruenz 

(4)  auch  eine  Wurzel  von  mindestens  einer  der  beiden  Congruenzen 

(5)  sein  muss;  denn  aus 

9)(a)  !/?(«)  =/(«)  ^  0  (mod.jp) 

folgt,  dass  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  qp  (a),  ^  (u)  durch  p 
theilbar  sein  muss.  Hätte  nun  eine  der  beiden  Congruenzen  (5) 
weniger  incongruente  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so 
müsste  nothwendig  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  anderen  Congruenz, 
d.  h.  der  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4)  ihren  Grad  über- 
steigen, da  die  Summe  der  Grade  der  beiden  Polynome  (p  ix)  und 
tl^ix)  genau  dem  Grade  des   Polynoms /(a?)  gleich  ist.     Da  dies 
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gegen  den  zweiten  Satz  Verstössen  würde,  so  muss  die  Anzahl  der 
incongruenten  Wurzeln  einer  jeden  der  beiden  Congruenzen  (5) 
genau  ihrem  Grade  gleich  sein'*'). 


§.27. 

Von  diesen  wichtigen  Sätzen  machen  wir  sogleich  eine  An- 
wendung. Zufolge  des Fermat'schen Satzes  genügt  jede  der  (p—  1) 
nnter  einander  nach  dem  Modul  p  incongruenten  Zahlen 

1,  2,  3  ...  (i)  —  1) 
der  Congruenz 

x^-^  —  1^0  (mod.|)), 

und  diese  Zahlen  bilden  auch  ihre  sämmtlichen  incongruenten 
Wurzeln.  Es  ist  daher  nach  dem  ersten  der  vorhergehenden  drei 
Sätze 

xi»-!  — l=(a;— 1)  (a;— 2)  (a;--3)  .  .  .  (a;— 2>  +  1) +P*(^)i 
worin  ^  {x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bezeichnet.  Ent- 
wickelt man  daher  das  rechter  Hand  befindliche  Product  nach  Po- 
tenzen von  ar,  so  muss  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  x  dem 
entsprechenden  linker  Hand  in  Bezug  auf  den  Modul  p  congruent 
sein.  Wir  wollen  hier  nur  den  interessantesten  Fall  betrachten,  der 
sich  durch  die  Vergleichung  der  Glieder  ergiebt,  welche  von  x 
unabhängig  sind.  Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl,  so  ist 
dieses  Glied  rechter  Hand,  da  die  Anzahl  p  —  1    der  negativen 

Factoren  gerade  ist, 

=  1  .  2  .  3  .  .  .  (2>  —  1), 

linker  Hand  dagegen  =  —  1,  und  hieraus  ergiebt  sich  der  nach 
Wüs(m  benannte  Satz: 

Wenn  p  eine  Primzahl  bedeutet^  so  ist  das  um  eine  Einheit 
vergrösserte  Produ^i  aller  Meineren  Zahlen  als  p  durch  p  theilbar, 
in  Zeichen 

1  .  2  .  .  .  (i>  —  1)  =  —  1  (mod.2>). 
So  ist  z.  B. 

1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  6  +  1  =  721 

theilbar  durch  7. 


*)  Eine  weitere  Entwickelung  dieses  Gegenstandes  findet  man  in 
meiner  Abhandlung:  Abriss  einer  Theorie  der  höheren  Congruenzen  in 
Bezug  auf  einen  reellen  Primzahl  -  Modulus  ^  Crelle's  Journal,  Bd.  54.  — 
Vergl.  die  nachgelassene  Abhandlung  von  Gauss:  Analysis  Besiduorum, 
Gauss  Werke,  Bd.  IL  1863. 
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Der  Wilson'sche  Satz  gilt  aber  auch  für  die  Primzahl  2,  da 
in  diesem  Fall  +  1  und  —  1  einander  congruent  sind. 

Dieser  Satz  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  sich  um- 
kehren lässt  und  deshalb  ein  charakteristisches  Merkmal  für  eine 
Primzahl  abgiebt.     Denn  nimmt  man  umgekehrt  an,  es  sei 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i)  —  1)  +  1 

durch  p  theilbar,  so  muss  j)  eine  Primzahl  sein ;  wäre  nämlich  i) 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  ausser  durch  1  und  durch  sich 
selbst  auch  noch  durch  eine  andere  Zahl  a  theilbar,  so  würde  a 
nothwendig  eine  der  Zahlen  2,  3  ...  (p  —  1)  sein  müssen;  da  nun 
die  obige  Summe  und  ihr  erstes  Glied  durch  a  theilbar  ist,  so 
müsste  auch  das  zweite  Glied  1  durch  a  theilbar  seiti,  was  nicht 
möglich  ist. 

Einen  anderen  interessanten  Satz  erhält  man  durch  Anwen- 
dung des  dritten  der  vorhergehenden  Sätze  auf  dasselbe  Beispiel. 
Bezeichnet  nämlich  d  irgend  einen  Divisor  von  i>  —  1,  so  ist  be- 
kanntlich 

wo  ^  {x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet.  Hieraus 
folgt  also:  Die  Congruenz 

x^  '=i\  (mod.j)), 
deren  Grad  ö  ein  Divisor  von  p  —  1  ist^  besitzt  stets  d  incongruente 
Wurzeln. 

§.28. 

Der  zuletzt  abgeleitete  Satz  gehört  seinem  Inhalte  nach  eigent- 
lich* in  eine  allgemeinere  Theorie,  nämlich  in  die  Theorie  der 
binomischen  Congruenzen  von  der  Form 

ax^  ^  h  (mod.fc). 
Dieselbe  stützt  sich  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten  Fotenz- 
reste^  d.  h.  der  Reste  der  successiven  Potenzen  einer  Zahl,  und  wir 
beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  Untersuchung  der  inter- 
essanten Gesetze,  welche  hier  hervortreten. 

Es  sei  also  k  ein  beliebiger  Modul,  und  a  relative  Primzahl 
gegen  denselben ;  bilden  wir  nun  die  Reihe 

1,  a,  a*^,  a^  .  .  . 
der  successiven  Potenzen  von  a   und  setzen  dieselbe  hinreichend 
weit  fort,  so  muss  es  einmal  geschehen,  dass  zwei  .verschiedene 
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Glieder  a*  und  a*  +  **  einander  nach  dem  Modul  Je  congruent  wer- 
den; denn  es  giebt  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  incongruenter 
Zahlen.     Aus  der  Congruenz 

^»  +  n  r=  a*  .  a"  ^  a*  (niod.Ä;) 

folgt  aber,  da  a'  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  k  ist,  dass 

«'  a"  ^  1  (moA.k) 

ist  Es  giebt  daher,  was  wir  auch  schon  durch  den  verallgemei- 
nerten Fermat'schen  Satz  (§.  19)  wussten,  stets  eine  Potenz  von  a, 
welche  durch  k  dividirt  den  Rest  1  lässt.  Unter  allen  Potenzen 
von  a,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben,  ist  aber  besonders  die- 
jenige bemerkenswerth,  welche  den  kleinsten  Exponenten  hat;  doch 
versteht  sich  von  selbst,  dass  der  Exponent  Null  hier  nicht  in 
Betracht  kommt,  für  welchen  die  entsprechende  Potenz  ja  stets 
^  1  sein  würde.  Bezeichnen  wir  mit  ö  diesfen  kleinsten  positiven 
Exponenten,  für  welchen 

a  '^  =  1  (med.  k) 

vrird,  so  wollen  wir  sagen,  die  Zahl  a  gehöre  zu  dem  Exponenten 
d  oder  zu  der  Zahl  ö.  Dann  leuchtet  zunächst  ein,  dass  die  ersten 
d  Glieder  der  obigen  Potenzreihe,  d.  h.  die  Zahlen 

1,    a,    a2  .  .  .  a"^-^ 

sämmtlich  incongruent  unter  einander  sind;  denn  aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  a*+*»  ^  a*,  wo  s  und  s  •{-  n  kleiner  als  ö 
sind,  würde  wieder  a"  ^  1  folgen,  w^s  mit  der  Voraussetzung  im 
Widerspruch  steht,  dass  keine  niedrigere  Potenz  als  a^  den  Rest 
1  lässt 

Die  folgenden  Glieder  der  Reihe  geben  nun  genau  dieselben 
Reste,  und  auch  in  derselben  Reihenfolge,  denn  es  ist 

a^  =  1,  a^'^^  =  a,  a^  +  2  =  a«  .  .  .  a^^^-^  =  a^~i 
a2^  =  1,  a2'^  +  i=  a,  «2^  +  2=  «2  .  .  .  a^^-^=  a^-^ 
a^^=  1,     a^^  +  ^=  a,     a^^-^^=  a^  .  .  .  a*^-i=  a^-^ 

u.  s.  w. 

Um  daher  zu  erfahren,  welchen  Rest  eine  beliebige  Potenz  a*  lässt, 
dividire  man  den  Exponenten  s  durch  ö  und  bringe  dadurch  s  in 
die  Form  s  =  twö  +  r,  wo  r  eine  der  Zahlen  0,1,2...  (ä  —  1) 
bezeichnet    Dann  ist 

a»  =  a*»^  +  '*  =  a'*  (mod.k). 
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Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  zwei  solche  Potenzen  wie  a'  und 
a'*  stets,  aber  auch  nur  dann  congruent  sein  werden  in  Bezug  auf 
den  Modul  fc,  wenn  s  ^  s  (med.  d)\  denn  ist  r'  der  bei  der  Divi- 
sion von  s  durch  d  hervorgehende  Rest,  so  ist  a''  ^  a^  (mod.i). 

Ist  daher 

a'  ^  a''  (mod.fc), 

so  muss  auch 

a^  ^  a^'  (mod.fe) 

sein;  da  aber  r  und  r  kleiner  als  d  sind,  so  ist  dies  nur  dann  mög- 
lich, wenn  r^r'  ist,  woraus  s^s  (mod.d)  folgt;  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass,  sobald  s  ^  s  (mod.tf),  also  r  =  r  ist,  auch 
a'"^  a''  (mod.  k)  sein  muss. 

Ein  specieller  Fall  ist  der,  dass,  sobald  a'  ^  1,  also  a'  ^  a^ 
ist,  nothwendig  s  ^  0  (mod«iS),  d.  h.  dass  s  theilbar  durch  d  sein 
muss.  Nun  wissen  wir  schon  aus  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satz,  dass  stets 

avW  =  1  (mod.Ä;) 

ist;  hieraus  folgt  also,  dass  die  Zahl  d,  zu  welcher  eine  Zahl  a 
gehört,  stets  ein  Divisor  von  ip(k)  «ein  muss*). 


§.29. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  wieder  auf  dep  Fall,  in  welchem 
der  Modul  eine  Primzahl  p  und  also  a  irgend  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  ist,  so  folgt  aus  der  letzten  Bemerkung,  dass  die 
Zahl  d,  zu  welcher  a  gehört,  jedenfalls  ein  Divisor  von  <p(j))  = 
y  —  1  sein  muss.  Man  kann  nun  umgekehrt  fragen:  wenn  &  irgend 
ein  Divisor  von  p  —  1  ist,  giebt  es  dann  jedesmal  auch  Zahlen  a, 
welche  zu  8  gehören?  und  wie  viele?  Nehmen  wir  zunächst  einmal 
ein  Beispiel,  indem  wir  p  r=z  7  setzen.  Da  aus  a  ^  b  {mod.p) 
auch  stets  a'  ^  b'  (mod.jp)  folgt,  so  gehören  je  zwei  congruente 
Zahlen  auch  stets  zu  demselben  Exponenten,  und  wir  brauchen 
daher  in  unserem  Beispiel  nur  die  Zahlen  a  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu 
betrachten;  durch  wirkliches  Potenziren,  welches  man  dadurch 
abkürzt,  dass  man  statt  jeder  Potenz  immer  ihren  kleinsten  Rest 

*)  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich   in   den  Supplementen 
V.  §.  127. 
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substituirt,  findet  man  nun  das  in  der  folgenden  Tabelle  aus- 
gedrückte Resultat: 

a|l|2|3|4|5|6 
d^  j  1  I  3  I  6  I  3  I  6  I  2 

Es  gehört  daher  zu  dem  Divisor  d  =  l  nur  die  einzige  Zahl 
1,  zu  d  =  2  nur  die  einzige  Zahl  6;  zu  tf  =  3  gehören  zwei 
Zahlen ,  nämlich  2  und  4,  und  zu  ^  =  6  gehören  die  beiden 
Zahlen  3  und  5. 

Nehmen  wir  nun  vorläufig  einmal  an,  dass  mindestens  eine 
Zahl  a  existirt,  welche  zu  dem  Exponenten  d  gehört,  so  sind  die 
d  Zahlen 

1,  a,  a»  .  .  .  a^-'^  {A) 

nach  dem  Vorhergehenden  sämmtlich  incongruent;  da  ferner 
a*'  ^  1,  so  ist  auch 

.  ..  (a'-y  =  (a*^»-  =  1  (mod.j)), 

d.  h.  die  d  Zahlen  (^1)  sind  Wurzeln  der  Congruenz 

x"^  ^  l  (raod.^)), 

und  da  sie  unter  einander  incongruent  sind,  und  der  Modulus  eine 
Primzahl  ist,  so  bilden  sie  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser 
Congruenz  vom  Grade  ö.  Jede  Zahl  aber,  welche  zum  Exponenten 
d  gehört,  muss  vor  Allem  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  sein,  und 
wir  haben  daher  alle  etwa  existirenden  Zahlen,  die  zu  ö  gehören, 
unter  den  Zahlen  (A)  zu  suchen.  Wir  fragen  daher;  zu  welchem 
Exponenten  h  gehört  irgend  eine  dieser  Zahlen,  z,  B.  a**V  d.  h. 
welches  ist  die  kleinste  positive  Zahl  A,  für  welche 

(a^-)^  =  a'*'»  =  1  (mod.7>) 

ist?  Offenbar  muss  rh  (da  a  zum  Exponenten  ö  gehört)  durch  Ö 
theilbar  sein;  ist  daher  e  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  r  ■=  er  und  ö  =  e ö\  so  muss  h  durch  d'  theilbar  sein ;  die 
kleinst«  Zahl  Ä,  welche  diese  Bedingung  erfüllt,  ist  offenbar  d' 
selbst,  und  es  ist  auch  wirklich 

(a'-)'^'  —  (a^y  =  l  (mo(1.2>); 

also  ist  d'  die  Zahl,  zu  welcher  a"  gehört.  Soll  also  a**  zum 
Exponenten  d  gehören,  so  muss  c  =  1 ,  also  r  relative  Primzahl 
gegen  d  sein;  und  umgekelirt,  sobald  dies  der  Fall,  also  6=1 
ist,  gehört  auch   a^  wirklich   zum  Exponenten  d.    Wir   erhalten 

Dirichlet,    Zahlentlicoric.  r^ 
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SO  das  Resultat,  dass  unter  den  Zahlen  (Ä)  genau  ebenso  viele  zu 
dem  Exponenten  Ö  gehören,  als  es  unter  den  Exponenten 

0,  1,  2  ...  (Ä  —  1) 

relative  Primzahlen  zu  S  giebt;  es  giebt  daher  <p(8)  solche  Zahlen. 
Da  wir  angenommen  hatten,  dass  mindestens  eine  solche  Zahl 
a  existirte,  so  können  wir  das  Bisherige  so  zusammenfassen:  Ist 
p  eine  Primzahl  und  d  ein  Divisor  von  p — 1,  so  ist  die  Anzahl 
der  incongruenten  Zahlen,  die  zu  d  gehören,  entweder  =0,  oder 
=  (f  (6).  Um  nun  über  diese  Alternative  zu  entscheiden,  betrachten 
wir  die  Gesammtheit  aller  p  —  1  nach  dem  Modul  p  incongruenten 
und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen;  wir  theilen  dieselben  in 
Gruppen  ein,  indem  wir  je  zwei  incongruente  Zahlen  in  dieselbe 
oder  in  verschiedene  Gruppen  werfen,  je  nachdem  sie  zu  dem- 
selben Divisor  d  von  p  —  1  gehören  oder  zu  verschiedenen.  Be- 
zeichnen wir  mit  t{^)  die  Anzahl  der  Individuen,  welche  in  die 
dem  Divisor  d  entsprechende  Gruppe  gehören,  so  muss,  da  jede 
der  p  —  1  vertheilten  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche 

Gruppe  gehört, 

li;(8)=p-l 

sein,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  sämmtliche  Divisoren  d  von 
p  —  1  bezieht;  wir  wissen  ferner  schon,  dass 

^  (d)  entweder  =  0,    oder  =  9  (d) 

ist.    Da  nun  früher  bewiesen  ist  (§.  13),  dass  auch 

l9>(d)=jp-l 

ist,  so  folgt  hieraus  mit  Nothwendigkeit,  dass 

if  (ö)  niemals  =  0,  sondern  stets  =  <p  (d) 

ist.  Denn  da  jedes  Glied  ^(ä)  der  ersteren  Summe  dem  ent- 
sprechenden der  letzteren  höchstens  gleich  sein,  aber  niemals  das- 
selbe übertreffen  kann,  so  würde,  sobald  nur  ein  einziges  Mal  oder 
öfter  ^  (ö)  =  0  wäre,  die  erstere  krumme  nothwendig  kleiner  aus- 
fallen müssen  als  die  letztere,  während  sie  in  der  That  einander 
gleich  sind.     Wir  haben  so  den  wichtigen  Satz*)  gewonnen: 

Die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen^  welche  zifr 
einem  bestimmten  Divisor  Ö  von  p — 1  gehören^  ist  stets  =  9(ö). 

Es  genügt,  einen  Blick  auf  das  obige  Beispiel  zu  werfen,  in 
welchem  p  =  7,  um  diesen  Satz  ^bestätigt  zu  sehen. 


*)  Gau^s:  T).  A.  art.  54. 
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Am  interessantesten  und  folgenreichsten  ist  der  in  diesem 
Kesultat  enthaltene  specielle  Fall,  in  welchem  ö  =p  —  1  ist: 

Es  giebt  stets  q)(p —  1)  incongruente  Zahlen  g^  welche  zu  dem 
Expanenten  p  —  1  gehören^  welche  also  die  charakteristische  Eigen- 
schaft hctben^  dass  die  p  —  1  Pote^izen 

hg.g\g'  .'^g^-^  (G) 

sämnUlich  incongruent  (mod.j?)  sind. 

Da  es  überhaupt  nur  p  —  1  incongruente  und  durch  p  nicht 
theilbare  Zahlen  c  giebt,  so  folgt,  dass  jede  solche  Zahl  c  einer, 
und  natürlich  auch  nur  einer  der  Potenzen  (Cr)  congruent  ist. 
Jede  solche  Zahl  (7,  welche  zum  Exponenten  2>  —  1  gehört,  heisst 
eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p*),  und  man  kann  daher 
sagen :  wenn  g  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist,  und  c  irgend  eine 
durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so  existirt  stets  eine  Zahl  y  in  der 
Reihe  0,  1,  2  ...j)  —  2  und  nur  eine  von  der  Beschaffenheit,  dass 

c  ^  gy  (mod.^) 

ist.  Wenn  man  in  dieser  Weise  alle  incongruenten  und  —  was  im 
Folgenden  immer  hinzuzudenken  ist  —  durch  p  nicht  theilbaren 
Zahlen  als  Potenzen  einer  Basis  g  darstellt,  so  heissen  die  Expo- 
Bsnten  y  die  Indices  der  zugehörigen  Zahlen  c  in  Bezug  auf  die 
Sasis  g^  und  man  schreibt  z.  B. 

Ind.  c  =  y^ 

indem  man  die  Basis  ^,  so  lange  sie  unverändert  bleibt,  in  der 
Bezeichnung  unterdrückt. 

Nehmen  wir  z.  B.  2>  =  13,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
2  eine  primitive  Wurzel  ist;  denn  durch  Potenziren  erhält  man 

2«  =1,      21  =  2,  •   23  =  4,     28  =  8,    2*  =  3,      2^  =  6, 
2«  =12,    27  =  11,    2«  =  9,     29  =  5,     2io=  10,    21^=7. 

Nehmen  wir  daher  2  zur  Basis  eines  Systems  von  Indices,  so 
erhalten  wir  folgende  Tabellen: 


*)  Etiler:  Demonstrationes  circa  residua  ex  dtvisione  potestatuffi  ])er 
numeros  primos  resultantiaj  Nov.  Comm.  Petrop.  XVIII,  p.  85. 
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c 

1 

2 

3 

i  4 

5 

6 

7 

8     9      10 

11 

12 

Ind.  c 

0 

1 

4 

i  2 

9 

5 

11 

3     8     10 

7 

6 

und 

t 

Ind.  c 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7     8     9 

10 

11 

c|l|2|4|8|3{6|12|ll|9|5|10|     7 

deren  erstere   dazu  dient,  zu  einer  Zahl  c  den  Index  zu  finden, 
während  die  zweite  den  entgegengesetzten  Zweck  hat*). 

OflFenbar  hat  dieses  ganze  Verfahren  die  grösste  Analogie  mit 
der  Construction  von  Logarithmentafeln,  die  ja  auf  dem  ähnlichen 
Gedanken  beruhen,  alle  positiven  Zahlen  als  Potenzen  einer  ein- 
zigen Basis  darzustellen;  und  es  zeigt  sich  nun  auch,  dass  in  der 
Zahlentheorie  die  Indices  ähnliche  Gesetze  befolgen  und  für  prak- 
tische Zwecke  ebenso  brauchbar  sind,  wie  die  Logarithmen.  Zu- 
nächst leuchtet  ein,  dass  zwei  congruente  Zahlen  auch  stets  den- 
selben Index  haben,  in  Zeichen:  wenn  a  ^  b  (mod,p)^  so  ist  auch 
Ind.  a  =  Ind.  b.  Ist  ferner  c  ^  ab  (mod.j)),  so  ist  Ind.  c  ^ 
Ind.  a  4-  I^id.  b  (mod.p  —  1),  oder  kürzet',  es  ist  stets 

Ind.  (ab)  ^  Ind.  a  +  Ind.  b  (mod.^; —  1). 

Denn  es  ist  ja 

a  ^  ^ind«  (mod.p);     b  ^  ^ind.&  (mod.^^), 
also 

ab  ^  ^yind.o  +  ind.b  (mod.^); 

nun  ist  aber  auch 

aft  =  //ind(«b)  (mod-i?), 
folglich 

glnd.(ah)  ^  ^Ind.a+Ind.&  (niod.j>). 

Da  nun  (j  eine  primitive  Wurzel  von  p,  also  eine  zum  Exponenten 
ö  =  (p  —  1)  gehörende  Zahl  ist,  so  folgt  aus  §.  28  die  Richtigkeit 
der  zu  beweisenden  Congruenz  nach  dem  Modul  ^> — 1.  Nehmen 
wir  unser  obiges  Beispiel,  in  welchem  j>  =  13,  so  ist  z.  B. 


folglich 
oder 


Ind.  (7)  =  11,     Ind.  (9)  =  8, 

Ind.  (63)  =  19  (mod.  12) 
Ind.  (63)  =  7. 


*)  Im   Canon  Arithmeticus  YorxJacobi  (1839)  findet  man  solche  Tabellen 
für  alle  dem  ersten  Tausend  angehörenden  Primzahlen. 
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In  der  That  ist  aber  63  =  11  (mod.^13),  und  Ind.  (U)  =  7.  Man 
sieht  aus  diesem  Beispiel,  wie  eine  solche  Doppeltafel  der  Indices 
dazu  benutzt  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  die  Classe  (11)  zu 
finden,  welcher  das  Product  (63)  aus  zwei  Zahlen  (7  und  9)  an- 
gehört. 

Natürlich  lässt  sich  der  vorstehende  Satz  auf  ein  Product 
aus  beliebig  vielen  Factoren  in  folgender  Weise  ausdehnen: 

Ind.  (abc  .  • .)  ^  Ind.  a  +  Ind.  b  +  Ind.  c  +  •  •  •  (mod.  p  —  1). 

Nimmt  man  hierin  alle  Factoren  einander  congruent,  so  erhält 

man: 

Ind.  (a**)  ^  n  Ind.  a  (mod.  p  —  1), 

wo  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  liesse  sich  hieraus  auch  leicht  nachweisen,  dass  der  Ueber- 
gang  von  einem  System  von  Indices  zu  einem  anderen,  dessen  Basis 
eine  andere  der  (p(p  —  1)  primitiven  Wurzeln  ist,  ganz  ähnlichen 
Gesetzen  unterliegt,  wie  der  Uebergang  von  einem  Logarithmen- 
system zu  einem  anderen;  wir  beschränken  uns  indessen  auf  fol- 
gende einfache  Bemerkungen.  Wie  auch  die  Basis  g  gewählt  sein 
mag,  der  Index  von  1  ist  stets  =  0 ;  denn  es  ist  immer  g^  =  1 . 
Femer  ist  (den  Fall  p  =  2  ausgenommen)  der  Index  von  —  1  stets 
=  I  (p  —  1);  denn  da  nach  §.  19 

gp-i  -  1  =  (^^-  1)  (g^+  1)  =  0  (mod.j;) 
ist,  so  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 

g   ^    -l,      g   2    ^   l 

durch 2>  theilbar  sein;  die  erstere  ist  es  aber  nicht,  denn  sonst  wäre 

g  ^    =1  (moip), 

was  mit  der  Voraussetzung  im  Widerspruch  ist,  dass  g  zum  Ex- 
ponenten p — 1  gehört;  es  ist  daher  stets 

g  ^    ^  —  1  (mod.|)) 
und  folglich 

Ind.  (-1)=^. 

Es  verdient  endlich  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die 
Indices,  statt  aus  den  Zahlen  0,  1 ,  2  .  .  .  (j9  —  2),  ebenso  gut  aus 


/^ 
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jedem  anderen  voUständigieft  System  incongruenter  Zahlen  in  Be- 
zug auf  den  Modul  p — 1  wählen  kann;  die  soeben  bewiesenen 
Fundamentalsätze  erleiden  dadurch  nicht  die  geringste  Aenderung. 
Man  kann  nun  die  Indices  benutzen,  um  eine  Congruenz  ersten 
Grades 

äx  ^  b  (mod.jp), 

die  hier  die  Stelle  eines  Divisionsproblems  vertritt,  mit  Leichtig- 
keit aufzulösen;  denn  es  muss  oflFenbar 

Ind.  X  ^  Ind.  b  —  Ind.  a  (mod.  p  —  1) 

sein.    Ist  also  z.  B.  die  Congruenz 

5  a?  =  6  (mod.  13) 

zu  lösen,  so  wird  man,  indem  man  wieder  die  primitive  Wurzel  2 
zur  Basis  des  Indexsystems  wählt, 

Ind.  X  =.Ind.  6  —  Ind.- 5  =  5  —  9  =  8  (mod.  12) 

und  folglich 

x  =  9  (mod.  13) 
finden. 

Diese  Methode,  Congruenzen  ersten  Grades  aufzulösen,  scheint 

auf  den  ersten  Blick  nur  dann  anwendbar,  wenn  der  Modul  eine 

Primzahl  ist;  allein  man  kann  leicht  zeigen,  dass  jede  beliebige 

Congruenz  ersten  Grades 

ax  ^b  (mod./v), 

deren  Modul  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  auf  eine  Kette  von 
Congruenzen  reducirt  werden  kann,  deren  Moduln  Primzahlen  sind. 
Wir  können  uns  hierbei  auf  den  Fall  beschränken ,  in  welchem  a 
relative  Primzahl  gegen  h  ist.    Man  löse  nun  zuerst  die  Congruenz 

ax  ^  b  (mod.j)), 

wo  p  irgend  eine  in  k  =  plc'  aufgehende  Prinizahl  ist,  nach  der 
neuen  Methode,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

X  ^  a  (mod.jp)    oder    x  =  oc  -\-  px\ 

wo  x'  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  substituirt  man  diesen  Ausdruck 
in  die  gegebene  Congruenz,  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an: 

pax^  ^b  —  aa  (mod.fc). 

Da  nun  b  —  aa  durch  p  theilbar,  also  von  der  Form  b'p  ist,  so 
stimmen  sämmtliche  Wurzeln  der  vorstehenden  Congruenz  mit  den 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 


J 
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ax'  ^  6'  (mod.Ä;') 

überein.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  fortfahren,  indem  man 
diese  Congruenz  zunächst  nur  in  Bezug  auf  eine  in  k*  aufgehende 
Primzahl  p^  löst,  u.  s.  f.;  man  braucht  dann  zuletzt  nur  noch  von 
der  Wurzel  der  letzten  dieser  Gongruenzen  durch  successive  Sub- 
stitution zu  der  der  ursprünglichen  überzugehen. 


§.  31. 

• 

Wir  benutzen  nun  noch  die  Theorie  der  Indices,  um  auf  sie 
die  Theorie  der  binotnischen  Congruenzen  für  einen  Primzahl- 
modulus  p  zu  stützen;  nach  einer  früheren  Bemerkung  kann  man 
einer  jeden  solchen  binomischen  Congruenz  die  Form 

aj»*  =  D  (mod.jp)  (1) 

geben,  in  welcher  der  Coefficient  der  Potenz  der  Unbekannten 

=  1  ist;  da  ferner  der  Fall,   in  welchem  JD  ^  0  (mod.jp)  und 

folglich  auch  x  ^  0  (mod.^),  ohne  Interesse  ist,  so  schliessen  wir 

denselben  aus. 

Bezeichnen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Indices  von  D  und  x 

resp.  mit  y  und  |  (wenn  irgend  eine  primitive  Wurzel  g  von  p  zur 

Basis  genommen  ist),  so  reducirt  sich  die  Auflösung  der  Congruenz 

(1)  auf  die  Bestimmung   aller  Wurzeln   |   der  Congruenz  ersten 

Grades 

mJ  =  y  (mod.^)  —  1);  (2) 

denn  offenbar  entspricht  jeder  Wurzel  der  einen  dieser  beiden 
Gongruenzen  (1)  und  (2)  auch  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel  der 
anderen. 

Es  sei  jetzt  S  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen 
|)  —  1  und  n,  so  ist  (§.  22)  die  Congruenz  (2)  nur  dann  möglich, 
wenn  die  Bedingung 

y  =  0  (mod.  8)  (3) 

erfüllt  ist,  und  dann  hat  sie  8  nach  dem  Modul  p—l  incongruente 
Wurzeln  J.    Wir  schliessen  hieraus  unmittelbar  den  Satz: 

Ist  8  der  grösste  gemeinsdiafiliche  Divisor  des  Grades  n  der 
Congruenz  (1)  und  der  Zahl  p  —  1,  so  ist  diese  Congruenz  nur 
dann  möglich^  wenn  die  Bedingung 

Ind.  7)  =  0  (mod.  8)  (4> 


IVf-- 
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erfüllt  ist^  und  dann  besitzt  sie  d  nach  dem  3Iodul  p  incangruente 

Wurzeln  x. 

Liegt  z.  B.  die  Congruenz 

a;8  =  3  (mod.  1 3) 

vor,  so  ist  d  =  4;  nehmen  wir  ferner  die  primitive  Wurzel  2  als 
Basis  für  die  Indices,  so  ist  Ind.  3  =  4,  also  ist  die  Bedingung  (4) 
erfüllt,  und  die  vorgelegte  Congruenz  hat  4  nach  dem  Modul  13 
incongruente  Wurzeln;  um  diese  zu  finden,  bilden  wir  die  Con- 
gruenz ersten  Grades 

8|  =  4  (mod.  12)     oder     2|  =  1  (mod.  3), 

und  erhalten  hieraus 

S  =  2  (mod.  3) 
oder 

1^2,    oder  5,     oder  8,     oder  11  (mod.  12), 

folglich,  indem  wir  zu  diesen  Indices  |  die  zugehörigen  Zahlen 
suchen, 

rc  ^  4,    oder  6,     oder  9,     oder  7  (mod.  13). 

Da  die  Möglichkeit  der  binomischen  Congruenz  von  der  Wahl 
der  primitiven  Wurzel  g^  auf  welche  sich  die  Indices  y  und  |  be- 
ziehen, nothwendig  unabhängig  sein  muss,  so  wird  das  Kriterium, 
dass  der  Index  y  einer  Zahl  D  durch  einen  Divisor  d  der  Zahl 
p  —  1  theilbar  sein  muss ,  in  eine  von  der  Theorie  der  Indices 
unabhängige  Form  gebracht  werden  "können.  Dies  bestätigt  sich 
auf  folgende  Weise.  Sobald  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis  g 
der  Index  y  der  Zahl  D  durch  den  Divisor  8  von  p  —  1  theilbar, 
also  von  der  Form  hS  ist,  so  haben  wir  die  Congruenz 

D  ^  g^^  (mod.  j;) 

und  hieraus  durch  Potenzirung 

D"^  =  ^Ä(i>-i)  -=;  l  (mod.j)); 
und  umgekehrt,  sobald  die  Zahl  D  dieser  Bedingung 


in~  =  1  (mod.^;) 


(5) 


genügt,  muss  der  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Basis  g  genommene 
Index  y  der  Zahl  D  durch  d  theilbar  sein;  denn  es  sei 

D  ^  gy  (mod.2>), 
so  folgt  hieraus 


r 


§.  31.  Congruenz  der  Zahlen.  73 

/■    ^   =  1  (mod.jp), 

und  da  g  eine  primitive  Wurzel,  d.  h.  eine  zum  Exponenten  j)  —  1 
gehörende  Zahl  ist,  so  muss  der  Exponent  durch  p  —  1,  und  folg- 
lich der  Index  y  durch  d  theilbar  sein. 

Nachdem  hiermit  die  obige  Bedingung  (3)  oder  (4)  in  das 
von  Eiller*)  gefundene  und  nach  ihm  benannte  Kriterium  (5) 
umgeformt  ist,  können  wir  unseren  Satz  in  folgender  Weise  un- 
abhängig von  der  Theorie  der  Indices  aussprechen: 

Ist  d  der  grösste  gemeinschaßUche  Divisor  der  Zahlen  n  wnd 
p  —  1,  so  hat  die  Congruenz 

Ä*  =  Z)  (mod.j?),  (1) 

genau  8  incongruente  Wurzeln^  oder  gar  keine^  je  nachdem  die  Zahl 

D  der  Bedingung 

p-i 
D  ^    =  1  (raod.jp)  (5) 

genügt  oder  nicht  genügt. 

Den  speciellen  Fall,  in  welchem  S  =  w  und  D  =  1  ist,  haben 
wir  schon  früher  (§.  27)  auf  anderem  W^ege  bewiesen;  es  würde 
nicht  schwer  sein,  aus  den  dort  angewandten  Principien  auch  den 
allgemeinen  Satz  abzuleiten,  ohne  die  Theorie  der  Indices  zu  Hülfe 
zu  rufen ;  doch  überlassen  wir  der  Kürze  halber  diese  Untersuchung 
dem  Leser. 

Wir  können  nun  auch  noch  die  Frage  aufstellen:  wenn  der 
Grad  n  der  Congruenz  (1)  gegeben  ist,  wie  viele  incongruente 
Zahlen  D  existiren,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist? 
Hierauf  liefert  der  Satz  selbst  sogleich  die  Antwort,  denn  diese 
Zahlen  D  sind  ja  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  binomischen  Con- 
gruenz 

X  ^    ^  l  (mod.jp); 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Exponenten  (jp  —  1)  :  ö 
und  der  Zahl  p  —  1  ist  in  diesem  Falle  der  Exponent  (p  —  l)  :  8 
selbst,  und  da  das  Kriterium  für  die  Möglichkeit  offenbar  erfüllt 
ist,  so  ist  also  die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  D,  für  welche 
die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  genau  =  (p —  1)  :  ä.    Man  nennt 


*)  Theoremata  circa  residua  ex  divisione  potestatum  reitet a,  artt.  64.  72 
(Nov.  Comm.  Petrop.  VII). 


Zweiter  Abschnitt.  §.  3i. 

thien   D,  welche  der  fiten  Potenz  einer  Zahl  congruent 
z  «te  Potenzreste,  und  wir  können  daher  sagen: 
Anzahl  aller  nten  Potenzreste  ist  =;  (jj  —  1)  :  6,  wo  S  den 
ijenmnsckaftlichen  Divisor  der  Za/ilen  n  und  p  —  l  he- 

findet  dieselben  offenbar,  wenn  man  alle  incongruenten 
,ur  «ten  Potenz  erhebt  und  deren  Reste  bildet.  Wenn 
,  4  ist,  so  nennt  man  diese  Zahlen  resp.  quadratische,  cu- 
quadratische  Reste.  Mit  der  Tlieorie  der  ersteren,  welche 
iUein  schon  eine  grosse  Ausdehnung  besitzt,  werden  wir 

im  Folgenden  ausführlich  beschäftigen. 


r 
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Von  den  quadratischen  Resten. 


§.  32. 

Wir  behandeln  im  Folgenden  ausführlich    die  Theorie  der 
Congruenzen  von  der  Form 

Ä«  =  2)  (mod.  fc),  (1) 

in  welcher  wir  stets  B  als  relative  Frimeahl  gegen  den  Modul  k 
voraussetzen.  Es  würde  sich  leicht  zeigen  lassen,  dass  jede  be- 
liebige Congruenz  zweiten  Grades  auf  diesen  Fall  zurückgeführt 
werden  kann;  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aulhalten.  So  oft 
nun  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  so  oft  sie  Wurzeln  hat, 
heisst  die  Zahl  D  quadratischer  Rest  der  Zahl  h;  im  entgegen- 
gesetzten Fall  heisst  Z)  quadratischer  Nichtrest  der  Zahl  i.  Man 
lässt  auch  häufig,  wenn  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist, 
das  Beiwort  „quadratisch"  fort  und  nennt  kurz  die  Zahl  D  Rest 
oder  Nichtrest  von  fc,  je  nachtiem  die  Congruenz  (1)  möglich  ist 
oder  nicht.  Unmittelbar  leuchtet  hieraus  ein,  dass  zwei  nach  dem 
Modul  k  congruente  Zahlen  entweder  beide  Reste  von  h  oder  beide 
Nichtreste  von  k  sind;  d.  h.  alle  in  einer  und  derselben  Classe 
enthaltenen  Zahlen  haben  denselben  Charakter;  je  nachdem  eine 
von  ihnen  Rest  oder  Nichtrest  des  Modul  k  ist,  sind  sie  alle  Reste 
oder  alle  Nichtreste  von  k. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Reste  zerfallt  nun  in   zwei 
Haupttheile;  man  kann  nämlich  einmal  die  Frage  aufwerfen: 


r\:vmi'^f 
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s.  83. 


Wenn  der  Modul  h  gegeben  ist^  welches  sind  dann  die  sämmt- 
liehen  incongruenten  quadraiischen  Reste  von  Je?  tind  wie  viele 
Wurzeln  hat  die  einer  jeden  dieser  Zahlen  entsprechende  Con- 
gruenz ? 

Bei  weitem  schwieriger  ist  aber  die  Beantwortung  der  folgen- 
den zweiten  Hauptfrage: 

Wenn  die  Zahl  D  gegeben  ist^  welches  sind  dann  die  Moduln 
/t,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  welches  sind  die 
Zahlest  Ä,  von  denen  die  gegebene  Zahl  D  quadratischer  Rest  ist? 


•  4 


§.  33. 

• 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  ersten  Frage  und  be- 
ginnen die  Untersuchung  mit  dem  einfachsten  Falle,  mit  dem  näm- 
lich, wo  der  Modul  eine  ungerade  Primzahl  p  ist  (der  Fall  p  =  2 
erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemerkung,  dass  jede  ungerade 
Zahl  ^  P,  also  quadratischer  Rest  von  2  ist).  Hier  erhalten  wir 
die  vollständige  Antwort  sogleich  durch  die  vorhergehende  Theorie 
der  binomischen  Congruenzen  (§.  31).  In  unserem  Falle  ist  nämlich 
w  =  2  der  Grad  der  binomischen  Congruenz,  und  da  p  —  1  gerade 
ist,  so  ist  Ä  =  2  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und 
p  —  1 ;  die  Congruenz 

x^  ^  D  (mod.p) 

ist  daher  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn 

D  ^  =1  (moA.p), 

und  zwar  hat  sie  jedesmal  zwei  incongruente  Wurzeln;  es  giebt 
l(p  —  1)  quadratische  Reste,  und  folglich,  da  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleich  p  —  1  ist, 
auch  \(p  —  l)  Nichtreste  von  p.  Da  ferner  nach  dem  Fermat'- 
schen  Satze 


p— 1 


p-i 


Dp-'  —  1  =  (D  »    —  1)  (Z)  2    +  1)  =  0  {mod.p) 

ist,  so  folgt,  dass 

p-i 

JD  a    =  —  1  (mod.j)) 
sein  muss,  so  oft  D  ein  Nichtrest  von  |)  ist.    Je  nachdem  also 

D  2  ^  +  l  oder  ^  —  1  ist,  ist  D  ein  Rest  oder  Nichtrest  von  p. 
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Nennt  man  die  Eigenschaft  einer  Zahl  D,  Rest  oder  Nichtrest  von 
|)  zu  sein,  ihren  Charakter^  so  ist  derselbe  also  durch  dieses 
Euler'sche  Kriterium  vollständig  bestimmt. 

Es  lässt  sich  indessen  auch  ganz  elementar  beweisen,  dass 
die  Anzahl  sowohl  der  Reste  als  auch  der  Nichtreste  =  ^(p —  1) 
ist.    Quadrirt  man  nämlich  die  ^(p  —  1)  Zahlen 

1    2   3  ^"l 

80  sind  die  Quadrate  sämmtlich  incongruent;  denn  sind  r  und  s 
zwei  verschiedene  dieser  Zahlen,  so  ist  die  Differenz  ihrer  Quadrate 

r2  —  s»  =  (r  +  s)(r-'S) 

nicht  theilbar  durch  j),  da  die  Factoren  r  +  s  und  r  —  s  kleiner  als 
p  sind.  Diese  ^(p  —  1)  Quadrate  geben  also  wirklich  l(p  —  1) 
incongruente  quadratische  Reste;  dagegen  liefern  die  Quadrate  der 
folgenden  Zahlen 

dieselben  Reste  wieder;  denn  es  ist  allgemein 

(p  —  ry=p^  —  2  rj)  -\-r^  ^  r^  (mod.  p). 

Also  ist  l(p  —  1)  die  Anzahl  aller  quadratischen  Reste,  und  folg- 
lich auch  die  der  quadratischen  Nichtreste. 

Da  ein  Product  aus  mehreren  Factoren,  die  nicht  durch  p 
theilbar  sind,  dieselbe  Eigenschaft  hat,  so  kann  man  nach  dem 
Charakter  des  Productes  fragen,  wenn  die  Charaktere  der  Factoren 
gegeben  sind.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  zwei  Factoren, 
so  sind  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Das  Product  aus  zwei  Resten  ist  wieder  ein  Rest;  denn 
sind  a  und  a'  Reste,  so  giebt  es  Zahlen  x,  x!  von  der  Beschaffen- 
..heit,  dass  a  ^  a:^  (mod.^j),  a!  "=.  x''^  (mod.i?);  hieraus  folgt  aber 
aa'  =  (ira:')2(mod.2)),  d.  h.  aal  ist  Rest  von  p, 

IL  Das  Product  aus  einem  Rest  und  einem  Nichtrest  ist  ein 
Nichtrest.  Denn  wenn  wir  ein  vollständiges  System  incongruentcr 
und  durch  p  nicht  theilbarer  Zahlen  bilden,  so  zerfallt  dasselbe  in 
zwei  Gruppen,  deren  eine  \(^p —  1)  Reste  —  wir  wollen  sie  all- 
gemein mit  «  bezeichnen  —  und  deren  zweite  \{p —  1)  Nichtreste 
ja  enthält.  Multiplicirt  man  nun  alle  diese  Zahlen  a  und  /3  mit 
einem  Reste  a,  so  bilden  die  Producte  aa  und  a^  wieder  ein  voll- 
ständiges System  incongruentcr  (durch  p  nicht  theilbarer)  Zahlen, 
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Iches  also  wieder  J(j> — 1)  Reste  und  ^(p  —  1)  Nichtreste  ent- 
It.  In  der  That  sind  nun  (nach  I.)  die  Producta  ua  sämmtlich 
ider  Reste;  es  müssen  daher  die  anderen  ^(p  —  1)  Producte  aß 
nmtlich  Nichtreste  sein;  also  ist  das  Product  aus  jedem  Rest  a 
d  jedem  Niclitrest  ß  ein  Nichtreat. 

III.  Das  Product  aus  zwei  Nichtresten  ist  ein  Rest.  Denn 
det  man  wieder  das  System  der  Reste  «  und  Nichtreste  ß,  und 
Itiplicirt  dieselben  mit  einem  Nichtreste  b,  so  sind  die  Producte 
(nach  II.)  sämmtlich  Nichtreste;  folglich  müssen  die  übrigen 
r> — 1)  Producte  bß  sämmtlich  Reste  sein. 

Man   kann  diese  wichtigen  Sätze   offenbar  in   den  folgenden 


Ein  Produd  aus  beliebig  vielen,  durch  die  PrimzM  p  nicht 
Ubaren  Zahlen  ist  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  die  An- 
il  der  Nichtreste,  welche  sich  utä&r  den  Fadoren  finden,  gerade 
•r  ungerade  ist. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  oben  auf- 
itellteu  Kriterium  für  den  Charakter  einer  Zahl;  denn  da 
p— l  p-l    p-l     v—\ 

{abc  ...)  a   =a  *    Ja     c  ä     ... 
so  wird 

{abc  .  .  ^)  ^  ^  +  1     oder    ^  —  1  (mod.jj) 

n,  je   nachdem  die  Anzahl  der  Factoren  a  "  ,  i  »  ,  c  *    -  .  ., 

Iche  ^  —  1  sind,  eine  gerade  "oder  ungerade  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  in  Form  einer  Gleichung  ausdrücken, 
an  man  sich  eines  von  Legendre*)  in  die  Zahlentheorie  ein- 
ührten  Zeichens  bedient,  welches  in  allen  folgenden  Unter- 
:hungen  eine  grosse  Rolle  spielt.  Legendrc  bezeichnet  nämlich 
rch  das  Symbol 

positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem  die  durch  die  Prim- 
il  p  nicht  theiibare  Zalil  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 

i  p  ist;  es  ist  daher  stets 

')  Theorie  lies  Numbref,  3"^  C-d.     Toni.  I,  p.  107. 
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Den  Satz  über  den  Charakter  eines  Productes  kann  man  dann 
offenbar  durch  die  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

(=^) = (f)  (i)  © 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  sobald  m  ^  n  (mod.|)),  auch 

(1) = (?) 


•  •  • 


sein  wird. 


§.34. 


Es  ist  nun  interessant,  zu  sehen,  dass  die  soeben  gewonnenen 
Sätze,  welche  zum  Theil  als  Resultate  einer  ausgedehnten  Theorie, 
wie  der  der  binomischen  Congruenzen,  erscheinen,  sich  aus  den 
ersten  Principien  auf  einem  ganz  elementaren  Wege  ableiten  lassen, 
der  zugleich  einen  neuen  Beweis  des  Wilson'schen  und  Fermat'schen 
Satzes  liefern  wird. 

Es  sei  D  irgend  eine  durch  die  (ungerade)  Primzahl  p  nicht 
theilbare  Zahl,  und  r  irgend  eine  der  Zahlen 

1,  2,  3...(i)-l);  (l) 

dann  existirt  in  derselben  Seihe  stets  eine  und  nur  eine  Zahl  s 
Ton  der  Beschaffenheit,  dass 

rs  ^  D  (mod.^>) 

ist;  denn  diese  Zahl  s  ist  ja  die  Wurzel  der  Congruenz  ersten 
Grades  rx^  D  (mod.p);  je  zwei  solche  Zahlen  r  und  s  der  Reihe 
(1),  deren  Product  ^  7)  ist,  wollen  wir  zusammengehörige  Zahlen 
nennen;  offenbar  ist  durch  eine  dieser  beiden  Zahlen  die  andere 
ebenfalls  bestimmt.  Identisch  können  diese  beiden  Zahlen  nur  dann 
werden,  wenn  die  Congruenz 

x^=  D  (moA.p)  •  (2) 

inogUch  ist.  Danach  theilen  wir  unsere  Untersuchung  in  zwei 
Fälle  ein. 

Erstens:  Die  Congruenz  (2)  ist  unmöglich.  —  Dann  sind  also 
^je  zwei  zusammengehörige  Zahlen  von  ein^inder  verschieden,  und 
da  zwei  solche  Paare  stets  identisch  sind,  sobald  sie  nur  eine  ge- 
meinschaftliche Zahl  haben,  so  zerfallen  die  säraratlichen  |^  —  1 
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Zahlen  (1)  in  ^(p — 1)  solche  Paare  zusammengehöriger  Zahlen^ 
und  folglich  ist  ihr  Product 

p-i 
1  .  2  .  3  .  .  .  Q;  —  1)  =  Z)  2    (niod.2>).  (3) 

Zweitens :  Die  Congruenz  (2)  ist  möglich.  —  Dann  existirt  also 
auch  in  der  Reihe  (1)  mindestens  eine  Zahl  q  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  Q^  ^  D\  sehen  wir  zu,  ob  ausser  g  in  der  Reihe  (1) 
noch  eine  solche  Zahl  ö  existirt;  dann  muss  <J'  ^  p',  folglich 
(<J  —  p)  (ö  +  q)  durch  }}  theilbar  sein ;  da  wir  6  verschieden  von  q 
voraussetzen,  so  ist  ö  —  g  nicht  theilbar  durch  j},  folglich  muss 
0  -\-  g  theilbar  durch  j),  also  6=2J —  g  sein;  und  in  der  That  ist 
wirklich  (p  —  g)'^  ^  D.  Trennen  wir  nun  diese  beiden  (wirklich 
ungleichen)  Zahlen  g  und  (5=p —  p,  deren  Product  gö  ^  —  g'^ 
^  —  D  ist,  von  den  übrigen  der  Reihe  (1),  so  zerfallen  die  letzteren 
in  ^(p  —  3)  Paare  zusammengehöriger  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  jedes  Paar  aus  zwei  verschiedenen  Zahlen  besteht.  Dem- 
nach ist  in  diesem  Fall  das  Product  aller  Zahlen  der  Reilie  (1): 

1  .  2  .  3  .  .  .  (>  —  1)  =  —  jD  2    (mod,p).  (4) 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  in  welchem  die  Congruenz  (2) 
stets  möglich  ist,  nämlich  den,  in  welchem  Z)  =  1  =  P;  wir  er- 
halten daher  zunächst  aus  (4)  den  Satz  von   Wilson: 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i>—  1)  =  —  1  (mod.20,  ^     (5) 

und  substituiren  wir  dies  in  die  Congruenzen  (3)  und  (4),  so  er- 
halten wir  das  Resultat,  dass 

D  ^  =+  l     oder    =  —  1  (mod. p) 

ist,  je  nachdem  die  Congruenz  (2)  möglich  oder  nicht  möglicli  isL 
Da  endlich  ein  dritter  Fall  nicht  existiren  kann,  so  erhalten  wir 
allgemein 

Dp-'  =  VZ>  2  ;   =  (+  1)2  =  +  1  (mod.jp), 

also  den  Satz  von  Fermat. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  sind  wir  also  sogleich  bis 
zu  denselben  Sätzen  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  ge- 
langt, welche  vorher  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  binomischen 
Congruenzen  abgeleitet  waren. 
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§.  35. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Untersuchung  des  Falls,  in 
welchem  der  Modul  k  der  quadratischen  Congruenz 

x^  ^  D  (mod.  k) 

die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist;   dabei  müssen  wir  den  Fall,  in 

welchem  p  =  2,  gesondert  von  den  übrigen  behandeln,  in  welchen 

jp  eine  ungerade  Primzahl  ist*). 

Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl ,  und  k  =  p",  wo  x 

irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  nehmen  wir  an,  die 

Congruenz 

x«  =  Z)  (mod.jp^)  (1) 

sei  möglich,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  im  Ganzen  jswei 
incongruente  Wurzeln  hat;  denn  ist  u  eine  bestimmte,  und  x  irgend 
eine  Wurzel,  so  muss 

a;»  —  a»  =  (a;  —  a)  (a;  +  a)  =  0  (mod. jp^) 

sein ;  von  den  beiden  Factoren  x  —  a  und  a:  +  a  ist  aber  nur  einer 
durch  p  theilbar;  denn  wären  beide  durch  p  theilbar,  so  wäre  auch 
ihre  Differenz  2  a,  und  folglich  auch  «  durch  p  theilbar,  was  nicht 
der  Fall  ist,  da  wir  i)  ^  a«  als  nicht  theilbar  durch  p  voraus- 
gesetzt haben.  Da  also  einer  der  beiden  Factoren  relative  Primzahl 
gegen  p"  ist,  so  muss  der  andere  für  sich  allein  durch  p"  theilbar 
sein.    Es  ist  daher  entweder 

X  ^  a  (mod.  j)"),    oder    x^  —  a  (mod.jp*); 

also  hat  die  Congruenz  (1)  entweder  gar  keine  Wurzel,  oder  sie 
hat  zwei  incongruente  Wurzeln  a  und  — a. 

Es  ist  nun  noch  zu  entscheiden,  wann  das  Eine,  wann  das  Än- 
dere stattfinden  wird.  Da  nun  jede  Wurzel  a  der  Congruenz  (1) 
auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  p)  (2) 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Congruenz  (1)  nur  dann  möglich  ist, 
wenn  D  quadratischer  Rest  von  p  ist;  es  fragt  sich  daher  nur,  ob 


»  *)  Die  nachfolgenden  Hesultate  IsBsen  eich  auch  aus  dem  in  §.  145  be- 

wiesenen Satze  ableiten. 

I  Dirichlet,   Zahlentheorie.  Q  m 
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auch  umgekehrt,  wenn  D  quadratischer  Rest  von  p  ist,  hieraus  die 
MögUchkeit  der  Congruenz  (1)  folgt.  Um  dies  zu  zeigen,  brauchen 
wir  nur  nachzuweisen,  dass,  sobald  die  Congruenz  (2)  eine  Wurzel 
oe  besitzt  (also  D  quadratischer  Rest  von  p  ist),  hieraus  sich  eine 
Wurzel  der  Congruenz  (1)  ableiten  lässt,  welche  ^  a  (mod.|))  ist; 
und  da  Aehnliches  von  jeder  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  J;)  gilt,  wo 
D  stets  dieselbe  Zahl,  Tc  aber  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl  p 
ist,  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  aus  einer  Wurzel  a  der 
Congruenz  (1)  sich  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  =  B  (mod.p''+i)  (3) 

ableiten  lässt,  welche  ^  a  (mod.^'')  ist.     Es  sei  daher 

«2  ^  D  (mod.  j)^)    oder    cc^  —  D  =  hp^, 

so  setzen  wir 

x  =  a  +  p^tj, 

woraus 
a;2  — D  =  Ai)''  +  2aj)''j/  +  2;2«y2  =2)«(A+ 2ay)  (mod.j>''  +  i) 

folgt;  damit  nun  x^  ^  D  (mod,p^-^^)  werde,  braucht  y  nur  so 
bestimmt  zu  werden,  dass 

2ay  ^  —  h  (mod.j)) 

werde;  da  nun  D,  folghch  auch  a,  und  also,  da  p  ungerade  ist, 
auch  2  a  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  so  lässt  sich  y  stets 
so  wählen,  dass  es  dieser  Congruenz  ersten  Grades  genügt*).  Wir 
sehen  also,  dass  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  auch  stets 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  (3)  folgt;  durch  dieselbe  wiederholt 
angewendete  Schlussweise  ergiebt  sich  also  auch,  dass  aus  der 
Möglichkeit  der  Congruenz  (2)  stets  die  der  Congruenz  (1)  folgt, 
und  wir  haben  auch  eine  Methode  gefunden,  um  aus  einer  Wurzel 
der  Congruenz  x^  ^  D  für  den  Modul  j;  successive  eine  Wurzel 
derselben  Congruenz  für  die  Moduln  p'^^  p^  .  .  .  p"  zu  gewinnen. 
Wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Ist  p   eine  ungerade  Primzahl^  und  D  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl^  so  ist  für  die  MöglichJceit  der  Congruenz 

x^  =^  D  (mod.  p") 

erforderlich  und  hinreicliend^  dass 


*)  Zugleich  wird  2«a:  =  D  +  «a  (mod.i>''  +  0- 
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(7) = '• 


d.  h.  dass  D  quadratischer  Rest  von  p  sei ;  sobald  diese  Bedingung 
er/mU  ist,  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  zwei  incongruente  Wur- 
zeln  a  und  — a,  welche  gefunden  werden  können,  sobald  tnan  eine 
Wurzel  der  Congruenz 

a;»  =  D  (mod.j)) 
gefunden  hat. 


§.  36. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  besonderen  Fall  über,  in  welchem  der 
Modul  Ic  eine  Potenz  der  Primzahl  2  ist,  so  dass  also  D  irgend 
eine  ungerade  Zahl  bedeutet.  Betrachten  wir  zunächst  die  Con- 
gruenz 

x'^  =  D  (mod.  4), 

so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  stets  und  nur  dann  möglich 

ist,  wenn 

2)  =  1  (mod.  4) 

ist.    Denn  ist  die  Congruenz  möglich,  so  ist  x  jedenfalls  ungerade, 
und  das  Quadrat  von  x  =  2n-\-\  ist4n2  4-4n-|-  1^1  (mod.  4); 
umgekehrt,  ist  D  ^  1  (mod.  4),  so  hat  die  Congruenz  offenbar  die 
beiden  incongruenten  Wurzeln  x  ^  \  und  x  ^  —  1  (mod.  4). 
Gehen  wir  nun  zu  der  Congruenz 

a;«  =  D  (mod.  8) 

über,  so  leuchtet  ein,  da  das  Quadrat  einer  jeden  ungeraden  Zahl 
4  w  db  1  gleich  16n>±8w-|-l^l  (mod.  8)  ist,  dass  diese  Con- 
gruenz nur  dann  möglicli  ist,  wenn 

D=\  (mod.  8) 

ist;  und  umgekehrt,  sobald  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  hat  die 
Congruenz  die  vier  incongruenten  Wurzeln  x^l,  a;^3,  a;^5, 

Betrachten  wir  jetzt  die  Congruenz 

X»  =  Z)  (mod.  2^), 

wo  sr  ^  3  ist,  so  kann  diese  Congruenz  nur  dann  möglich  sein, 

wenn  die  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  8) 

6* 
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möglich  ist;  es  ist  daher  erforderlich,  dass 

D  =  1  (mod.  8) 

sei.  Wir  wollen  nun  umgekehrt  zeigen,  dass  diese  Bedingung  auch 
hinreicht,  und  dass  dann  die  Gongruenz  stets  vier  incongruente 
Wurzeln  hat  Nehmen  wir  nämlich  an,  dies  sei  für  den  Modul 
2^  schon  bewiesen,  so  können  wir  zeigen,  dass  dasselbe  auch  für 
den  Modul  2^*  +  ^  gilt  Es  sei  nämlich  a  eine  Wurzel  der  Gon- 
gruenz 

x^  =  D  (mod.  2''), 
also 

a«  —  D  =  h.2'', 
so  setzen  wir 

X  =  a  +  2''-i.t/; 
dann  wird 

x^  —  D  =  h  .2'»  +  2''.ay-|-22''-ay'^. 

Da  nun  ä  ^  3,  so  ist  2  ä  —  2  ^  ä  +  1,  folglich 

a;«  — D  =  2*(7i  +  ai/)  (mod.2*  +  i). 

Damit  also  x^  —  D  durch  2*  +  ^  theilbar  werde,  braucht  man  nur  y 

so  zu  wählen,  dass 

ay  ^  —  h  (mod.  2) 

werde*).  Dies  ist  aber  stets  möglich,  da  a  eine  ungerade  Zahl  ist; 
also  folgt  aus  der  Möglichkeit  der  Gongruenz 

x^  =  D  (mod.  a''), 

wo  3r  ^  3  ist,  stets  die  Möglichkeit  der  Gongruenz 

a;2  =  2)(mod.2''  +  i). 

Wir  schliessen  hieraus  zunächst  das  folgende  Resultat: 
Damit  die  Congruena 

x^  =  D  (mod.  2^^), 

in  welcher  ä  ^  3   ist^  Wurzeln  habe^  ist  erforderlich  und  hin^ 

reichend^  dass 

D  =  1  (mod.  8) 
sei, 

Ist  nun  a  eine  Wurzel  dieser  Gongruenz  --  und  eine  solche 
kann  immer  nach  der  obigen  Methode  gefunden  werden  — ,  so 
muss,  wenn  x  irgend  eine  Wurzel  derselben  Gongruenz  bezeichnet, 

a;2  —  «2  =  (a;  —  a)(:r  +  a)  =  0  (mod.  2'') 


♦)  Zugleich  wird  2«a?  =  D  +  f<a  (mod.  2*+^. 
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sein.  Da  ferner  a  sowohl  wie  x  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  so 
sind  die  beiden  Factoren  x  —  a  und  x  ■\-  a  gerade  Zahlen,  und 
dann  muss 

x  —  a  X  -\-  a        ^  .      j  o*    3\ 

—2 2~~  =  ^  ^  ^  ^ 

sein.  Da  nun  die  Differenz  der  beiden  Factoren  j  (a; — a)  und  \{x-\-a) 
eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  einer  von  ihnen  ungerade,  und 
der  andere  folglich  theilbar  durch  2*-^  sein.  Dies  giebt  folgende 
Fälle : 

x^u  (mod.  2''-*)-   oder    x  :=  —  a  (mod.  2''^*) 

und  diese  liefern  wieder  folgende  vier  Fälle : 

X'=i  a  (mod.  2*);        a;  ^  a  +  2^*-*  (mod.  2'*); 
x=^  —  a  (mod.  2'');    fl;=— a  — 2"-»  (mod.  2''). 

Und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  dieser  vier 
in  Bezug  auf  den  Modul  2^  incongruenten  Zahlen  der  Congruenz 
genügt. 

Wir  fassen  die  ganze  Untersuchung  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen : 

Die  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  2^) 

ist  stets  möglich^  wenn  w  =  1,  und  haJt  dann  eine  Wurzel;  sie  ist^ 
wenn  ä  =  2,  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn  2)  ^  1  (mod.  4), 
und  sie  hat  dann  zwei  Wurzeln;  sie  ist^  wenn  ^  ^  3,  stets  und  nur 
dann  möglich,  wenn  D  ^  1  (mod.  8)  ist,  und  zwar  hat  sie  dann 
vier  Wurzeln. 


§.  37. 

Es  ist  jetzt  leicht,  die  Möglichkeit  und  die  Anzahl  der  Wur- 
zeln der  Congruenz  x^  ^  D  für  einen  beliebigen  Modulus  zu 
beurtheilen,  der  relative  Primzahl  zu  D  ist.  Wir  führen  diese 
Untersuchung  ganz  allgemein  in  folgender  Weise. 

Es  seien  a,  b,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander,  und 

f(x)  ^  0  (mod.  abc  .  .  .)  (1) 

eine  beliebige  zur  Auflösung  vorgelegte  Congruenz,  so  lässt  die- 
selbe sich  stets  auf  die  vollständige  Auflösung  der  Congruenzen 


86  Dritter  Abschnitt.  §.  37. 

f(x)  =  0  (mod.  o)  ] 

f(x)  =  0  (möd.  6)  (2) 

f(x)  =  0  (mod.  c)  j 
u.  s.  w. 

zurückführen.  Zunächst  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  x  der 
Congruenz  (1)  auch  allen  Congruenzen  (2)  genügen  muss;  es  wird 
daher  die  Congruenz  (1)  unmöglich  sein,  wenn  dies  mit  irgend  einer 
der  Congruenzen  (2)  der  Fall  ist  Umgekehrt,  ist  a  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f(x)^0  (mod.  a),  ehenso  ß  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f(x)  ^  0  (mod.  6),  y  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz f(x)  ^  0  (mod.  c)  u.  8.  w.,  so  bestimme  man  (nach  §.  25) 
eine  Zahl  x  durch  das  System  von  Congruenzen 

X  ^  a  (mod.  a)  | 

x  =  ß  (mod.  b)  i  .  (3) 

X  ^  y  (mod.  c)  J 

u.  s.  w. 
80  wird 

f(x)  =/(«)  =  0  (mod.  a) 

/(«)  =/(/J)  =  0  (mod.  6) 

fix)  =f(y)  =  0  (mod.  c) 

u.  s.  w., 

und  folglich,  da  a,  6,  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander  sind, 

auch 

f(x)  ^  0  (mod.  aftc  .  .  .), 

d.  h.  jede  dem  System  (3)  genügende  Zahl  x  ist  eine  Wurzel  der 
vorgelegten  Congruenz  (1).  Da  nun  (nach  §.  25)  dem  System  (3) 
unendlich  viele  Zahlen  x  genügen,  welche  aber  alle  nach  dem  Modul 
abc  .  ,  ,  einander  congruent  sind,  so  liefert  das  System  (3)  eine 
und  nur  eine  Wurzel  x  der  Congruenz  (1).    Ist  nun 

k  die  Anzahl  aller  incongruenten  Wurzeln  a  (mod.  a) 
fi    ,.        «  «  «  71         ß  (mod.  b) 

V    ^        „  „  „  „         r  (mod.  c) 

u.  s.  w., 

80  kann  man  im  Ganzen  k^iv . . ,  verschiedene  Systeme  (3)  bilden, 
welchen  (nach  §.  25)  ebensoviele  verschiedene  Wurzeln  x  der  Con- 
gruenz (1)  entsprechen;  und  andere  Wurzeln  kann  die^e  letztere 
nicht  besitzen,  weil,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  jede  bestimmte 


\ 
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Wurzel  X  der  Congruenz  (1)  auch  Wurzel  aller  Congruenzen  (2) 
und  folglich  einem  bestimmten  a  (mod.  a),  einem  bestimmten  ß 
(mod.  6),  einem  bestimmten  y  (mod.  c)  u.  s.  f.  congruent  sein  niuss. 
Mithin  ist  die  Anzahl  aller  nach  dem  Modul  ahc  . .,  incongruenten 
Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  =  l(iv  .  .  , 

Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Resultates  sind  wir  im  Stande 
zu  beurtheilen,  ob  die  Congruenz 

.r«  ^  D  (mod.t), 

in  welcher  2>  und  k  relative  Primzahlen  sind,  möglich,  und  wie 
gross  die  Anzahl  ö  ihrer  incongruenten  Wurzeln  ist.  Bedeutet  p 
jede  beliebige,  in  dem  Modul  k  (also  nicht  in  D)  aufgehende  un- 
gerade Primzahl,  so  ist  erforderlich,  dass 

-) 

P/ 

sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  o:^  ^  D  in 
Bezug  auf  jeden  Modulus  von  der  Form  jp*  genau  zwei  incon- 
gruente  Wurzeln.  Ist  daher  der  Modul  k  ungerade,  und  fc  die 
Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in  k  aufgehenden  Prim- 
zahlen 2),  so  ist 

6  =  2^ 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  der  Modulus  k  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist;  denn  die  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  2)  hat 
stets  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Ist  aber  k  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ausser 

den  früheren  ft  Bedingungen  noch  erforderlich,  dass  2)^  1  (mod.  4) 

sei;  da  alsdann  die  Congruenz  x'^  ^^  D  (mod.  4)  zwei  Wurzeln 

besitzt,  so  ist 

<j  =  2'*  +  i. 

Ist  endlich  k^Q  (mod.  8),  so  ist  ausser  den  früheren  ft  Be- 
dingungen noch  erforderlich,  dass  D  ^  1  (mod.  8)  sei;  da  dann 
die  Congruenz  a:'  ^  D  (mod.  2"),  wo  «  ^  3,  stets  vier  Wurzeln 
hat,  so  ist  in  diesem  Fall 

6  =  2"  +  «. 


§.  38. 

Bevor  wir    diesen   Gegenstand  verlassen,   wollen   wir  noch 
eme  Anwendung  von  dem  soeben  gewonnenen  Resultate  auf  eine 


V  v^i 
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Verallgemeineruiig  des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27)  machen«  Setzen 
wir  2)  ==  1,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Congruenz 

rc»  =  1  (mod.  *)  (1) 

für  jeden  Modul  Ä  möglich  ist;  die  Anzahl  ö  ihrer  Wurzeln  ist 
=  1,  wenn  Ä  =  1  oder  ä  =  2;  sie  ist  =  2,  wenn  fc  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz 
oder  =4  ist;  in  allen  übrigen  Fällen  ist  6  durch  4  theilbar. 
Schliessen  wir  die  Fälle  fc  =  1  und  Je  =  2  aus,  so  zerfallen  die 
ö  Wurzeln  in  i<y  Paare  von  Wurzeln  q  und  — p;  denn  mit  q  ist 
gleichzeitig  auch  —  q  eine  Wurzel,  und  da  q  relative  Primzahl  zu 
A:,  und  folglich  2  q  nicht^^  0  (mod./b)  sein  kann,  so  sind  je  zwei 
solche  Wurzeln  q  und  —  q  auch  incongruent.  Das  Product 
Q  X  ( —  q)  =  —  Q^  zweier  solcher  Wurzeln  ist  ^  —  1,  und  folglich 
ist  das  Product  aller  <J  Wurzeln  ^  +  1  oder  —  1,  je  nachdem 
6  durch  4  theilbar  ist  oder  nicht. 

Unter  den  q)(k)  Zahlen  z^  welche  nicht  grösser  als  Je  und 
relative  Primzahlen  zu  Je  sind,  finden  sich  zunächst  die  ö  Wurzeln 
der  Congruenz  (1);  die  übrigen  (p{Jc)  —  ö  dieser  Zahlen  0  (wenn 
noch  solche  vorhanden  sind)  lassen  sich  in  Paare  von  je  zwei 
solchen  Zahlen  r  und  s  zerlegen,  deren  Product  rs  ^  1  ist;  denn 
zu  jeder  Zahl  r  gehört  (nach  §.  22)  eine  solche  Zahl  $  und  nur 
eine,  und  ausserdem  kann  s  nicht  ^  r  sein,  weil  sonst  r^  ^  1, 
und  folglich  r  eine  der  ö  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  wäre. 
Mithin  ist  auch  das  Product  aller  dieser  (pQc)  —  ö  Zahlen  ^  1. 

Multiplicirt  man  daher  alle  (pQc)  Zahlen  ^  mit  einander,  so 
wird  das  Product  ^  —  1,  wenn  Je  Potenz  einer  ungeraden  Prim- 
zahl oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  oder  =  4  ist,  in  allen 
übrigen  Fällen  aber  ^  +  1.  (In  den  beiden  ausgeschlossenen 
Fällen  Je  r=^  1  und  Je  =  2  ist  9  (fc)  =  1 ,  und  die  einzige  Zahl 
^  ^  +  1.)    Dies  ist  der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz*). 


§.  39. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  erste  der 
beiden  in  §.  32  aufgeworfenen  Fragen  ihre  vollständige  Beant- 
wortung gefunden  hat,  wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  zweiten  un- 
gleich interessanteren,  aber  auch  schwierigeren  Aufgabe: 


♦)  GaiMS:  D.  Ä.  art.  78. 


r 
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Alle  Moduln  h  zu  finden^  von  welchen  eine  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Best  ist. 

Bevor  wir  zu  der  Lösung  derselben  übergehen,  wollen  wir 
erwähnen,  dass  man  häufig,  namentlich  in  den  älteren  Schpften, 
eine  andere  Ausdrucksweise  vorfindet.  Die  Moduln  ä;,  für  welche 
eine  Congruenz /(a;)  ^  0  (mod.Ä)  möglich  ist,  nennt  man  auch 
Dimsoren  der  Form  f  (x)^  weil  es  Zahlen  a:  giebt,  für  welche  die 
Formfix)  durch  einen  solchen  Modul  fc  theilbar  wird;  die  von  uns 
gesuchten  Zahlen  i  sind  daher  die  Divisoren  der  Form  x'^—  D\  sie 
stimmen  vollständig  überein  mit  den  Divisoren  der  Form  t^-^Du^ 
in  welcher  f,  u  zwei  unbestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  aber 
immer  relative  Primzahlen  zu  einander  sein  sollen.  Dass  wirk- 
Uch  jeder  Divisor  der  Form  x^  —  D  auch  ein  Divisor  der  Form 
i*  —  Dw2  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein,  da  die  letztere  in  die 
erstere  übergeht,  wenn  man  f  =  o?,  t«  =  1  setzt.  Umgekehrt,  ist 
k  Divisor  der  Form  t^  —  Dm^,  so  ist  u  jedenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  Ti  (denn  ginge  irgend  eine  Primzahl  gleichzeitig  in  Iz  und 
u  auf,  so  müsste.sie  auch  in  t^  und  folglich  auch  in  t  aufgehen, 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  f,  u  relative  Primzahlen  sind),  und 
man  kann  folglich  eine  Zahl  x  finden,  welche  der  Congruenz 
ux-^t  (mod.i;)  genügt;  da  nun  i^  ^  Bu^  ^  0  (mod.  ä),  so  ist 
auch  w2(a;5  —  D)  ^  0  (mod.  fc)  und  folglich,  da  u^  relative  Prim- 
zahl zu  Ä  ist,  auch  o;«  — 2)^0  (mod.fc),  d.  h.  jeder  Divisor  fc  der 
Form  t*  —  Dw^  in  welcher  t  und  u  relative  Primzahlen  zu  ein- 
ander sind,  ist  auch  Divisor  der  Form  x^  —  D. 

Das  allgemeine  Problem  wird  daher  häufig  auch  so  aus- 
gedrückt: es  sollen  alle  Divisoren  der  Form  t*— Dm^  gefunden 
werden,  in  welcher  D  eine  gegebene,  t  und  u  dagegen  zwei  un- 
bestimmte ganze  Zahlen  bedeuten,  die  relative  Primzahlen  zu 
einander  sind. 

Wir  beschränken  uns  auch  hier  auf  solche  (immer  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  genommene)  Moduln  fc,  die  relative  Primzahlen 
zu  D  sind;  da  ferner  nach  den  vorhergehenden  Untersuchungen 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  fc)  nur  von  der  Be- 
schafienheit  der  in  Tc  aufgehenden  Primzahlen  abhängt  und  für 
einen  Modul  von  der  Form  2^*  immer  leicht  beurtheilt  werden 
kann,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  alle  ungeraden  (in  D  nicht  auf- 
gehenden) Primzahlen  p  zu  finden,  von  welchen  J)  quadratischer 
Rest  ist.  Bedenken  wir  femer,  dass  (nach  §.  33)  der  quadratische 
Charakter  einer  Zahl  D  in  Bezug  auf  einen  solchen  Modulus  p 


\ 
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nur  von  den  in  D  enthaltenen  Factoren  abhängt,  so  werden  wir 
in  letzter  Instanz  auf  folgendes  Problem  geführt: 

ATle  ungeraden  Primzalüen  p  zu  finden,  für  welche  irgend  eine 
der  drei  Congruenzen 

rc*  ^  —  1,    a;2  ^  2,    x^  ^q  (mod.p) 

möglich  ist,  wo  q  irgend  eine  gegebene  jyositive  ungerade  Primzahl 
bedeutet. 


§.  40. 

Die  Auffindung  aller  ungeraden  Primzahlen  p,  für  welche  die 

Congruenz 

x^  ^  -—  l  (mod.  2)) 

möglich  ist,  bietet  keine  Schwierigkeit  mehr  dar.    Denn  da  (nach 
§.  33)  allgemein 


I )  -  - 


^  (mod.p) 


ist,  so  erhält  man  speciell 

'—1 


und  folglich  auch 


(^)  =  (- 1)  »  \mod.  p) 


(^)  =  <-"- 


In  Worten  lautet  dieser  wichtige  Satz*)  folgendermaassen : 
Die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  der 

Form  4  n  +-  1 ,  dagegen  quadratischer  Nichtrest  aller  Primzahlen 

von  der  Form  4t  n  4-3. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege.    Ist 

die  Congruenz  x^  ^  —  1  (mod.  p)  möglich ,  und  x  eine  Wurzel 

derselben,  so  folgt  hieraus  durch  Potenzirung 


xP-^  =  (— 1)  a   (mod.i)) 


p-i 


und  hieraus  (nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  (—  1)  *    =  1, 
also  jp  =  4  n  +  1 ;  d.  h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Nichtrest 


♦)  Euler  \  Demonstratio  theorematis  Fennatiani,  omnem  numerum 
primum  formae  4n  +  1  esse  summam  duorum  quadratorum,  Nov.  Comin. 
Petrop.  V,  p.  3. 


r 
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von  allen  Primzahlen  von  der  Form  4n  -\-  3.  Ist  umgekehrt  p 
von  der  Form  4n  +  li  so  ist  x^"^  —  1  algebraisch  theilbar  durch 
X*  —  h  also  auch  durch  rr«  +  1 ;  es  ist  folglich 

wo  tix)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet;  da  nun 
(nach  dem  Fermat'schen  Satjse  §.  19)  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung für  jp  —  1  incongruente  Werthe  von  x  congruent  Null  wird, 
so  wird  (nach  §.  26)  auch  x^  +  l  für  zwei  incongruente  Werthe 
von  X  congruent  Null*),  d.  h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Rest 
von  allen  Primzahlen  von  der  Form  4w  -f-  1-  Der  Satz  ist  also 
von  Neuem  bewiesen. 


§.  41. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  über, 
welche  sich  auf  die  Congruenz 

a;2  =  2  (mod.  p) 

bezieht    Fermai  hat,  wahrscheinlich  durch  Induction,  folgendes, 
zuerst  von  Lagrange**)  bewiesenes  Resultat  gefunden: 

Die  Zahl  2  ist  quadratischer  Rest  dller  Primzahlefi  von  einer 
der  beiden  Formen  8n  4-  1  oder  8  m  +  7,  dagegen  Nichtrest  aller 
Primzahlen  von  einer  der  beiden  Formen  8«  +  3  oder  8n  +  5. 

Wir  beweisen  zuerst  den  zweiten  Theil  des  Satzes,  dass  näm- 
lich 2  Nichtrest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  8n  ±:  3  ist 
Offenbar  ist  derselbe  für  p  =  3  richtig,  denn  nur  die  Zahl  1  ist 
Rest  von  3.  Gesetzt  nun,  der  Satz  wäre  nicht  allgemein  gültig,  so 
müsste  es  doch  eine  Jcleinste  Primzahl  p  von  der  Form  8m  i  3 
geben,  für  welche  er  unrichtig  würde,  für  welche  also  die  Con- 
gruenz 

x^  ^  2  (mod.p) 

mögUch  würde.    Hierin  kann  man   immer  die  Wurzel  x  kleiner 
als  p  und  ungerade  voraussetzen,  denn  wenn  x  gerade  ist,  so  ist 
die  andere  Wurzel  x'  =  p  —  x  ungerade.    Wir  können  daher 
a?2  —  2  =  p/ 

*)  Man  findet  auch  leicht  mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27), 
dag«  diese  Wurzeln  =±1.2.3..  .1(1)  —  1)  sind. 

♦♦)  Recherches  (TArithmetique,  Nouv.  Mem.  de  PAcad.  de  Berlin.  1775, 
p.  349,  351. 
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setzen,  wo  /  positiv  und  kleiner  als  p  ist;  da  ferner  x"^  von  der 
Form  8 w  +  1,  also  pf  von  der  Form  8n  —  1,  und  folglich/  von 
der  Form  8w  +  3  ist,  so  hat  die  Zahl  /  mindestens  einen  Prim- 
factor  p*  von  einer  der  Formen  8w  +  3  oder  8n  —  3;  denn  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  der  Form  8  n  +  1  würde  wieder 
dieselbe  Form  8w±  1  haben.  Für  diese  Primzahl  jp',  die  jedenfalls 
<  p  ist,  würde  dann  ebenfalls  x^  ^  2  (mod.  p')  sein ;  allein  dies 
streitet  lüit  unserer  Voraussetzung,  dass  p  die  kleinste  in  der  Form 
8  n  +  3  enthaltene  Primzahl  ist,  von  welcher  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  ist.  Mithin  ist  diese  Voraussetzung  überhaupt  unzu- 
lässig, und  es  folgt,  dass  stets 


©= 


1  ist,  wenn  j>  ==  8  n  ±  3. 


Wir  wollen  jetzt  zweitens  beweisen,  dass  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  aller  Primzahlen  j)  von  der  Form  8n  +  7  ist;  da  nun 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Nichtrest  aller  dieser  Primzahlen 
ist,  so  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  die  Zahl  —  2  ebenfalls  Nicht- 
rest aller  dieser  Primzahlen  ist;  statt  dessen  stellen  wir  uns  die 
allgemeinere  Aufgabe,  zu  beweisen,  dass  — 2  Nichtrest  von  allen 
in  den  beiden  Formen  8n  -f  5,  8n-h7  enthaltenen  Primzahlen  ist, 
obgleich  dies  für  die  Primzahlen  der  Form  8  w  +  5,  von  welchen 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Rest  ist,  schon  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist.  Zunächst  bemerken  wir  wieder,  dass  der  Satz  für 
die  kleinste  in  einer  dieser  Formen  enthaltene  Primzahl  5  in  der 
That  richtig  ist.  Wenn  nun  der  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist, 
so  sei  p  die  kleinste  ihm  nicht  gehorchende  Primzahl,  so  dass 
also  eine  Zahl  x  existirt,  für  welche 

x2  +  2  =  0  (mod.  p) 

ist;  auch  hier  können  wir  wieder  annehmen,  dass  x  kleiner  als  p 
und  ungerade  ist,  so  dass,  wenn  wir 

x^  +  2=pf 

setzen,  die  Zahl  /  positiv,  ungerade  und  kleiner  als  p  ausfallt  Da 
ferner  a;«  +  2  ^  3  (mod.  8)  und  p  ^6  oder  ^  7  (mod.  8)  ist,  so 
muss  /  entsprechend  ^  7  oder  ^  5  (mod.  8)  sein;  und  da  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  den  Formen  8n  -f-  1,  oder  6n-\-S 
stets  wieder  eine  dieser  Formen,  niemals  eine  der  Fomen  8  n  +  5 
oder  Sn  +  1  hat,  so  muss  die  Zahl  /  mindestens  einen  Primfactor 
p*  von  einer  der  Formen  8n  +  7,  8w+5  haben,  für  welchen  der 
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m 

Satz  ebenfalls  unrichtig  ist,  da  a:*  +  2^0  (mod.p*)  ist;  allein,  da 
j>'<i),  so  streitet  dies  mit  der  Annahme,  dass  p  die  kleinste  dem 
Satze  nicht  gehorchende  Primzahl  ist.  Also  ist  die  Annahme  über- 
haupt nicht  zulässig  und  folglich  der  Satz  allgemeingültig,  dass 


{ — ^\  =  —  1  für  i)  =  8n  +  5  oder  8n  -f  7, 


d.  h.  dass 


(-)=—  1  ftiri)  =  8n  +  5 


{-\  =  +  1  für  jp  =  8n  +  7 

ist 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  2  quadra- 
tischer Rest  von  allen  Primzahlen  p  von  der  Form  8w  -|-  1  ist; 
hierauf  ist  die  vorhergehende  Methode  aus  dem  Grunde  nicht  an- 
wendbar, weil  die  Annahme  des  Gegentheils  sich  nicht  in  Form 
einer  Congruenz  darstellen  lässt,  die  dann  zur  Auffindung  des 
Widerspruchs  benutzt  werden  könnte.  Allein  in  diesem  Falle 
kann  man  direct,  wie  folgt,  verfahren ;  da  p  =  8  n  +  1  ist,  so  hat 
die  Function  a^"^  — 1  den  Divisor  x^  —  1,  also  auch  den  Factor 
r»  4-  1)  ^^^  hieraus  folgt  nach  einem  früheren  Satze  (§.  26),  dass 
die  Congruenz 

ar*  +  1  ^  0  (mod.j)) 

Wurzeln  hat;  ist  nun  x  eine  eolche,  so  ist 

X*  +  l=(x^±  ly  :f:  2a;»  =  0 (mod.2>), 

also 

(x^  ±iy  =  ±  2x^  (mod.  i>); 

es  ist  daher  +  2x^  und  folglich  auch  +  2  quadratischer  Rest  von  p ; 
in  Zeichen 

'±2 


( j  =  1^  wenn|)  =  8n  -|-  1. 


Hiermit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen;  wir 


können  denselben  in  der  einen  Gleichung 


(i)=<-> 


8 


zusammenfassen;  denn  je  nachdem  p  z=  Sn±  1,  oder  p  =  Sn±:S 
ist,  wird  \{p^  —  l)  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl. 
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§.  42. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Untersuchung  der  dritten  Frage: 
von  welchen  ungeraden  Primzahlen  })  ist  die  gegebene  ungerade 
Primzahl  q  quadratiscJier  Bestl  Die  vollständige  Antwort  hierauf 
wird  durch  einen  der  wichtigsten  und  interessantesten  Sätze  der 
Zahlentheorie  gegeben,  welcher  seines  eigenthümlichen  Charakters 
wegen  den  Namen  des  Reciprocitäts  -  Satzes  erhalten  hat.  Man 
kann  ihn  folgendermaassen  aussprechen: 

Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen^  von  denen 
mindestens  eine  die  Form  4n  +  1  hat^  so  ist  q  quadratischer  Best 
oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  q  ist;  haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form 
4w  4-  3,  so  ist  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nach- 
dem p  quadratischer  Nichtrest  oder  quadratischer  Rest  von  q  ist. 

Offenbar  lässt  sich  dieser  Satz  durch  die  für  beide  Fälle  gültige 
Gleichung 


(f )  (1) = <-  ■' 


3 


ausdrücken;  denn  sobald  mindestens  eine  der  beiden  Primzahlen 
p  oder  q  die  Form  4w  +  1  hat,  so  ist  die  entsprechende  der  beiden 
Zahlen  l(p  —  l)  oder  |(g  —  1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
^(p —  1)  •!((?""  ^)  ®"^®  gerade  Zahl,  so  dass 

(f )  (i) = '■  ^- -■  (f ) = (f ) 

ist,  worin  der  erste  Fall  seinen  Ausdruck  findet;  sind  dagegen 
beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4w  -f-  3,  so  sind  auch 
beide  Zahlen  |(p—  1)  und  \(q  — 1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
^  (2?  —  1)  •  j  (g  —  1)  ungerade,  so  dass 

(f )  (f ) = -  ■•  ^-  ^-  (f ) = -  (f ) 

wird,  worin  der  zweite  Theil  des  Satzes  ausgedrückt  ist. 

Ist  z.  B.  j^  =  3,  g  =  5,  so  ist  p  quadratischer  Nichtrest  von 
q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Nichtrest  von  p^  in  Zeichen 


(!)=©=-■ 
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Ist  ferner  p  =  3,  g  =  13,  so  ist  }>  quadratischer  Rest  von  q 
und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  j)^  in  Zeichen 


(Ä)=(¥)= 


+    1. 


Ist  dagegen  jp  =  3,  g  =  7,  so  ist  ^^  quadratischer  Nichtrest 
von  q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  |>,  in  Zeichen 


(T)=-a)=-'- 


HinsichtUch  der  Entdeckung  und  Begründung  dieses  berühm- 
ten Satzes  ist  jetzt  festgestellt'*'),  dass  derselbe  seinem  vollständigen 
Inhalte  nach,  wenn  auch  in  anderer  Form,  zuerst  von  Euler**) 
ausgesprochen,  aber  nicht  bewiesen  ist;  sodann  hat  Legendre***)^ 
offenbar  unabhängig  von  Euler^  den  Satz  abermals  aufgestellt,  und 
ihm  gebührt  das  Verdienst,  wenigstens  einen  Theil  desselben  auf 
sehr  scharfsinnige  Weise  bewiesen  zu  haben;  endlich  hat  Gauss 
zuerst  nicht  nur  einen,  sondern  nach  und  nach  seohs  vollständige, 
strenge,  auf  ganz  verschiedenen  Grundgedanken  beruhende  Be- 
weiset) '^on  diesem   Satze  gegeben,  den   er  seiner  Wichtigkeit 


*)  Vergl.  KumtMr:  lieber  die  allgemeinen  Beciprocitätsgesetee  unter 
den  Besten-  und  Nichtresten  der  Potenzen^  deren  Grad  eine  Primzahl  ist 
(Abb.  d.  Berliner  Akademie,  1859)  and  Kronecker:  Bemerkungen  zur  Ge- 
schichte  des  Beciproeitätsgesetzes  (Monatsber.  d.  Berliner  Akademie  vom 
22.  April  1876). 

♦♦)  Ohservationes  circa  divisionem  quadratorum  per  numerus  primos 
im.  Bd.  I  der  Opuscula  Analytica  (Petersburg  1783)  oder  in  den  schon 
erwähnten  Commentationes  Arithmeticae,  Tom.  I,  p.  477. 

**♦)  Becherchea  d'anälyae  indeterminee  (Hist.  de  PAc.  d.  Sc.  1785,  p.  465). 

t)  D,  A.  artt.  125  bis  145  (vergl.  §§.  48  bis  51  dieser  Vorlesangen).  — • 
D.A.  art.  262  (vergl.  §§.  152  bis  164).  —  Theorematis  arithmetici  demon- 
äratio  nova,  1808.  —  Summatio  quarumdam  aerierum  singularium.  1608 
(vergl.  §.  116).  —  Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis 
quadraticis  demonstrationes  et  ampliationes  novae.  1817.  —  In  der  nach- 
l^elassenen  Analysis  Besiduorum  art.  365  (Gausb'  Werke  Bd.  IL)  findet  sich 
noch  ein  siebenter  Beweis,  welcher  wohl  als  ein  selbständiger  bezeichnet 
zvk  werden  verdient,  obwohl  er  seine  Quelle,  die  Kreistheilung ,  mit  dem 
vierten  und  sechsten  Beweise  gemeinschaftlich  hat.  —  Die  meisten  der  von 
anderen  Mathematikern,  z.  B.  Jacobiy  Eisenstein^  veröffentlichten  Beweise 
beruhen  auf  denselben  Principien  wie  die  von  Gauss;  ein  besonders  ein- 
facher Beweis  ist  von  dem  Pfarrer  ZeUer  gegeben  (Monatsber.  d.  Berliner 
Akad«  vom  16.  Dec.  1872).  Durchaus  originell  ist  der  Beweis  von  Eisen- 
stein  in  der  Abhandlung  Applications  de  VAlg^bre  ä  VArithmetique  trans- 
eendante  (Crelle's  Journ.  Bd.  29).    Vergl.  auch  die  Einleitung  zu  der  Ab- 
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wegen  das  Theorema  fundamentale  in  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Beste  nannte.  Wir  folgen  hier  zunächst  dem  dritten  dieser 
sechs  Beweise,  der  sich  auf  ein  Lemma  stützt,  durch  welches  das 
Euler^sche  Kriterium  (§.  33)  üher  den  Charakter  einer  Zahl  D 
in  Bezug  auf  die  Primzahl  j[>  in  ein  anderes  umgeformt  wird. 


§.43. 

Wir  haben  früher  (§.  33)  gesehen,  dass  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  D  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  p  ist,  je 
nachdem 

2)  *  ^  +  1    oder    ^  —  1  (mod.  p) 

ist;  betrachten  wir  nun  die  Producte 

D,    2J5,     3D.  .  .i(i)— 1)2) 

aus  dieser  Zahl  D  und  aus  den  ersten  ^{p  —  1)  ganzen  positiven 
Zahlen,  so  werden  die  kleinsten  positiven  Beste 


1 1 


rj,    rj  .  .  .  Tp—i 


2 


derselben,  nach  dem^odulus  j?  genommen,  erstens  sämmtlich  ver- 
schieden von  einander  und  kleiner  als  p  sein,  und  keiner  von  ihnen 
kann  gleich  Null  sein.  Wir  theilen  nun  diese  ^  (p  —  1)  Beste  in 
zwei  Abtheilungen,  je  nachdem  sie  grösser  oder  kleiner  als  ij) 
sind,  und  bezeichnen  die  ersteren,  deren  Anzahl  =  (i  sei,  mit 

die  übrigen  Beste,  welche  kleiner  als  ^p  sind,  und  deren  Anzahl 
A  =  ^  (p  —  1)  —  |Lt  ist,  mit 

ßii    ßf  '  '  '  ßi' 
Nimmt  man  nun  von  den  ersteren  (i  Besten  ihre  Ergänzungen 
zur  Zahl  p,  also  die  Zahlen 

p  —  «i,    p  —  «j  .  ,  .  |;  —  a^, 


handluDg  von  Kummer:  Zwei  neue  Beweisf  der  allgemeinen  Reciprocitäts- 
gesetze  etc.  (Abb.  d.  Berliner  Akad.  1861).  Von  grossem  Interesse  sind 
ferner  die  Mittheilungen  von  Schering  und  Kronecker  in  den  Monatsber. 
d.  Berliner  Akad.  vom  22.  Juni  1876,  vom  7.  Februar  u.  12.  Juni  1884, 
15.  Januar,  30.  April  u.  26.  November  1885,  sowie  die  Abbandlungen  von 
Schering  in  den  Göttinger  Nachricbten  vom  26.  März  1879  und  in  den  Acta 
Matbematica,  Bd.  1,  1882.  —  Vergl.  auch  Baumgart:  lieber  das  quadrati- 
sche Reciprocttätsgesetz  fLeipzig,  1885). 
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so  liegen  dieselben,  ebenso  wie  die  A  Zahlen  ^i,  /Sg  .  .  .  /S^,  auch 
zwischen  den  Grenzen  0  und  ijp;  ausserdem  sind  sie  alle  von  ein- 
ander verschieden;  endlich  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  sie 
von  den  X  Zahlen  /5i ,  jJj  . ..  .  ßx  verschieden  sind ;  denn  wäre  z.  B. 
p  —  «  =  A  also  a  -f  ß  =  p  ^^  0  (mod.  j)),  so  müsste  auch,  wenn 
a  der  Rest  von  52),  /S  der  Rest  von  tD  ist, 

sD  +  tD=:  (s  '+  t)D  =  0  (mod.|)) 

und  folglich  s  +  i  durch  p  theilbar  sein;  allein  da  jede  der  beiden 
Zahlen  s  und  t  zwischen  0  und  \p  liegt,  so  liegt  s  -}-  ^  zwischen  0 
und  p  (mit  Ausschluss  dieser  beiden  Grenzen);  es  kann  daher 
$  +  t  nicht  theilbar  durch  p\  und  folglich  auch  nicht  p  —  a  =  /S 
sein. 

Mithin  haben  die  folgenden  \{p  —  1)  Zahlen 

P  — «n    P—^%'  *  'P  —  »ii\    ßi^    ß'2"'ßi 

lauter  von  einander  verschiedene  Werthe,  und  da  sie  ihrem  Werth 
nach  zwischen  0  und  ^p  liegen,  so  müssen  sie  im  Complex  genom- 
men identisch  mit  den  |  (p  —  1)  Zahlen 

sein,  so  dass  ihr  Product 

(i^~«i)  (i>  — oj)...  (^  — «u)  ßiß2  .  .  .  /3A=1.2.3...i(i>  — 1) 

ist.  Werfen  wir  hieraus  die  Multipla  von  p  weg,  so  erhalten  wir 
die  Congruenz 

( —  1)'* «1  «2 . . .  «^ . /5i /3a  . . .  i9;i  ^  1 . 2 . 3  . . .  1(2?  —  1)  (mod. p)] 
da  nun  andererseits 

c^a^  .  .  .  af,,ßiß2  .  .  .  ßi^  1.2,  ,.\(p  —  l)D  '   (mod.p) 
ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

(-  l)'*.  I.2...i(2>-1).2)  2   =  1.2.3...i(i)  — l)(mod.i>) 

und  also  auch 

p-i 
D  «   =  (—1)"  (mod.i>) 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass 


(f) =(-'>" 


Dirichlet,   Zablentheorie. 
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isf").    Hierin  besteht  die  Umformung  des  Kennzeichens,  welches 
I  darüber  entscheidet,  ob  eine  Zahl  D  quadratischer  Rest   oder 

Nichtrest  der  ungeraden  Primzahl  jp  ist: 

Man  braucht  nur  nachzusehen^  ob  die  Anzahl  fi  der  kleinsten 
positiven  Reste  der  Zahlen 

I  D,    2jD,    32)..  .|Cp— 1)2), 


die  grösser  als  ^p  ausfallen^  gerade  oder  ungerade  ist;  je  na>€hdein 
das  Erstere  oder  Letztere  eintritt^  ist  B  quadratischer  Rest  oder 
quadratischer  Nichtrest  von  p. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  man  schon  im  Stande,  für  jedes 
wirklich  gegebene  2)  die  Formen  für  die  Primzahlen  aufzustellen, 
von  welchen  2)  Rest  oder  Nichtrest  ist  Um  dies  deutlicher  zu 
zeigen,  betrachten  wir  den  allerdings  schon  früher  (§.  41)  voll- 
ständig durchgeführten  Fall  2)  =  2.    Bilden  wir  die  Zahlen 

2,    4,     6...(/?-l), 

so  ist  jede  derselben  auch  ihr  eigener  kleinster  positiver  Rest  in 
Bezug  auf  den  Modulus  p^  und  die  Anzahl  fi  derjenigen  dieser 
Zahlen,  welche  '>\p  sind,  wird  durch  die  Bedingungen 

j>  —  1  —  2f*  <  f i?  <jp  +  1  —  2/t    oder  ^"J     <  f*  <      1" 

bestimmt;  bezeichnen  wir  daher  allgemein  mit  [x]  die  grösste  in  der 
reellen  Zahl  x  enthaltene  ganze  Zahl,  so  dass  stets  0  <  ä;—  [a?]  <  1 
ist,  so  erhalten  wir 

Je  nachdem  nun  p  von  einer  der  Formen  8»  +  1,  8»  +  3, 
8 w  +  5,  8»  +  7  ist,  wird  ^  =  2w,  2n  +  1,  2n  +  1,  2n  +  2;  es  ist 
daher  ft  gerade  und  folglich 

( —  j  =  +  1,    wenn    p  ^  ±:  l  (mod.  8); 

und  ^  ist  ungerade,  also 

(  — j  =  —  1,    wenn    p  ^  ±  3  (mod.  8). 

*)  Eine  wichtige  Verallgemeinerang  dieses  Satzes  von  Gauss  ist  yon 
Schering  gefunden;  vergl.  die  Anmerkungen  zu  §§.  42,  46. 
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Auf  diese  Weise  finden  wir  also  eine  vollständige  Bestätigung 
des  Resultats  unserer  früheren  Untersuchung  (§.  41),  und  ganz 
ebenso  würde  sich  für  jeden  speciellen  Werth  von  D  die  Unter- 
suchung führen  lassen,  z.B.  für  die  nächstliegenden  Fälle  2)= — 1, 
D  =  3,  2)  =  5  u.  s.  w. 


§.  44. 

Wir  verlassen  diese  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  und 
wenden  uns  zu  einer  weiteren  Umformung,  bei  welcher  wir  der 
späteren  Bezeichnung  wegen  q  statt  D  schreiben  wollen.  Bezeichnen 
wir  wieder  mit  [x]  die  grösste  in  dem  Werth  x  enthaltene  ganze 
Zahl,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung p  =2p'  +  1,  so  können  wir 


-\-r. 


■•' = ^  [9] 


+  r, 


setzen,  wo  wie  früher  (§.  43) 

^1,  r2  •  •  •  rp' 

zwischen  den  Grenzen  0  und  p  liegen;  theilen  wir  wieder  diese 
kleinsten  Reste  in  zwei  Abtheilungen 

OTj,      02  .  .  .  ffu 

und 

von  denen  die  ersteren>|p,  die  letzteren  <^j)  sind,  und  bezeich- 
nen wir  mit  A  die  Summe  der  ft  ersteren,  mit  B  die  Summe  der 
A  letzteren,  femer  mit  M  die  Summe 

so  folgt  durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 

ll  7* 


I 


H- 


D« 


tu 
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da  nun  (nach  §.  43)  der  Complex  der  Zahlen 
mit  dem  Complex  der  Zahlen 

p-i 


J  )       ^)      u      ■      •     • 


2 


vollständig  übereinstimmt,  so  ist  ihre  Summe 


8       — 


lip  —  Ä^B\ 


zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  erhalt 

man 

i)2  — 1 


8 


{q-l)  =  (M^^)p+2A. 


Nun  kommt  es  uns  lediglich  darauf  an,  zu  erfahren ,  ob  fi  ge- 
rade oder  ungerade  ist;  lassen  wir  daher  alle  Multipla  von  2  fort, 
so  erhalten  wir,  da  j^;  ^  —  1  (mod.  2)  gesetzt  werden  kann. 


^  =  M  + 


8 


{q  —  1)  (mod.  2). 


Je  nachdem  daher  die  zur  Rechten  befindliche  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist,  wird  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von 
p  sein.  Nehmen  wir  daher  z.  B.  wieder  den  Fall  gf  ^  2,  so  er- 
giebt  sich  unmittelbar  31  =  0,  also 

_  i>*  —  1 


(^  = 


folglich 


8 


(mod.  2), 


/2\  5^^ 

(^)  =  (- i>"  =  (- 1)  ^  ; 


dies  ist  aber  genau  die  schon  früher  (§.  41)  aufgestellte  Formel. 
Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Untersuchung  nur  noch  unter  der 
Voraussetzung  fortführen,  dass  q  eine  ungerade y  also  q  —  1  eine 
gerade  Zahl  ist;  dann  ist  also 

M  =  iV  (mod.  2),    (l^  =  (-l)^- 

und  es  reducirt  sich  daher  die  ganze  Frage  darauf,  zu  enfschei- 
den,  ob  die  oben  mit  J/ bezeichnete  Summe  gerade  oder  unge- 
rade ist. 

Um  dies  weiter  zu  unt^ersuchen,  machen  wir  die  fernere  An- 
nahme, es  sei  q  positiv  und  kleiner  als  p.  Dann  leuchtet  zunächst 
ein,  dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  M  höchstens  um  eine  Einheit 


r 
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grösser  ist  als  das  unmittelbar  vorhergehende,  weil  der  Unter- 
schied von  zwei  auf  einander  folgenden  Brüchen 

ü   und    ^-^±^ 

<1  ist,  und  folglich  höchstens  eine  ganze  Zahl  zwischen  beiden 
hegen  kann;  da  ferner  der  letzte  Bruch 

p'q_  (j>— l)g  _  g  — 1    ,  i^-"g 

p  2j)  2      "^     2}} 

ist,  so  ist  der  Werth  des  letzten  Gliedes  in  der  obigen  Reihe 

■öl  _  iri = ,.. 


[¥]= 


Mithin  kommen  in  der  Summe  31  nach  und  nach  Glieder  vor, 
welche  die  Werthe  0,  1,  2  ...  g'  besitzen;  wir  suchen  nun  gerade 
die  Stellen  auf,  wo  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 


m  -  ['-^'i 


wirklich  um  eine  Einheit  verschieden  sind,  so  dass,  wenn  t  irgend 
eine  der  Zahlen  1,  2  ...  g'  bedeutet, 

P  P 

wird  (da  q  relative  Primzahl  zu  |),  und  s  <p  ist,  so  kann  keiner 
der  Brüche  sq:p  eine  ganze  Zahl  sein);  hieraus  folgt  aber 

s  <  —  <  s  4-  1,    also    s  =  M-  , 
q  Iq  y 

und  folglich  giebt  es  in  der  Reihe  M  jedesmal 


m-[ 


(t  -  i)p] 

Q        J 


Glieder,  welche  den  Werth  (t  —  1)  haben ;  und  die  Anzahl  der 
letzten  Glieder,  welche  den  Werth  q'  haben,  ist  offenbar 


"■  -  m 


Multiplicirt  man  nun  jedesmal  die  Anzahl  einer  solchen  Gruppe 
von  Gliedern,  welche  einen  und  denselben  Werth  haben,  mit  diesem 


i* 

•i*" 


&■.' 


Li.       • 
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Werth,  so  muss  die  Summe  aller  dieser  Producte  =  M  werden. 
Dies  giebt 


»■[f]+'-(m-[f])+-a¥]'-m)+- 
=-[f]-m---m+"'-^-i-- 


Setzen  wir  daher 


- = [f  ] + [^f  ] 


+ 


+ 


m 


so  erhalten  wir  das  Resultat 


31  +  N 


_p— 1 q—l 


welches  offenbar  für  je  zwei  positive  ungerade  relative  Primjsdklen 
|),  q  gültig  ist ;  denn  bei  der  Ableitung  ist  weiter  Nichts  vorausgesetzt, 
und  da  das  Resultat  vollkommen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Zahlen  p^q  ist,  von  welchen  doch  eine  jedenfalls  die  kleinere 
sein  muss,  so  ist  auch  die  bei  dem  Beweise  gemachte  Annahme, 
es  sei  p  >  q^  erlaubt. 

Hiermit  ist  nun  zwar  die  Summe  M  nicht  selbst  gefunden, 
sondern  nur  auf  die  Summe  N  zurückgeführt;  aber  dies  genügt 
vollständig,  um  den  Reciprocitätssatz  daraus  abzuleiten«  Oben 
ist  gezeigt,  dass,  wenn  p  eine  positive  ungerade  Primzahl,  und  q 
irgend  eine  durch  j)  nicht  theilbare  ungerade  Zahl  bedeutet,  stets 

(f ) = <- ')- 

ist;  nehmen  wir  daher  jetzt  ferner  an,  dass  q  ebenfalls  eine  posi- 
tive ungerade  Primzahl  ist,  so  wird  ebenso 

(f ) = <-  ""• 

und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  den  soeben  bewiesenen  Satz, 
worin  der  Reciprocitätssatz  besteht. 
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§.  46. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  Beispiel,  um  die  Nützlichkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  die  Beurtbeilung  der  Möglichkeit  einer 
Congmenz  von  der  Form 

x^  ^  D  (raod.|)) 
nachzuweisen.    Nehmen  wir  die  Congruenz 

ar«  =  365  (mod.  1847), 

so  ist  der  Werth  des  Symbols 

/365\ 
\l847y 

zu  ermitteln.  Zunächst  zerlegen  wir  865  in  Primfactoren,  obgleich 
dies,  wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  nothwendig  ist. 
Aus  dieser  Zerlegung  365  =  5 .  73  folgt  unmittelbar 

{  365  \  _  /_^\  /73\ 
Vl847/  ~  \1847/  Vl847/ ' 

Da  femer  5  von  der  Form  4n  +  1  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Keciprocitätssatze 

(isf ) = (T) 

und  also,  da  1847  ^  2  (mod.  5)  ist, 

nach  §.  41;  da  femer  auch  73  von  der  Form  4n+  1  ist,  so  folgt 
wieder  aus  dem  Keciprocitätssatze,  und  weil  1847  ^22  (mod.  73)  ist, 

/  73  \  _  /1847\  _  /22\  _  /_2^\  /11\ 
\1847/  ~  \  73  /  ~  \73/  ~  \is)  \73/' 

nun  ist  aber  73  ^  1  (mod.  8),  also  (nach  §.  41) 

(Ä)  =  --  '»>«>'*  (Ät)  =  Q^ 


-nach  dem  Keciprocitätssatze  ist  aber  wieder 

0" 


'S)  =  Cn)  =  (Ä). 
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und  da  beide  Primzahlen  7  und  11  von  der  Form  4n  +  3  sind, 
80  ist  abermals  nach  dem  Reciprocitätssatze 


(Ä)=-(^)=-(4)=-(4)'= 


-1, 


folglich 


\1847y 


=(M)=(Ä)=-' 


und  also  endlich 


{md  =  (lÄf)  (iSt)  =  (- ')  (-.)  =  + ., 

es  ist  also   365  quadratischer  Rest  der  Primzahl  1847,  d.  h.  die 
oben  vorgelegte  Congruenz  ist  möglich;  und  in  der  That  ist 

(+  496)'^  =  246016  =  365  +  133  .  1847. 


§.  46. 

Der  in  dem  eben  behandelten  Beispiel  angewendete  Algo- 
rithmus, welcher  auch  bei  jedem  ähnlichen  Beispiel  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  lässt  sich  im 
Allgemeinen  bedeutend  abkürzen,  wenn  man  sich  einer  zuerst  von 
Jdcobi*)  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Verallgemeinerung  des 
Legendre'schen  Symbols  bedient;  da  der  Gebrauch  dieses  Zeichens 
auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  unerlässlich  ist,  so  be- 
schäftigen wir  uns  zunächst  mit  der  Erklärung  desselben  und 
den  Gesetzen,  denen  es  gehorcht. 

Es  sei  die  ungerade  Zahl  P  in  ihre  Primzahlfactoren  p,  p\p" 
u.  s.  w.  zerlegt,  also 

P=pp'p"  .  .. 

und  m  irgend   eine  relative  Frimzdhl  zu   P,  so  setzen  wir  mit 
Jacohi 


■  W = [j)  [7)  KF') 


*)  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie.  1837.  (Crelle's  Journal  Bd.  30.) 
Vergl.  die  in  der  letzten  Anmerkung  zu  §.  42  erwähnten  Mittheilangen 
von  Schering  und  Kronecker. 
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offenbar  ist  der  Werth  dieses  Symbols  =  -|-  1  oder  =  —  1,  je 
nachdem  die  Anzahl  derjenigen  Primfactoren  2>,  i>',  i>"  .  .  .,  von 
welchen  m  quadratischer  Nichtrest.  ist,  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wenn  m  quadratischer  Rest  von  P,  und  also  auch  von  jeder 
einzelnen  der  Primzahlen  i>,  p',  i>"  .  .  .  ist,  so  ist 

(f) = (f) = 0")  ■■■=■• 

und  folglich  auch 

(?)=(f)(?)(f)-  =  '^ 

aber  man  darf  diesen  Satz  durchaus  nicht  umkehren ;  sobald  näm- 
lich die  Zahl  m  von  zweien  der  Primfactoren  ih  p\  P*'  >  '  >  (oder 
von  vier,  von  sechs  u.  s.  w.)  quadratischer  Nichtrest  ist,  so  hat  das 
Symbol  den  Werth  +  1^  und  doch  ist  m  quadratischer  Nichtrest 
von  P.  Im  einfachsten  Fall,  wo  P  selbst  eine  ungerade  Primzahl 
ist,  stimmt  die  Bedeutung  des  Zeichens  offenbar  mit  der  früheren 
überein.  Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  ferner  festsetzen, 
dass,  wenn  P  =  1 ,  das  Symbol  immer  die  positive  Einheit  be- 
deuten soll. 

Aus  dieser  Definition  des  Zeichens  ergeben  sich  nun  folgende 
Sätze : 

1.  Ist  m  relative  Primzahl  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und  $,  also  auch  gegen  die  ungerade  Zahl  P  $,  so  ist 

,    \p)\~ii)~\pQr 

denn,  wenn 

F  =  pp'p"  ... 

Q  =  qq'q"  ... 

ist,  WO  j),  |)'  .  .  .  3,  g'  . .  .  lauter  Primzahlen  bedeuten,  so  ist 

(^)  =  (7)(f)(?)  •••(?)(?)(?)■•• 


=  (?)  (i) 


2.   Sind  die  Zahlen  ?,  w,  n  .  .  .  relative  Primzahlen  gegen  die 
ungerade  Zahl  P,  so  ist 


i 
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ist,  so  ist 
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(i)  =  (i)  (?)  (^) 

(t)  =  (7)C")(.-) 
(t)  =  (f)  (?)  (p) 


U.  8.  W. 


Da  nun  ferner,  wie  früher  (§.  33)  bewiesen  ist, 

(j)  (f)  (7)  ■  ■  • = c-.^-) 

ist,  und  Aehnliches  für  die  anderen  Primfactoren  p\  j?"  u.  s,  w. 
gilt,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  vorausgehenden 
Gleichungen 

f  l\  /w\  /  w\  /Imn  .  .  A  flmn .  .  A  flmn  .  .  A 

\T)  KT)  \p)"'= \-i—)  \-ir~)  \~^^) ' '  ■•' 

worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht. 

3.  Ist  m  relative  Primzahl  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 
m  ^  m'  (mod.P),  also  auch  m'  relative  Primzahl  zu  P,  so  ist 

(5) = (f)^ 

denn,  wenn  P  =  pp'p"  .  .  .  ist,  so  ist  auch 

m  ^  w'  (mod.j)),    m  ^  m  (mod.  jV), 
u.  s.  w.,  also 

ii)={j)-  (?)=(?)• 

u.  s.  w.,  und  folglich 

\l)  W)-"^  \j)  \J') 

was  zu  beweisen  war.  — 

4.  Die  beiden  letzten  Sätze  zeigen,  dass  das  verallgemeinerte 
Symbol  denselben  Gesetzen  gehorcht  wie  das  einfache ;  wir  wollen 
nun  zeigen,  dass  auch  die  Werthe  der  Symbole 


•  ■  • 


/■ 


r 
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i^y  (i) 


nach  den  früheren  Regeln  zu  bestimmen  sind,  und  endlich,  dass 
auch  ein  dem  früheren  ganz  analoger  Reciprocitätssatz  stattfindet; 
um  aber  den  Gang  der  Beweise  nicht  zu  unterbrechen,  schicken 
wir  folgende  Bemerkungen  voraus.    Ist 

R  —  r'  r"  r/"  . . . 

eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so  sind  r'  —  1,  r"  —  1,  r'"  —  1 . . . 
lauter  gerade  Zahlen,  und  folglich  ist  jedes  Product  aus  zweien 
oder  mehreren  dieser  DiflFerenzen  ^  0  (mod.  4);  bringt  man  daher 
JB  in  die  Form 

,       iJ  =  (1  +  (r'  -  1))  (1+  (r"  -  1))  (1  +  (r'"-  1))  . . . 
und  führt  die  Multiplication  aus,  so  ergiebt  sich 

Jß  =  l  +  (r'— 1)  +  (r"~  1)+  (r'"  — 1)  +  . . .  (mod.  4) 
oder  kürzer 

— Y~  —  -  ^--Y'  ^^^^'  ^^' 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  r  bezieht,  der 
die  einzelnen  Factor en  r',  r",  r'"  ...  durchlaufen  muss. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  aus  denselben  Voraus- 
setzungen noch  ein  zweites  Lemma;  es  ist  nämlich  r*  ^  1  (mod.  8) 
und  folglich 

il»=(l  +  (r'2-l))  (i-f  (r"a_i))  (i  +  (r'"»-.  i))  . . . 

=  1  +  2(r2—  1)  (mod.  16), 
also 

^^-j^  =  1  —Q-^  (mod.  2). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu  unserem  Gegen- 
stande zurück. 

5.    Ist  P  eine  positive  ungerade  Zahl,  so  ist 

p-i 


{^) = (-  ■)^" 


Denn  wenn  P  das  Product  aus   den  positiven  Primzahlen  p\  p*\ 
j)"' . . .  ist,  so  ist 
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WO  der  Summationsbuchstabe  p  alle  Primfactoren  p',  p'\  p"'  ,  . . 
durchlaufen  muss;  da  nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 

ist,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  des  Satzes  ein. 
6.    Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

2  ^  -P*-^ 


(!)=(-.)■ 


Denn  mit  Beibehaltung  derselben  Zeichen  ist 


ii)-Q')(im—^-^^' 


8 


und  da  nach  dem  zweiten  Lemma  4. 

^p^  —  l  _  P^  — 1 

^      8       ~       8 


(mod.  2) 


ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden 
Satzes. 

7.    Sind   die  beiden  positiven  ungeraden  Zahlen  P  und  Q 
relative  Primzahlen  zu  einander,  so  ist 

Denn  es  sei  P  das  Product  aus  den  Primzahlen 

p',  p",  p'" ...  ip) 

und  Q  das  Product  aus  den  Primzahlen 

welche  also  von  den  Primzahlen  p\  p"^  p'*'  .  ,  ,  verschieden  sind. 
Dann  ist  zufolge  der  Erklärung  und  nach  2. 

(I)  =  (|)©-  =  n(f> 

WO  das  Productzeichen  H  sich  auf  alle  Combinationen  einer  jeden 
der  Primzahlen  p  mit  einer  jeden  der  Primzahlen  g  bezieht;  ganz 
ebenso  ist  aber  i 

Q 


(I)  =  n  (f ) 
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und  folglich 


(l)(l)  =  n(f)(|). 


WO  das  Productzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen  bezieht; 
da  nun  nach  dem  Reciprocitätssatze 


(f )  (f ) = '- ') 

ist,  so  ergiebt  sich 

(I)  (I) = <- ')' 


p—\     3—1 


p-1     q-l 


WO  wieder  das  Summenzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen 
jeder  Primzahl  p  mit  jeder  Primzahl  q  erstreckt;  es  ist  daher 

p  —  l  q^l  _     i?--l        ^  q—l 
^2  2~22' 

wo  auf  d^r  rechten  Seite  das  erste  Summenzeichen  sich  auf  alle 
Primzahlen  j>,  das  zweite  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht.  Da 
nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 

1  ^  =  ^^  (inod.  2) 

und 

vg-i_  Q-^ 

^      2      —       2 
ist,  so  ergiebt  sich 


(mod.  2) 


und  hieraus 


(I)  (I)  =  (-  ■' 


was  zu  beweisen  war.  — 

Es  bleibt  uns  nun  noch  eine  Bemerkung  über  das  Sjinbol 
zu  machen  übrig;  wir  haben  oben  dieses  Zeichen  nur  unter  der 
Voraussetzung  definirt,  dass  die  Zahl  P  eine  positive  ungerade 
Zahl,  und  dass  die  positive  oder  negative  Zahl  m  relative  Primzahl 
zu  P  ist;  wir  erweitem  jetzt  die  Bedeutung  des  Zeichens  dahin, 
dass  P  auch  eine  negative  ungerade  Zahl  sein  kann,  immer  aber 


r( 


jyr  n« 


i:-;' 
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mit  der  Beschränkung,  dass  m  relative  Primzahl  zu  P  ist*);  und 
zwar  setzen  wir  fest,  dass 


sein  soll.  Dann  leuchtet  augenhlicklich  ein,  dass  die  Sätze  1.,  2., 
3.  und  6.  ohne  Beschränkung  gültig  bleiben;  ferner,  dass  der  Satz  5; 
nur  dann  richtig  ist,  wenn  P  positiv  ist,  dagegen  für  ein  negatives 
P  falsch  wird;  und  endlich,  dass  der  Satz  7.  nur  dann  gültig 
bleibt,  wenn  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  P  und  Q  positiv 
ist,  dagegen  seine  Gültigkeit  verliert,  wenn  beide  Zahlen  P  und  Q 
negativ  sind. 


§,47. 

Die  oben  (§.  45)  an  einem  Beispiel  behandelte  Aufgabe,  den 
Werth  des  Legendre'schen  Symbols  zu  bestimmen,  bildet  offenbar 
nur  einen  ganz  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  den  Werth 
des  Jacobi'schen  Symbols  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  nun ,  dass 
die  damals  nothwendige  Zerlegung  in  Primzahlfactoren  (abgesehen 
von  dem  Factor  2)  ganz  überflüssig  geworden,  und  der  anzuwen- 
dende Algorithmus  demjenigen  ganz  ähnlich  ist,  durch  welchen 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  gefunden 
wird.  Einige  Beispiele  werden  genügen,  um  diese  einfachere 
Methode  zu  erläutern. 

Beispiel  1 :    Nehmen  wir  das  schon  oben  (§.  4.5)  behandelte 

Beispiel,  so  können  wir  jetzt  nach  dem  verallgemeinerten  Reci- 

procitätssatze 

/365\  _  /1847\ 

V1847y  ~  \365/ 

setzen,  weil  365  von  der  Form  4n  +  1  ist   Da  femer  1847  ^  22 
(mod.  365)  ist,  so  ist  nach  §.  46,  3.  und  2. 

V  365" j  "^  V 365/  "^  V365 /  \365 / ' 
da  ferner  365  ^  5  (mod.  8),  so  ist  nach  §.  46,  6. 

V 

*)  später  (Supplemente  §.  116)  werden  wir  festsetzen,  dass  das  Symbol 
den  TVerth  NuU  haben  soll,  sobald  P  eine  angerade  Zahl,  m  aber  keine 
relative  Primzahl  zu  P  ist. 


/ 
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(Ä) = -  >• 


also 


V1847/  V363/ 

Nach  dem  Terallgemeinertea  Reciprodtätssatz  ist  nun  wieder 

(ä)=C-ff)=(Ä)=-- 

und  folglich 

Vi847y  -  ^  ^> 

wie  früher. 

Beispiel  2:  Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze  ist 

/195\  _  /1901\ 
\1901>)  ~Uü5y' 

weil  1901  =  —  49  (mod.  195),  so  ist 

/1901\  _  /~49\ , 
\195y  ""\195/' 

da  femer  die  Zahlen  —  49  und  195  nicht  beide  negativ  sind,  so 
gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Reciprocitätssatz,  und,  weil  beide 
von  der  Form  4n  +  3  sind,  so  ist 

/— 49\  _  _  /  195  \  _  _  /195\ . 
Vl95/~        V— 49^""        \49y' 

weil  endlich  195  ^  —  1  (mod.  49),  und  49  von  der  Form  4n  -|-  1 
ist,  so  ist 

m = (^) = + ■■ 

also 

\i9oiy~    ^' 

d.  h.  195  ist  quadratischer  Nichtrest  der  Primzahl  1901.  Natür- 
lich hätte  sich  die  Auflösung  abkürzen  lassen  durch  Zerlegung 
in  Factoren,  nämlich  durch  die  Bemerkung,  dass  49  =  7  .  7  und 
folglich 

\  195  /        \195y 

ist;  überhaupt  wird  die  Operation  immer  bedeutend  abgekürzt, 
wenn  man  im  Zähler  oder  Nenner  des  Symbols  quadratische  Fac- 
toren bemerkt,  da  diese  sogleich  fortgelassen  werden  können. 
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Beispiel  3:    Da  74  =  2.37,  und  101  ^  5  (mod.  8)  ist,  so  ist 

\m)  ~  \  löiy  \ior j  ~  ""  V  löiy ' 

dann  ist  ferner  nach  dem  Reciprocitätssatze 

und,  weil  37  von  der  Form  8n  +  5  ist, 

V37J  "^  V37y  V37/  ~  ""  V37y' 
endlich  ist  wieder  nach  dem  Beciprocitätssatze 

(Ä)=(¥)=(l)=-' 


und  folglich 

(löi; 

Kürzer  gelangt  man  durch  folgende  Kette  zum  Ziele: 


^N-^-1. 


\101/  ~  \  101  j  ~"  \-27y  ~"  V  27  j  ~  V— 7;  ~  \  7    ) 


§.48. 

Wegen  der  Wichtigkeit  des  Reciprocitätssatzes  theilen  wir 
hier  noch  einen  anderen  Beweis  desselben  mit,  nämlich  den  ersten 
der  von  Gauss  gegebenen  sechs  Beweise*);  dies  kann  hier  um 
so  eher  geschehen,  als  durch  die  im  Vorhergehenden  erörterte 
Verallgemeinerung  des  Legendre'schen  Symbols  mehrere  der  von 
Gauss  unterschiedenen  acht  Fälle  sich  zusammenziehen  lassen, 
wodurch  der  Beweis  an  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  bedeutend 
gewinnt**). 


*)  Disquisitiones  Arithmeticae  artt.  135— 1 44. 

*♦)  Dirichlet:  Ueher  den  ersten  der  von  Gauss  gegebenen  Beteeise 
des  Eectprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste  (Crelle's 
Journal  Bd.  47). 


r 
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Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  der  sogenannten  voll- 
ständigen Induction;  wenn  nämhch  der  Satz  für  je  zwei  Prim- 
zahlen ß,  2)'  richtig  ist,  welche  kleiner  sind,  als  eine  bestimmte 
Primzahl  q^  so  lässt  sich  zeigen,  dass  er  auch  für  jede  Combi- 
nation  einer  solchen  Primzahl  p  mit  der  Primzahl  q  selbst  gelten 
muss;  hieraus  und  weil  der  Satz  für  die  beiden  kleinsten  ungeraden 
Primzahlen  3  und  5  wirklich  richtig  ist,  folgt  dann  unmittelbar 
seine  Allgemeingültigkeit. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  diesen  Nachweis  ist  nun  die 
vorläufige  Bemerkung,  dass  aus  der  angenommenen  Richtigkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  je  zwei  Primzahlen  p,  p\  welche  kleiner 
als  die  Primzahl  q  sind,  mit  Nothwendigkeit  auch  die  Gültigkeit 
des  verallgemeinerten  Satzes  (§.  46,  7) 


(I)  m 


folgt,  sobald  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  P  und  Q 
(die  nicht  gleichzeitig  negativ  sein  dürfen)  nur  solche  Primzahl- 
factoren enthalten,  die  kleiner  als  q  sind;  denn  der  Beweis  dieses 
verallgemeinerten  Satzes  gründete  sich  ausschliesslich  auf  die 
Richtigkeit  des  einfachen  Satzes  für  alle  die  Paare  von  zwei  Prim- 
zahlen, von  denen  die  eine  in  P,  die  andere  in  Q  aufgeht. 

Bei  dem  Beweise  nun,  dass  der  Reciprocitätssatz  für  jede  Com- 
bination  von  q  mit  einer  Primzahl  p  gilt,  welche  kleiner  als  q  ist, 
haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Der  eine  Fall  und  zwar 
der  schwierigere  findet  statt,  wenn  q  die  Form  4n  -f  1  bat,  und 
zugleich  p  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist;  dann  ist  zu  beweisen,, 
dass  auch  q  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist.  In  irgend  einem 
der  anderen  Fälle,  nämlich  wenn  q  von  der  Form  4n  +  3  ist,  oder 
auch,  wenn  q  zwar  die  Form  4w  +  1  hat,  dann  aberp  quadratischer 
Rest  von  q  ist,  kann  man  offenbar  der  Primzahl  p  immer  ein  solches 
Vorzeichen  geben,  dass,  wenn  man  «  =  +  i>  setzt,  wenigstens  für 
eins  der  beiden  Vorzeichen  cd  quadratischer  Rest  von  q  wird ;  dann 
ist  also  zu  beweisen,  dass 


(S\  =  (_    l)Vj(a>-l). 1^(9-1) 


ist;  dieser  letztere  Fall  ist  deshalb  leichter  zu  behandeln,  weil  die 
Annahme  sogleich  einen  Ansatz  giebt,  welcher  nur  ausgebeutet 
zu  werden  braucht.  Wir  beginnen  daher  mit  diesem  Theile  des 
Satzes. 

Dirichlet,  Zahlen theorie.  g 
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§.49. 

Es  sei  also  (o  =  +p  quadratischer  Rest  von  ^,  so  hat  dieCon- 
gruenz  x^  ^  (o  (mod.  q)  zwischen  0  und  q  immer  zwei  Wurzeln  x- 
deren  Summe  =  g,  und  von  denen  folglich  die  eine,  w^elche  wir 
mit  e  bezeichnen  wollen,  eine  gerade  Zahl  ist.    Dann  wird 

e^  —  o  =  qf 

sein,  wo  /  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  jedenfalls  nicht  =  0 
ist,  weil  sonst  die  Primzahl  o  eine  Quadratzahl  sein  müsste.  Diese 
Zahl  /  kann  aber  auch  nicht  negativ  sein;  denn  sonst  wäre  o 
positiv  =  p,  und  p  —  e'^  eine  positive  durch  q  theilbare  Zahl,  was 
aber  unmöglich  ist,  da  p  —  e^  <  p,  und  der  Voraussetzung  nach 
p<.q  ist.  Diese  positive  Zahl  /  muss  ferner  ungerade  sein;  denn 
da  e  gerade  ist,  so  ist  e^  —  o  ungerade,  und  folglich  auch  jeder 
Divisor  von  e^  —  o,  also  auch  /  ungerade.  Endüch  ist  diese 
positive  ungerade  Zahl  /  noth wendig  <q  —  1 ;  denn  da  c  <  g  —  1, 
und  jp  <  g  —  1,  so  ist  qf  =  e'^  —  a  <.{q  —  1)2  ■\-  {q  —  1),  d.  h. 
qf  <q(q  —  1),  also  wirklich  /  <  g  —  1. 
^n  sind  zwei  Fälle  möglich: 

17  Ist/  nicht  durch  p  theilbar,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
e2  —  (i,  =  g/  (jass 


(7)= 


+ 1, 

xind  ferner,  weil  qf  quadratischer  Rest  von  p  ist,  dass 

sein  muss ;  da  nun  die  beiden  ungeraden  Zahlen  /  und  o  relative 
Primzahlen  zu  einander,  beide  kleiner  als  g,  und  endlich  nicht 
beide  negativ  sind,  so  gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Recipro- 
citätssatz,  d.  h.  es  ist 


{i){j)  =  (-^y'^""-'''''''-'' 


und  hieraus  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen 


fl\  =  (—  l)V«(ü'-i).V*(/-i). 


L 
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Da  femer  e  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  auch  -—  m  -^  qf  (med.  4), 
also  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  ^  (ai  —  1),  so  erhält  man  auf 
der  linken  Seite  ein  Product  aus  zwei  successiven  ganzen  Zahlen, 
also  gewiss  eine  gerade  Zahl,  und  hieraus  folgt  unmittelbar 

und  also 

(3\  =  (_  i)V«(«-i).Vf(«-i), 

was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  dagegen  /  theilbar  durch  j),  so  kann  man  /=  oy 
setzen,  wo  9>  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  die  dasselbe  Zeichen 
wie  d  hat  und  ihrem  absoluten  Werthe  nach  <  g  ist.  Da  nun 
e«  —  o=  gog?,  so  ist  auch  e  theilbar  durch  oi  und  also  c  =  6«, 
wo  €  wieder  eine  gerade  Zahl  ist.    Hieraus  ergiebt  sich  nun 

h^m  —  1  =  gg?, 

und  es  kann  daher  9  nicht  durch  o  theilbar  sein.    Nun  war  o 
quadratischer  Rest  von  /  =  o  g),  und  folglich  auch  von  g),  also  ist 


(?)=(^)= 


+  1; 


ausserdem  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  dass  — 39 
quadratischer  Rest  von  o,  dass  also 


Ö) = (^) 


ist;  da  endlich  von  den  beiden  ungeraden  Zahlen  — 9  und  o  die 
eine  positiv  ist,  und  da  sie  relative  Primzahlen  zu  einander  und 
ausserdem  beide  <  g  sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten 
Reciprocitätssatze 

und  folglich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen 

(i\  =  (—   l)V«(w-i).V8(7'  +  i). 

8* 
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Da  nun  e  eine  gerade  Zahl  und  folglich  qg>  ^  —  1  (mod.  4)  ist, 
so  muss  die  eine  der  beiden  Zahlen  9?  und  q  von  der  Form  4m +  1, 
die  andere  aber  von  der  Form  4w  +  3  sein,  woraus  folgt,  dass 

^  ^  i:=li  (mod.  2) 
und  also 

ist.    Also  ist  auch  für  diesen  Fall  der  Satz  bewiesen. 


§.  50. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Theile,  in  welchem  voraus- 
gesetzt wird,  dass  p  Nichtrest  von  g,  und  q  von  der  Form  4w+  1 
ist,  und  in  welchem  bewiesen  werden  muss,  dass  q  Nichtrest  von 
p  ist.  Hier  fehlt  nun  die  Möglichkeit  eines  Ansatzes,  und  um  diese 
zu  gewinnen,  kommt  alles  darauf  an  nachzuweisen,  dass  wenigstens 
eine  Primzahl  2>'  <  q  existirt,  von  welcher  q  quadratischer  Nicht- 
rest ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Primzahl  q  nicht  von 
allen  kleineren  Primzahlen  quadratischer  Rest  sein  kann.  Für  den 
Fall,  dass  q^h  (mod.  8)  ist,  hat  dieser  Nachweis  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit;  denn  dann  ist  \{q  +  1)  ^  3  (mod.  4),  und  folglich 
muss  unter  den  Primfactoren  dieser  Zahl  \{q  +  1),  welche  natür- 
lich alle  <  q  sind,  mindestens  einer  j)'  von  der  Form  4n4-  3  sein; 
dann  ist  aber  q^^  —  1  (mod.p')  und  folglich  quadratischer  Nicht- 
rest einer  kleineren  Primzahl  2)'.  Desto  schwieriger  war  dieser  Nach- 
weis für  den  anderen  Fall  zu  führen,  in  welchem  g  ^  1  (mod.  8) 
ist;  und  Gauss  selbst  gesteht*),  dass  es  ihm  erst  nach  manchen 
vergeblichen  Versuchen  gelungen  ist,  diese  capitale  Schwierigkeit 
zu  überwinden ;  er  gelangte  dazu  durch  folgende  äusserst  scharf- 
sinnige Betrachtung. 

Es  sei  2m  +  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  aber  kleiner  als  g. 
Machen  wir  nun  die  Annahme^  q  sei  quadratischer  Rest  von  allen 
ungeraden  Primzahlen  ^,  welche  diese  Zahl  2m  -f- 1  nicht  über- 
treflFen,  so  ist  nach  früheren  Sätzen  (§.  37)  die  Primzahl  g,  da 
sie  =  =  1  (mod.  8)  und  also  von  jeder  Potenz  der  Zahl  2  quadra- 
tischer Rest  ist,  auch  quadratischer  Rest  von  jeder  Zahl,  welche 


*)  B.  A.  art.  125." 
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keine  anderen  ungeraden  Primfactoren  als  die  Primzahlen  z 
enthält,   und  also  z.  B.  von  der  Zahl 

M=  1.2.3.4 (2m)  (2m  +  1); 

es  giebt  daher  positive  Zahlen  fc  von  der  Beschaffenheit,  dass 

3  EiE  fc«  (mod.ilf) 

ist,  und  zwar  muss  fc  relative  Primzahl  zu  M  sein,  weil  2m  +  1  <  g 
und  also  auch  g  relative  Primzahl  zu  M  ist.  Aus  dieser  Congruenz 
folgt  nun  weiter,  dass  in  Bezug  auf  den  Modul  M 

fc(g-  l«)(3~2»)(g-8«)  .  .  .  (g-m^) 

=  *(*«— 12)(Ä«—22)(Ä2_3«)  .  .  .  (fc>  — m«) 

~{k  +  m) (Ä  +  m—  1) . ..  (Ä  -f  1)  Ä(Ä—  1) ...  (Ä  — m  +  1)  (A;—  m) 

ist;  da  nun  nach  einem  früheren  Satze  (§.  15)  jedes  Product  von 
(2  m  +  1)  successiven  ganzen  Zahlen  durch  3f  theilbar,  und  ausser« 
dem  M,  relative  Prinozahl  zu  M  ist,  so  ist  das  Product 

(j_  12)  (g--  2»)(g-  3«)  .  .  .  (g-  m2) 

» 

theilbar  durch  das  Product 

JK =(m  +  1) ((m  +  1)«  —  1 «)  ((m  +  1)»  —  2«) . . . ((m  + 1)*— m«), 

d.  h.  das  Product 

1  g  — 1«  g  — 2«  g  — m« 

m  +  1  *(m  +  1)3  — n'  (m+l)a— 2«  '  "(w-M)"-— m« 

ist  nothwendig  eine  ganze  Zahl 

Andererseits  leuchtet  ein,  dass  dies  Product  gewiss  lieine 
ganze  Zahl  ist,  sobald  für  m  die  grösste  ganze  Zahl  unterhalb  V  g 
genommen  wird;  denn,  wenn  m<Vg<m4-l  ist,  so  sind  alle 
Factoren  dieses  Productes  echte  Brüche.  Da  femer  g^  17,  also 
2Vg4- 1<2,  mithin  auch  die  Bedingung  2m  +  1  <g  erfüllt  ist, 
80  kann  für  diese  Zahl  m  die  obige  Annahme  nicht  zulässig  sein, 
und  somit  haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen: 

I^  g  eine  Primmlü  von  der  Form  8n  -}-  1,  so  giebt  es  unter- 
halb 2Vg  +  1  und  folglich  auch  unterhalb  q  mindestens  eine  un- 
gerade PrimjsaM  p\  von  welcher  q  quadratischer  Nichtrest  ist 


'.It*^^ '."«?••  •"  •■ 


■  l<.  I 
> 
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(• 


§.  51. 

Nachdem  für  jede  Primzahl  q  von  der  Form  4n  +  1  die 
Existenz  einer  Primzahl  p'  <q  nachgewiesen  ist,  von  welcher  q 
quadratischer  Nichtrest  ist,  gehen  wir  zum  Beweise  unseres  zweiten 
Theiles  über.  Diese^ Primzahl  p'  muss  Nichtrest  von  q  sein;  denn 
wäre  p*  Rest  von  g,  so  würde  der  schon  (in  §.  49)  bewiesene  Theil 
des  Satzes  anwendbar  sein  und  zu  dem  Widerspruche 

tM\  =  (_  i)V«(p'-i).  Vite-i)  =4-1 

führen.  Mithin  gilt  für  dieses  Paar  p\  q  das  Reciprocitätsgesetz. 
Giebt  es  nun  ausser  p'  noch  andere  ungerade  Primzahlen  p  <  q, 
welche  Nichtreste  von  q  sind,  so  ist  nur  zu  beweisen,  dass 

PpJ 

ist,  weil  hieraus  zugleich  folgt,  dass  q  Nichtrest  von  p  ist.  Da  nun 
p'  und  der  Voraussetzung  nach  auch  p  quadratischer  Nichtrest 
von  q  ist,  so  ist  pp'  quadratischer  Rest  von  g,  und  es  giebt  daher 
wieder  eine  gerade  Zahl  e  <  q  von  der  Beschaffenheit,  dass 

e^  —  pp'  =  q<p 

und  9  eine  ganze  Zahl  ist;  und  weil  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung eine  ungerade  Zahl  darstellt,  welche  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  <  q^  ist,  so  ist  (p  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  und  zwar 
<  q.  Je  nach  der  Beschaffenheit  dieser  Zahl  9  zerfällt  nun  der 
Beweis  in  drei  Theile. 

1.   Ist  9  weder  durch  p  noch  durch  p'  theilbar,  so  ist 
und  dsL  qtp  quadratischer  Rest  von  pp*  ist,  auch 


m = '. 


-'» ifp) = {f?> 


da  ferner  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  9  und  pp' 
(von  denen  die  letztere  positiv  ist)  nur  solche  Primfactoren  ent- 
halten, welche  <  q  sind,  so  gilt  für  diese  beiden  Zahlen  auch  das 
verallgemeinerte  Reciprocitätsgesetz,  d.  h.  es  ist 


r 


L 
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(-^\  (iJÖ\  —  c_iv^(v-i)V2(pj»'-i) 
WV  V  9  /       ^     ^ 

und  folglich,   mit   Berücksichtigung  der   beiden  vorhergehenden 
Gleichungen 

Da  aber  c  eine  gerade  Zahl ,  so  ist  g  qp  eh  —  pp*  (mod.  4) ,  also, 
da  5[  ^  1  (mod.  4)  ist, 

<jp  ^E  —  pp*  (mod.  4) 


9-1  _       1>P' +  L  („»od.  2), 


also 


und  folglich 


2 


•£=J.£^^0(mod.2) 


(^)  =  ■• 


was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  q>  durch  2>'  theilbar,  durch  p  nicht  theilbar,  so  setze  man 
qp  =  p'^,  und,  da  auch  e  durch  ^'  theilbar  sein  muss,  c  =  p'a; 
dann  ist  ^<q  eine  durch  jp  nicht  theilbare  ungerade,  und  b  eine 
gerade  Zahl,  und  es  wird 

Hieraus  folgt  nun  zunächst  wieder  (da  ^  relative  Primzahl  zu 
j)])'  ist) 


ferner 


(¥) = + ■• 


una 

und  folglich 

da  endüch  ^  und  ^2?'  nur  solche  Primfactoren  enthalten,  die  <  g 
sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze 
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und  hieraus  in  Verbindung  mit  zwei  vorhergehenden  Gleichungen 


(■ 


i-j  =  ( —  l)»'i(P  +  l),V«(l»'-i)+Vs(iA— i).Vt(j>P'-l). 


Da  nun  £2^o(mod.4)  und  3^1(mod.4),  so  ist  ^^ — j>(mod.4), 
folglich 

also 

l(2>  + 1)  •  Kl»' - 1)  +  H*  - 1)  •  Hl'/ -  1) 

=  Hl>  +  1)  [i  (/  -  1)  +  5  (i'i''  -  1)]  (mod.  2), 
und  da  ferner  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

i  (1)/ -  1)  =  i  (i)  -  1)  +  Hl»' - 1)  (mod.  2) 

ist,  so  ergiebt  sich 

Hi'  +  i)-i(i''-i)  +  H*-i)i(i>i''-i) 
=  iCi»  +  1)  •  Hp  - 1)  =  0  (mod.  2) 

und  folglich 


(■ 


was  zu  beweisen  war. 

Da  bei  diesem  Beweise  die  Thatsache,  dass  q  Nichtrest  von  jr/ 
ist,  gar  nicht  zur  Anwendung  gebracht  ist,  so  wird  durch  einfache 
Vertauschung  von  p  mit  p'  der  Beweis  für  den  Fall  entstehen,  daßs 
<p  durch  p  theilbar,  durch  p'  nicht  theilbar  ist ;  denn  im  Uebrigen 
sind  sowohl  die  Voraussetzungen  als  auch  das  zu  bew^eisende  Re- 
sultat vollständig  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Primzahlen  p 
und  p', 

3.  Ist  g?  sowohl  durch  p  als  auch  durch  p'  und  folglich  (da 
p  und  p'  verschiedene  Primzahlen  sind)  auch  durch  pp*  theilbar,  so 
setze  man  q>  =  pp*'^^  und,  da  e  dann  ebenfalls  durch  pp  theilbar 
ist,  e  =pp' B\  dann  bedeutet  r\)  eine  ungerade  Zahl  <  ^,  und  e 
eine  gerade  Zahl,  und  es  wird 

pp'  B^  —  1  =  (ii\ 

Hieraus  folgt,  dass  pp'  relative  Primzahl   zu  ^  und  ausserdem 
quadratischer  Rest  von  i/;,  also 
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ist ;  ebenso  ergiebt  sich  aber,  dass  —  g  ^  quadratischer  Rest  von 
fp\  dass  also 

(s:\  ^  (iz±\ 

ist;  nach  dem  yerallgemeinerten  Reciprocitätssatze,  welcher  offen- 
bar für  die  beiden  Zahlen  —  ^  und  pp'  gilt,  ist  ferner 

and  hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  den  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen 

(-SJ\  =  c_  i)Vt(pp'-i).V«(V'+i). 
\PP/ 

Da  aber  b  eine  gerade  Zahl,  und  g  ^  1  (mod.  4),  so  ist  ^  ^  —  1 
(mod  4),  also  j(^  +  ^)  ®^^®  gerade  Zahl,  und  folglich 

w) ""  ^' 

was  zu  beweisen  war. 

Hiermit  ist  nun  auch  der  zweite  Theil  des  Beweises  vollständig 
geführt  und  dadurch  die  Allgemeingültigkeit  des  Reciprocitäts- 
Satzes  von  Neuem  nachgewiesen.  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich 
auch  die  Sätze  über  die  Charaktere  der  Zahlen  —  1  und  2  begrün- 
den, was  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag*). 


§.52. 

Nach  allen  diesen  Untersuchungen  kehren  wir  nun  zurück 
zu  der  Beantwortung  der  zweiten  in  §.  32  aufgeworfenen  Frage, 
welche  in  §.  39  auf  die  folgende  reducirt  ist: 

Von  welchen  tmgeraden  Primzahlen  q  ist  die  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Best? 

Auch  jetzt  fragen  wir  nur  nach  denjenigen  (positiv  genomme- 
nen) Primzahlen  g,  welche  nicht  in  D  aufgehen,  und  setzen  ausser- 
dem der  Einfachheit  halber  voraus,  dass  D  kein  Quadrat  und  auch 
durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar  ist,  weil  der  allgemeinere 


♦)  Dirichlet  a.  a.  0. 


i 
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Fall  oflFenbar  sogleich  auf  diesen  einfacheren  reducirt  werden  kann. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  nicht  blos  alle  diese  Primzahlen  q  (die 
Divisoren  der  Form  t^  —  Dm*  nach  §.  39),  sondern  überhaupt  alle 
positiven  Zahlen  n,  welche  relative  Primzahlen  zu  2/)  sind  und 
der  Bedingung 

4-  1 


©= 


genügen,  in  einer  Anzahl  von  bestimmten  Linearformen,  d.  h.  von 
arithmetischen  Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  entweder 
=  22)  oder  =  42)  ist.  Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  positive 
oder  negative  Zahl  2)  durch  keine  Quadratzahl  theilbar  ist,  so  wird, 
wenn  wir  das  Product  aller  in  2)  aufgehenden  positiven  ungeraden 
Primzahlen  ^,  p\  p**  .  .  .  mit  P  bezeichnen,  entweder  D  -=  -VT^ 
oder  2)  =  +  2P  sein;  wenn  2)  keine  ungerade  Primzahl  p  als 
Factor  enthält  (für  welchen  Fall  das  Resultat  aber  schon  in  den 
§§.  40,  41  oder  allgemeiner  in  §.  46,  5.  und  6.  angegeben  ist),  wird 
P  =  1  zu  setzen  sein.    Wir  unterscheiden  im  Ganzen  vier  Fälle. 

L    2)  =  +  P  =  1  (mod.  4). 
In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet, 
die  relative  Primzahl  zu  2  2)  ist,  zufolge  des  verallgemeinerten 
Reciprocitätssatzes  (§.  46,  7) 


© = (p> 


Da  nun  das  Symbol  rechts  für  alle  Zahlen  n,  welche  einer  und 
derselben  Classe  (mod.  P)  angehören,  nach  §.  46,  3.  einen  und 
denselben  Werth  besitzt,  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an,  ein 
vollständiges  System  von  9  (P)  incongruenten  Zahlen  m  (mod.  P) 
zu  betrachten,  die  relative  Primzahlen  zu  P  sind,  und  für  jede 
den  Werth  des  Symbols  zu  bestimmen.  Es  ist  wichtig,  dies  etwas 
näher  zu  untersuchen. 

Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  Zahlen  h  existiren,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P  sind  und  der  Bedingung 

(p) = - '  (') 

genügen.  Denn  da  2)  nicht  =  -f-  1  sein  kann,  und  folglich  P 
mindestens  eine  Primzahl  p  enthält,  so,,  wähle  man  einen  beliebigen 
Nichtrest  ß  von  j9,  und  bestimme  h  (nach  §.  25)  durch  die  Be- 
dingungen 

h  =  ß  (mod.  i>),    6=1  (mod.  P'), 


r 
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wo  P  =  pJP*  gesetzt  ist,  so  wird 

Nachdem  dieser  Punct  absolvirt  ist,    erkennt  man   leicht,  dass  j 

die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  b  (mod.  P),  welche  der 
Bedingung  (1)  genügen,  =  ^  9  (P),  und  folglich  die  Anzahl  aller 
incongruenten  Zahlen  a  (mod.  P),  für  welche 


©= 


+  1  (2) 

ist^  ebenso  gross  ist.    Denn  setzt  man 

WO  m  das  ganze  System  aller  g?  (P)  incongruenten  Zahlen  durch- 
laufen soll,  so  ist  £1  gänzlich  unabhängig  von  der  Wahl  der  die 
einzelnen  Zahlclassen  repräsentirenden  Individuen  tn;  da  nun, 
wenn  h  eine  bestimmte  Zahl  von  der  Beschaffenheit  (1)  bedeutet, 
auch  die  Producte  hm  ein  solches  vollständiges  System  bilden, 
so  ist  auch 

und  folglich 

i:(5)  =  o,  (3) 

mithin  ist  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Summe,  welche  den  Werth 
•f  1  haben,  gleich  der  Anzahl  derjenigen,  welche  den  Werth  —  1 
haben;  d.  h.  die  Anzahl  der  Zahlclassen  a  ist  gleich  derjenigen 
der  Zahlclassen  b. 

Es  leuchtet  femer  ein,  dass  man  die  Repräsentanten  m  (oder 
a  imd  b)  sämmtlich  ungerade  wählen  kann;  denn  ist  m  gerade, 
so  ist  »»  +  P  eine  in  derselben  Zahlclasse  enthaltene  ungerade 
Zahl    Dann  wird  also 


(?)= 
(^ 


+  1,    wenn    n  ^  a  (mod.  2  P) 


i5\ 

—  j  =  —  1,    wenn     n  ^b  (mod.  2  P) 

uad  jede  (positive)  Zahl  w,  welche  relative  Primzahl  zu  2  D  ist, 
ist  in  einer  und  nur  einer  dieser  arithmetischen  Reihen  (von  der 
Differenz  2  D)  enthalten. 


L 


\ 
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Beispiel  1.  Ist  D  =  +  -P  =  21,  also  ^(P)  :=  12,  so  sind 
die  sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  P  congruent 

±  1,  ±  2,  ±  4,  ±  5,  +  8,  ±  10; 

bestimmt  man  nun  für  jede  dieser  Zahlen  den  Werth  des  Jacobi*- 
schen  Symbols  nach  §.  47,  so  ergiebt  sich 

a  =  +  1,  ±  4,  ±  5;    6  =  ±  2,  +  8,  +  10  (mod.  21); 

es  wird  daher 

{—\  =  +  1,    wenn    w  =  1,  5,  17,  25,  37,  41  (mod.  42) 
{—\  =  —  1,    wenn    n  =  11,  13,  19,  23,  29,  31  (mod.  42). 

Beispiel  2.  Ist  D  =  —  P=r  —  15,  so  sind  die  zu  betrachten- 
den Zahlclassen  folgende  i  1,  +  2,  +  4,  +  7;  diese  zerfallen  in 
a  =+  1,  +  2,  +  4,  —7,  und  b  =—1,  —2,  —4,  +7  (mod.  15). 
Es  wird  daher 

("^^^^  =4-1,    wenn    n  =  1,  17,  19,  23  (mod.  SO) 

(^^^)  =  —  1,    wenn    n  =  7,  11,  13,  29  (mod.  30). 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  Fall 

II.    D  =  ±P=S  (mod.  4), 

Bedeutet  n  wieder  eine  positive  relative  Primzahl  zu  2  D,  so 
ist  nach  dem  allgemeinen  Reciprocitätssatze 

n— 1 


(?)=(-)■  (f)^ 


behalten  wir   dieselbe  Bezeichnung  wie  im  ersten  Falle^  bei,  so 
wird 

(  — j  =  +  1,    wenn  n  ^  1  (mod.  4)  und  n  ^  a  (mod.  P) 

oder  w  ^  3  (mod.  4)  und  n  ^  b  (mod.  P), 
dagegen 

( — )  =  —  1,  wenn  n  ^  1  (mod.  4)  und  n  ^b  (mod.  P) 

oder  n  ^  3  (mod.  4)  und  n  ^  a  (mod.  P). 


r 


§.  52.  Quadratische  Beste.  125 

Einem  jeden  solchen  Congruenzpaare  entspricht  aber  (nach  §.  25) 
eine  bestimmte  Glasse  von  Zahlen  n  (mod.  4P);  man  erhält 
daher  (p(P)  :=z  ^(p(4P)  solche  Glassen  von  Zahlen  n,  die  der 
einen  Kategorie  angehören,  und  ebenso  viele  Glassen  von  Zahlen  n, 
die  den  entgegengesetzten  Gharakter  haben;  diese  Glassen  bilden 
arithmetische  Reihen  von  der  Differenz  4i).  Dies  Resultat  gilt 
auch  noch  in  dem  Palle  2)  =  —  1 ,  obgleich  dann  keine  Zahl  b 
existirt. 

Beispiel.    Für  2)  =  +  15  wird 

(-W+  1,  wenn  n=l  (mod.4),  =  4-  1,  +2,  +  4,  —7  (mod.  15) 

oder  n  =  3  (mod.  4),  ez  —  1,  —  2,  —  4,  +  7  (mod.  1 5), 
dagegen 

(  — j  =  —  1,  wenn  w^l(mod.4j,  ^  —  1,  —  2,  —  4,  +  7 (mod.  15) 

oder  n  =  3  (mod.  4),  =  +  1,  +  2,  +  4,  —  7  (mod.  15); 
hieraus  ergiebt  sich 

(^)=  +  1,    wenn    n  =  1,  7,  11,  17,  43,  49,  53,  59  (mod.  60) 

(—)=  —  1,    wenn    n  =  13,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  47  (mod.  60). 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die 
sämmtlichen  positiven  relativen  .Primzahlen  zu  4  P  darauf  prüfte 
ob  sie  der  einen  oder  anderen  Kategorie  angehören,  und  sie  lässt 
sich  noch  durch  manche  Kunstgriffe  abkürzen,  die  hier  nicht  er- 
wähnt werden  können. 

IIL    D  =  ±2P  =  2  (mod.  8). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  eine  positive  relative  Primzahl 
zu  i)  bedeutet, 

und  folglich 

(  — j  =  +  1,    wenn    n^  ±_\  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 

oder    tt  ^  +  3  (mod.  8),  ^  6. (mod.  P), 
dagegen 

(— )  =  —  1,    wenn    »  ^  +  1  (mod.  8),  ^  b  (mod.  P) 

oder    H  ^  +  3  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 


L 
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edem  bestimmten  Congmenzpaäre  entspricht  eine  beBtimmte 
lasse  «  (mod.  8P);  die  Zahlen  «  vertheileu  sich  daher  in 
netische  Reihen  von  der  Differenz  41);  jeder  der  beiden 
orien  gehören  gleich  viele  Zahlclassen  an. 


Ist  Z>  =  -=-  B,  so  ergiebt  sicli 
(^^~\  =  +  1,     wenn    m=  1,  5,  7,  11  (mod.  24) 
(^—)  =  —  li    wenn    n  =  13,  17,  19,  23  (mod.  24> 

IV.     D  =  ±2P=e  (mod.  8). 
a  diesem  Falle  ist 


olglicb 

?)- 

en 

-)  =  - 


-(-  1,     wenn    n  ^  1,  3  (mod.  8),  ^  o  (mod.  P) 
oder    «  =  5,  7  (mod.  8),  =  b  (mod.  P), 


1,     wenn    «  =  1,  3  (mod.  8),  =  b  (mod.  P) 
oder    «  =  5,  7  (mod.  8),  =  a  (mod.  P). 


i^- 


ahlen  n  vertheilen  sich  wieder  in  arithmetische  Reihen  von 
Differenz  4i);  jeder  der  beiden  Kategorien  gehören  gleich 
Zahlclassen  an. 

ieispicl.    Für  2)  =4-  6  ergiebt  sich 

:  -f  1,     wenn    h  =  1,  5,  19,  23  (mod.  24) 

(^'j  =  —  1,     wenn    w  =  7,  11,  13,  17  (mod.  24). 

Vir  bemerken  schliesslich,  dass  die  vier  Fälle  sich  zusammen- 
lassen, wenn  man  zwei  positive  oder  negative  Einheiten 
inführt,  so,  dass  5^+1  oder  = — 1,  je  nachdem  +  P=  1 
=  3  (mod.  4),  und  dass  i  =  +  1  oder  =  —  1,  je  nachdem 
gerade  oder  gerade  ist.  Die  vier  Fälle  stellen  sich  dann 
dermaassen  dar: 


L 
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D  =  ±    P=\  (mod.  4),  Ä  =  +  1,  6  =  +  1 

D  =  ±    P  =  3  (mod.  4),  d  =  —  1,  s=  +  1 

D=±2P  =  2  (mod.  8),  «  =  +  1,  £  =  —  1 

D  =  +2P=  6  (mod.  8),  «  =  —  1,  £=^  —  1. 

Dann  ist  vermöge   des  allgemeinen  Reciprocitätssatzes  und  der 
Ergänzungssätze  (§.  46) 

(5)  =  ,.«.-.„v.,..-..(J), 

wo  n  wieder  irgend  eine  positive  relative  Primzahl  zu   2Z)  be- 
deutet. 

Lässt  man  n  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen 
nach  dem  Modulus  42)  durchlaufen,  welche  zugleich  positiv  und 
relative,  Primzahlen  zu  2D  sind,  so  ergiebtsich  in  allen  vier  Fällen, 
dass  die  entsprechende  Summe 


H^)=^ 


ist;  im  ersten  Falle  genügt  es  schon,  dass  n  ein  solches  vollstän- 
diges Restsystem  nach  dem  Modulus  22)' durchläuft. 


Vierter  Abschnitt. 


Von  den  quadratischen  Formen. 


§.  03. 

Unter  einer  Form  versteht  man  in  der  Zahlentheorie  im  All- 
eiuen  eine  ganze  rationale  Function  von  Variahelen,  deren 
Tficienten  ganze  Zahlen  sind  (vergl.  §.  39).  Je  nach  dem 
de  derselben  unterscheidet  man  lineare,  quadratische,  cubiscite 
DQen  u.  &.  w.;  je  nach  der  Anzahl  der  vorkommenden  Variabelen 
cht  man  von  binären,  ternären  Formen  u,  s.  w.     Wir  werden 

im  Folgenden  ausschliesslicli  mit  Ausdrücken  von  der  Form 

ax^  +  2bxij  +  ci/ä 
:häftigen,  vo  a,  b,  c  bestimmte,  gegebene  ganze  Zahlen,  x  und 
ler   nnhestimmte,  variahele  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  wir 
ien  diese  homogenen  binären  quadratischen  Formen,  wo  kein 
iverständniss  zu  besorgen  ist,  kurz  Formen  nenne». 

Wir  haben  dem  Coefticienten  des  Productes  xy  der  beiden 
iabelen  gleich  die  Gestalt  einer  geraden  Zahl  2  b  gegeben,  weil 
Untersuchung  dadurch  erleichtert  mrd;  sollte  in  einer  Form 
er  Coefficient  eine  ungerade  Zahl  sein,  so  würde  es  genügen, 
ganze  Form  mit  2  zu  muUipliciren ,  um  diesen  Fall  auf  den 
en  zurückzuführen,  und  aus  den  Eigenschaften  der  so  erhalte- 

Form  würde  man  mit  Leichtigkeit  auf  die  Eigenschaften  der 
rünglichen  Form  zurückschliessen  können. 

Sind  die  drei  Glieder  in  der  obigen  Anordnung  geschrieben, 
ennt  man  a  den  erskn,  b  (nicht  2  b)  den  siveiten,  c  den  dritfett 
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Coefficienten;  a  und  c  fasst  man  auch  wohl  unter  dem  gemein- 
schaftlichen Namen  der  äusseren  Coefficienten  zusammen,  und 
nennt  dann  b  im  Gegensatz  den  mittleren  Coefficienten;  ähnlich 
heisst  X  die  erste ^  y  die  ziveite  Variabele.  Eine  solche  Form  be- 
zeichnet man  wohl  auch  kurz  durch  das  Symbol  (a,  J,  c),  wenn  es 
sich  nur  darum  handelt,  die  Coefficienten  anzugeben,  von  denen 
allein  die  Eigenschaften  der  Form  abhängen  können. 

Wir  schliessen  nun  ein-  für  allemal  die  Fälle  aus,  in  welchen 
die  Form  sich  in  zwei  lineare  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
zerfallen  lässt,  weil  diese  eine  andere  und  zwar  einfachere  Be- 
handlung gestatten.  Zunächst  folgt  hieraus,  dass  in  den  Formen, 
mit  welchen  allein  wir  uns  beschäftigen  wollen,  keiner  der  äusseren 
Coefficienten  gleich  Null  sein  wird;  da  femer 

ax^  -h  2bxy  +  aß  =  -^  {{ax  +  bijY  —  {b'^  —  ac)y^^ 

ist,  80  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Zahl  b^  —  ac  nie  eine  voll- 
ständige Quadratzahl  sein  darf,  denn  sonst  würde  die  Form 

ax^  +  2bxy  +  cy^  = 
-  (ax  +  (6  +  Vft^  —  ac)  y\  (ax  +  (6  —  Vft«  — ac)  y\ 

ein  Product  aus  zwei  linearen  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
sein.  Die  Zahl  b^  —  ac,  von  welcher,  wie  wir  sehen  werden,  die 
Eigenschaften  der  Form  (a,  6,  c)  hauptsächlich  abhängen,  heisst 
die  Däerminante*)  dieser  Form;  wir  werden  sie  im  Folgenden  mit 
dem  Buchstaben  D  bezeichnen.  Die  unseren  Fonnen  (a,  6,  c) 
auferlegte  Beschränkung  besteht  mithin  darin,  dass  2)  kein  Qua- 
drat^ also  auch  nicht  Null  ist. 

Einige  höchst  merkwürdige  Sätze  von  Fermat  haben  Euler 
veranlasst,  sich  eingehend  mit  den  quadratischen  Formen  zu  be- 
schäftigen, doch  beziehen  sich  seine  Untersuchungen  grösstentheils 
nur  auf  specielle  Fälle;  Lagrange**)  legte  den  Grund  zu  einer 
allgemeinen  Theorie  derselben,  die  dann  später  von  Le^endre***), 
vor  Allen  aber  durch  Gauss  vervollständigt  wurde. 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  154. 

*♦)  Becherches  d'Ärühmetique  (Nouv.  Mein,  de  TAc.  de  Berlin,  1773,  1775). 
***)  Theorie  des  Nomhres^  3"»«  ed.  Paris  1830.     Deutsche  üebersetzung 
von  Maser  (1886—1887). 

Diriehlet,    Zahlentheorie.  9 
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Ihre  Entstehung  verdankt  die  ganze  Theorie  dem  Probleme, 
zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  m  durch  die  gegebene  Form 
(a,  6,  c)  darstellbar  ist,  d.  h.  ob  es  specielle  Werthe  von  a:,  y  giebt, 
für  welche  die  Form  den  Werth  m  erhält.  Doch  ist  zur  voll- 
ständigen Lösung  desselben  die  Theorie  der  Transformation 
erforderlich,  mit  welcher  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 


§.  54. 

Ebenso  ^^•ie  die  Gleichungen  der  Curven  in  der  analytischen 
Geometrie  ihre  Gestalt  ändern,  wenn  ein  anderes  Coordinaten- 
System  gewählt  wird,  so  geht  eine  quadratische  Form  (a,  6,  c) 
durch  Einführung  zweier  neuen  Variabelen  in  eine  neue  quadra- 
tische Form  (a',  b\  d)  über.  Sind  nämlich  o?,  y  die  Variabelen 
der  Form  (a,  6,  c),  und  setzt  man 

x  =  ax'  ^  ßy\ 
y  =  'yx'  +  öy', 

wo  a,  /3,  y,  d  vier  bestimmte  ganze  Zahlen,  und  x\  y*  die  neuen 
Variabelen  bedeuten,  so  wird 

ax^  +  2hxy  +  cy^  =  a'x*^  -|-  2Vx'y'  -f  &y'\ 

und  die  Coefficienten  a',  b\  &  der  neuen  quadratischen  Form 
hängen  auf  folgende  Weise  von  denen  der  ursprünglichen  Form 
und  von  den  vier  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  ab: 

a'  =  au^  -f  2iay  -f-  cy^ 

b'  =  aaß  +  b(aö  +  ßy)  +  cyd  (2) 

c'  =aß^  +  2bßd  +  c92. 

0 

Man  drückt  den  Zusammenhang  der  beiden  Formen  kurz  so  aus: 
die  Form  ax^  +  '2bxy  -\-  cy^  geht  durch  die  Transformatmi  oder 
Substüutioti  (1)  in  die  Form  a'rr'^  +  2b'x'y'  +  c'y'«  über.  Die 
Zahlen  «,  /3,  y,  d  heissen  der  Reihe  nach  der  erste,  zweite,  dritte, 
vierte  Coefficient  der  Substitution.  Da  die  Wahl  der  Buchstaben  zur 
Bezeichnung  der  Variabelen  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung 
ist,  und  die  Natur  der  Formen  und  Substitutionen  nur  von  den 
Coefficienten  abhängt,  so  drückt  man  Sich  häufig  noch  kürzer  so 
aus:  die  Form  (a,  i,  c)  geht  durch  die  Substitution  c«,  /3,  y,  d 


r 


[ 
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oder  (yi  §)  in  die  Form  (a',  b\  c')  über;  und  diese  Ausdrucks- 
weise  soll  nicht  mehr  oder  weniger  sagen,  als  dass  die  drei 
Gleichungen  (2)  stattfinden.  Hierbei  ist  wohl  auf  die  Stellung 
der  Coefficienten  der  Formen  sowohl,  wie  derjenigen  der  Substi- 
tution zu  achten;  behalten  wir  die  eben  eingeführten  Bezeich- 
nungen bei ,  so  müssen  wir  z.  B.  sagen ,  dass  gleichzeitig  die  Form 

(a,  6,  c)  durch  die  Substitution  f  ^'  vi  in  (a',  6',  c'), 
(«,  6,  c)      „        „  „  (J;  fj  „  {c\  b\  a'), 

(c,  6,  a)      ,        „  ,  (J;  y)  „   (.',  6',  a') 

übergeht. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jede  durch  die  zweite  Form  (a',  h\  d) 
darstellbare  Zahl  auch  durch  die  erste  Form  (a,  6,  c)  dargestellt 
werden  kann;  denn  wird  die  Zahl  m  durch  {a\  6',  cf)  dargestellt, 
indem  den  Variabelen  x\  y'  die  speciellen  Werthe  /,  s'  ertheilt 
werden,  so  setze  man 

r  =  «/  -f  ßs\    s  =  yr'  +  Äs', 

und  es  wird  die  Form  (a,  b,  c)  dieselbe  Zahl  m  darstellen,  sobald 

x=^  r^y  =  s  gesetzt  wird.    Man  sagt    deshalb  auch :  die  Form 

(a,  6,  c)  enthalt  die  Form  (a',  b\  c'),  oder  deutlicher:   die  Form 

(a',  b\  c')  ist  unter  der  Form  (a,  ä,  c)  enthaUen*)\  eben  weil 

sämmtliche  durch  (a',  &',  c')  darstellbare  Zahlen  unter  den  durch 

(a,  6,  c)  darstellbaren  enthalten  sind**). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Relation,  in  welcher  die 

Determinante 

D'  =  6'2  —  n'  d 

der  neuen  Form  zu  der  der  früheren  steht;  substituirt  man  für 
a',  b\  c*  ihre  Ausdrücke  gemäss  den  Gleichungen  (2),  so  findet 
man  nach  leichten  Reductionen 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  167. 

*^)  üeber  die  Umkehrnng  dieses  Sattes  siehe  Schering:  Thiordmes  re- 
latifg  aux  formes  hinaires  quadratiques  qui  representent  les  memes  nom- 
hres,  Journal  de  Math^matiqaes  pnbl.  p.  Lioaville  T.  IV.  2«  serie.  1859. 
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die  netie  Determinante  ist  daher  stets  gleich  der  alten^  muUiplicirt 
mit  einer  Quadraizahl;  beide  Determinanten  liaben  also  auch  dasselbe 
Vorzeichen:  Da  wir  von  vornherein  Formen  ausschliessen,  deren 
Determinanten  =  0  sind,  so  betrachten  wir  deshalb  auch  nur 
solche  Substitutionen  (";  §),  für  welche  die  Coefficientenverbindung 
ad  —  ßy  (die  sogenannte  Determinante  der  Substitution)  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat.  Hieran  knüpft  sich  jedoch  noch 
eine  wichtige  Unterscheidung';  je  nachdem  nämlich  dieser  Ausdruck 
ad  —  ßy  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat,  soll  die  Sub- 
stitution (^*^  eine  eigentliche  oder  wneigentliche  heissen,  und  diese 
Ausdrucksweise  soll  auf  die  Beziehung  zwischen  den  Formen  {a^b^c) 
und  (a',  b\  c')  übertragen  werden,  indem  wir  sagen,  dass  die  Form 
(a',  b\  c')  eigentlich  oder  uneigentlich  unter  der  Form  (a,  ft,  c)  ent- 
halten sei,  je  nachdem  die  Substitution  (^*  '^,  durch  welche  die  letz- 
tere in  die  erstere  übergeht,  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Um 
Missverständnisse  zu  vermeiden,  fugen  wir  sogleich  hinzu,  dass  eine 
Form  eine  andere  sowohl  eigentlich  als  auch  udeigentlich  enthalten 
kann;  denn  es  tritt  häufig  der  Fall  ein,  dass  eine  Form  einmal  durch 
eine  eigentliche,  ein  anderes  Mal  durch  eine  uneigentliche  Substi- 
tution in  eine  und  dieselbe  zweite  Form  transformirt  wird.  So 
z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch  die  eigentliche  Substitution 
(!};  +?)i  und  ebenso  durch  die  uneigentliche  Substitution  (IJ;  IJ) 
in  die  andere  Form  ( —  5,  —  5,  18)  über;  die  erstere  enthält  daher 
die  letztere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich. 

Man  nennt  femer  zwei  Substitutionen  gleichartig^  wenn  sie 
beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich  sind,  ungleichartig,  wenn 
die  eine  eigentlich,  die  andere  uneigentlich  ist. 
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Behalten  wir    die  vorhergehenden  Bezeichnungen   bei,  und 
nehmen  wir  an,  dass  die  Form 

(a',  b\  c')  =  a'x'^  +  2b'x'iy  +  c'y'^ 

durch  eine  neue  Substitution 

*  • 

x'  =  a'x"  +  ß'y" 
y'  =  Y'x"  +  (S'y" 


r 
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in  die  Form 

(a",  b",  c")  =  a"x"*  +  U"x"y"  4-  c"y"* 

übergeht,  so  geht  offenbar  die  erste  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Sub- 
Btitntion 

X  =  «(«'«"  4-  ß'y")  +  ßiy'nt"  +  ^'v") 

y  =  y(a'x"  +  ß'y")  +  6(y' x"  +  d'y") 

oder 

X  =  (««'  +  ßy')x"  +  (aß'  +  ßS')y" 

y  =  (y«'  +  6y')x"  +  (y/J'  +  ««0  y" 
in  die  dritte  Form  (fo",  6",  c")  über.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Enthält  ehie  Form  eine  ztceite^  diese  wieder  eine  dritte^  so 
enthält  auch  die  erste  Form  die  dritte. 

Bezeichnet  man  nun  die  CoefBcientenverbindung 

mit  fi,  so  ist  nothwendig  die  Determinante  der  dritten  Form 
D"  =  ««2);  da  aber  andererseits 

also  auch 

D"  =  (ad  -  ßyy  (a'Ö'  -  ß'y'yJD, 

und  D  von  Null  verschieden  ist,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass 

««  =  («Ä  -  ßyy  («'5'  -  /J'y')« 

ist,  und  man  überzeugt  sich  leicht  durch  Vergleichung  beider 
Seiten,  dass  die  Quadratwurzel  in  folgender  Weise  auszuziehen  ist: 

«  =  (««_  ßy)  (a'd'  —  ß'y')' 

Aus  dieser  Gleichung  (welche  einen  der  einfachsten  Sätze  der 
Determinantentheorie  enthält)  folgt  noch  eine  wesentliche  Ver- 
vollständigung des  obigen  Satzes,  nämlich: 

Die  erste  Form  enthält  die  dritte  eigentlich  oder  uneigentlich^ 
je  nachdem  die  erste  die  zweite  in  derselben  oder  in  entgegengesetzter 
Art  enthält^  wie  die  zweite  die  dritte. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort  und  transformirt  die  dritte 
Form  in  eine  vierte,  diese  in  eine  fünfte  u.^f.,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar der  allgemeine  Satz:  Wenn  von  einer  Reihe  von  Formen 
jede  die  nächstfolgende  enthält^  so  enthält  die  erste  Form  auch  die 
letzte^  und  zwar  eigentlich  oder  uneigentlich^  je  nachdem  die  Anzahl 
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der  hierbei  auftretenden  uneigentlicJien  Substitutionen  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  Substitution,  durch  welche  die  erste  Form  uuiuittelbar  in 
die  letzte  transformirt  wird,  heisst  zusammengesetzt  aus  den  ein- 
zelnen successiven  Substitutionen;  um  die  Zusammensetzung  von 
zwei  Substitutionen  anzudeuten,  wollen  wir  uns  der  Bezeichnung 

/a,/J\/a',^'\  _  /««'  +  ßy\  aß'  +  ß5'\ 
\y.S)W,  d'J  -  \ya'  +  */,  yß'  +  dd') 

bedienen;  offenbar  ist  es  im  Allgemeinen  nicht  erlaubt,  die 
Ordnung  der  beiden  successiven  Substitutionen  umzukehren,  weil 
hierdurch  auch  die  resultirende  Substitution  geändert  würde. 
So  ist  z.  B. 

/+ 1,  0W+ 1.  4- tfV  — .  (i-ly  +2^      r+l,  -|-a\/+l.  0\  A-l,  +4\ 

V-i,  V  V-i,  -b)  —  V-a,  -6y»   \-i,  -sA-i,  V  —  V+a,  -3> 

Dagegen  ist  es  bei  drei  successiven  Substitutionen  S,  8\  S" 

gleichgültig,  ob  man  erst  8  und  S'  zusammensetzt,  und  dann  das 

Resultat  SS'  mit  S"  verbindet,  oder  ob  man  S  mit  dem  Resultat 

S' S"  der  sweit«n  und  dritten  Substitution  zusammensetzt;  in 

Zeichen: 

{SS')S"=  S(S'S"). 

Dies  folgt  unmittelbar  au»  dem  Begriffe  dieser  Zusammensetzung ; 
denn  sind  (a?,y),  (a?',  j/'),  (^",  y")  und  {x"\  y'")  die  successiven 
Variabelen,  so  ist  es  für  die  Ausdrücke  von  a?,  y  durch  x'"^  y*" 
gleidigülßg,  ob  n^m  die  Variabelen  x*\y^'  oder  die  Variabelen  a;',  y* 
als  Zwischenglieder  einschiebt.  Kese  aus  den  drei  auf  einander 
folgenden  Substitutionen  S^  8'^  8"  xusamm^igasetzte  Substitution 
kann  dahier  kurz  durch  8 8' 8"  bezeichnet  werden,  und  aus  der 
in  §^  2  vorgetragenen  Schlussweise  ergiebt  sich,  dass  Aehnliches 
auch  für  jede  grössere  Anzahl  von  Substitutionen  gilt»  die  in 
bestimmter  Ordnung  auf  einander  folgen  und  durch  successive 
V^ribinifaing  von  je  zwei  benachbaiten  Öliedem  2u  einer  einzigen 
Stibtttttttioa  Süsammengeset^  werden;  setzt  man  2.  B. 


se  isft 


88'  =  T,    8'  8"  =  T',    8"  8'"  —  T", 


TS"  ^  ST',  T'S'"  «  S'T",  xmä  folgUch 


(TS") 8'"  »  (ST') S'"  cx=  5(2"  S"') 
:  S(S'  T")  =  IT"  =  88'  8"  8'". 
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Ferner  ist  für  die  Folge  zu  bemerken,  dass  die  Substitution 
Co'  i)  ^®i  der  Zusammensetzung  stets  fortgelassen  werden  darf,  da 
sie  keine  Aenderung  hervorbringt. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  der  obige  Satz  auch  so  ausgesprochen 
werden  kann:  Die  aus  den  Substitutionen  S,  S',  iS"  ...  zusammen- 
gesetzte Suhstituti&n  S  S*  S"  .  .  .  ist  eigentlich  oder  uneigentlich^  je 
nachdem  die  Anzahl  der  unter  ihnen  befindlichen  uneigentlichen 
Substitutionen  gerade  oder  ungerade  ist. 


§.56. 

Besonders  wichtig  ist  nun  die  Frage:  wann  enthalten  zwei 
Formen  sich  gegenseitig?  Offenbar  ist  dann  das  System  aller  durch 
die  eine  Form  darstellbaren  Zahlen  identisch  mit  dem  System  der- 
jenigen Zahlen,  welche  durch  die  andere  Form  dargestellt  werden 
können.  Zwei  solche  Formen,  die  sich  gegenseitig  enthalten, 
werden  wir  äquivalefit*)  nennen.  Sind  i),D'  ihre  Determinanten, 
so  muss  sowohl  D':D^  als  auch  D:t>\  eine  ganze  Quadrat- 
zahl, also  eine  ganze  positive  Zahl  sein,  und  hieraus  folgt  als 
eine  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen  erforderliche  Bedingung, 
dass  ihre  Determinanten  D  und  D'  gleich  sein  müssen. 

Diese  Bedingung  ist  aber  umgekehrt  nicht  hinreichend^  um 
auf  die  Aequivalenz  schliessen  zu  können.  Letzteres  ist  erst  dann 
gestattet,  wenn  man  ausserdem  weiss,  dass  die  eine  der  beiden 
Formen  die  andere  enthält.  In  der  That,  wenn  die  beiden  Formen 
(a,  6,  c)  und  {a\  6',  c')  gleiche  Determinanten  haben,  und  wenn 
ausserdem  die  erstere  durch  die  Substitution 

3p  r=s  asf  +  ßtf 
y  ^  ysf  ^  6y' 

in  die  letztere  übergeht,  so  folgt  aus  der  Relation 

D'  =  {ad  —  ßyyn 

und  der  Gleichheit  von  D'  und  B  die  Gleichung 

a8  —  ßy  =  +  1 
und  hieraus,  wenn  man  zur  Abkürzung  «ö  —  /3y  =  +l  =  a 
setzt, 

a?'  =  -(-  ^^^  —  ^ßy 
y'  =  —  £7^  +  6«!/ 

*)  Gauss:  D.  Ä,  art.  157. 
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und  es  geht  daher  durch  diese  Substitution  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  die  Form  {a\  b\  c')  in  die  Form  (a,  6,  c)  über;  also 
sind  in  der  That  beide  Formen  einander  äquivalent.  Die  Sub- 
stitutionen 


f«»2)    und    (+'^7'^)^ 


deren  jede  die  inverse  der  anderen  heisst,  und  durch  deren  Zu- 
sammensetzung immer  die  Substitution  (J;  J)  entsteht,  sind  offenbar 
entweder  beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich;  je  nachdem 
das  Eine  oder  das  Andere  stattfindet,  sollen  die  beiden  Formen 
eigentlich  oder  uneigenflich  äquivalent*)  heissen. 

Sowie  wir  eben  gesehen  haben,  dass  die  eine  von  zwei  äqui* 
valenten  Formen  in  die  andere  immer  durch  eine  Substitution 
("'^  übergeht,  in  welcher  aS  —  /3y  =  +  1  ist,  so  leuchtet  auch 
umgekehrt  ein,  dass  durch  jede  solche  Substitution  eine  beliebige 
Form  nothwendig  in  eine  ihr  äquivalente  transformirt  wird;  denn 
die  Determinanten  beider  Formen  sind  einander  gleich.  In  der 
Existenz  einer  solchen  Substitution  besteht  also  die  erforderUclie 
U7id  hinreichende  Bedingung  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen. 

Aus  dem  Begriffe  der  Aequivalenz  ergiebt  sich  unmittelbar, 
dass  jede  Form  sich  selbst  eigentlich  äquivalent  ist;  denn  sie  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J;  J)  in  sich  selbst  über.  Dies 
ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes,  welcher  sehr  oft 
zur  Anwendung  kommen  wird:  Wenn  zxnfei  Formen  (a,  6,  C)  und 
(a,  b\  c')  von  gleicher  Detei'niiminte  D  denselben  ersten  Coefficienten 
a  haben^  und  wenn  ihre  mittleren  (Joeffidenten  6,  b'  einander  con- 
gruent  sind  in  Bezug  auf  den  Modul  a,  so  dass  b'  =  aß  +  b\ 
so  sind  die  beiden  Formen  eigentlich  äquivalent^  und  die  erstere 
geld  durch  die  eigentliche  Substitution  (J;  ^  in  die  letztere  über. 

Ferner  bemerke  man  folgende  Fälle  der  uneigentlichen  Aequi- 
valenz: Zwei  entgegengesetzte**)  Formen  (formae  oppositae),  d.  h. 
zwei  Formen  (a,.6,  c)  und  (a,  — ?>,  c),  welche  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  des  mittleren  Coefficienten  unterscheiden,  sind  stets 
uneigentlich  äquivalent,  indem,  die  eine  durch  die  Substitution 
(o,— J)  in  die  andere  übergeht.  Dasselbe  gilt  von  zwei  Gefähien*"^*) 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  158. 

**)  Gauss:  D.  A.  art.  159. 

***)  Gauss:  D.  A.  art.  187. 
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(Jormae  sociae),  d,  h.  von  zwei  Formen  (a,  i,  c)  und  (c,  ft,  a),  welche 
dieselben  Goefficienten,  nur  in  umgekehrter  Folge,  haben;  die  eine 
geht  in  die  andere  durch  die  Substitution  (^;  q)  über. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  folgt  wieder  durch  Zusammensetzung, 
dass  die  beiden  Formen  (a,  6,  c)  und  (c,  —  6,  a)  eigentlich  äquivalent 
sind ;  denn  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution 

(-;;S)  über*). 


§.  57. 

Auch  hier  bei  der  Aequivalenz  schliesst  die  eine  Art  derselben 
die  andere  nicht  aus;  es  kommt  häufig  der  Fall  vor,  dass  zwei 
Formen  einander  sowohl  eigentlich  als  uneigentlich  äquivalent 
sind;  in  dem  oben  (§.  54)  angeführten  Beispiel  sind  wirklich  die 
beiden  Formen  (3,  13,  18)  und  (—5,  —5,  18)  eigentlich  und  un- 
eigentlich äquivalent;  die  erstere  geht  durch  die  Substitutionen 
(ii;?)  ^^d  (Ulis)  i^  die  letztere  über,  und  umgekehrt  diese  in 
jene  durch  die  inversen  Substitutionen  (};  J)  und  (ij;  1}). 

Wenn  zwei  Formen  soicöhl  eigentlich  als  uneigentlich  äquiva- 
lent sind^  80  ist  jede  von  ihien  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent. 

Denn,  wenn  die  Form  (a,  ft,  c)  durch  jede  der  beiden  Substi- 
tutionen 

<"«''  ^'\  und  ("«"'  ^'"i 

V,  s'J  "°^  \r",  s")' 

in  denen 

a'd'  -  /J'y'  =  +  1.    «"  8"  -  ß"y"  =  —  1, 

ifl  die  Form  (a',  b\  c')  übergeht,  so  geht  (a',  b\  c')  durch  jede 
der  beiden  inversen  Substitutionen 

(+S\-ß'\        ,    /-S",+ß"\ 


*)  Dieser  Fall  und  ebenso  der  andere,  oben  erwähnte  Fall  der  eigent- 
lichen Aequivalenz  treten  so  häufig  auf,  dass  es  sich  rechtfertigen  Hesse, 
8ie  durch  besondere  Namen  auszuzeichnen ;  nach  einem  in  der  vorigen 
Auflage  dieses  Werkes  gemachten  Vorschlage  könnte  man  zwei  Formen 

(a,  6,  c),  (a,  h\  cQ,  die  durch  Substitutionen  von  der  Gestalt  (J'  ^  in  ein- 
ander übergehen,  parallele  Formen,  und  je  zwei  Formen  (a,  b,  c),  (c,  —  &,  a) 
complementäre  Formen  nennen  (vergl.  §.  63,  Anmerkung). 
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in  (o,  6,  c)  über;  und  hieraus  folgt,  dass  (a,  6,  c)  durch  jede  der 
beiden  zusammengesetzten,  und  zwar  nothwendig  uneigentlichen 
Substitutionen 

in  sich  selbst  übergeht.  So  z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch 
die  aneigentlichen  Substitutionen  (IJj  J)  (+ J;  ij)  =  (ij;  1*)  und 

(15;  1») (};  J)  =  (ij;  ±1)  in  sich  selbst'über. ' 

Es  ist  kein  Zufall,  dass  diese  beiden  auf  verschiedene  Art 
zusammengesetzten  Substitutionen  identisch  ausfallen;  setzt  man 

nämlich 

{<ß'\{'-S'\+ß"\_/«,ß\ 

so  findet  man  zunächst 

[y",S")\-y',+«')-\-^Y,-a)^ 

und  wir  haben  daher,  um  die  Identität  dieser  beiden  (inyersen) 
Substitutionen  nachzuweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  da$8  in  jeder 
uneigentlichen  Substitution  (";'?),  durch  welche  eine  Form  in  sich 
selbst  übergeht,  stets  der  erste  und  vierte  Coeföcient  einander 
gleich,  aber  entgegengesetzt  sind.  Dies  geschieht  leicht  auf  fol- 
gende Weise.  Wenn  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  unetgentliche 
Substitution  ("'J)  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist 

a«*  +  (2  6a  +  cy)y  =^  a 
accß  +  b(ad  +  ßy)  -^  cyd  =  b 

ad  —  ßy  =^  —  1« 

Die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  geht,  wenn  man  der  dritten 
gemäss  ßy  durch  aÄ  +  1  ersetzt,  in  folgende  über: 

aaß  +  (2  6a  -f  cy)9  =  0; 

eliminirt  man  aus  dieser  und  aus  der  ersten  jener  drei  Gleichungen 
die  Grösse  2bu  -{-  cy^  so  erhält  man,  wenn  mau  den  Factor  a 
wegwirft  (der  ja  tqu  Jfull  verschiedeja  ist,  weil  sonst  die  De- 
terminante JD  eine  Quadratzalü  wäre)«  die  Belatiou 

(a'  —  l)d  =  a/Jy, 

woraus  mit  Bücksicht  auf  a$  -^  ßy  ^^  ^  1  wirklich  folgt,  das» 
ö  =  —  «  ist,  was  zu  bewei^n  war. 
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§.  58. 

Jede  uneigentliche  Substitution,  durch  welche  eine  Form  (a,i,  c) 
in  sich  selbst  übergeht,  ist  daher  noth wendig  von  der  Form  (";  1^) 
und  es  ist  also  gleichzeitig  a^  +  ^y  ==  1.  Von  besonderem  Interesse 
ist  der  specielle  Fall  y  =  0;  dann  ist  a  =  +  1  und  entsprechend 
4^  a^  =  2  6;  eine  solche  Form,  deren  doppelter  mittlerer  Coeffi- 
cient  durch  den  ersten  theilbar  ist,  soll  eine  forma  anceps*)  oder 
ieine  zweiseitige**)  Form  heissen.  Und  umgekehrt  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  jede  zweiseitige  Form  sich  selbst  uneigentlich  äqui- 
valent  ist;  denn  wenn  (a,  h^c)  eine  solche  Form,  und  also  2b  =  aß 
ist,  so  geht  (a,  6,  c)  wirklich  durch  die  uneigentliche  Substitution 
(J;  1?)  in  sich  selbst  über.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  jeder  Form, 
welche  einer  zweiseitigen  Form  äquivalent  ist;  aber  es  besteht 
auch  der  umgekehrte  Satz***). 

Wenn  eine  Farm  sich  selbst  uneigenüidi  äquivalent  ist^  so  gieht 
es  stets  eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form. 

Beweis.  Es  sei  g?  eine  solche  Form,  welche  durch  die  un- 
eigentliche Substitution  (JJ»  If)  in  sich  selbst  übergeht;  ist  y  =  0, 
so  wissen  wir,  dass  tp  selbst  eine  zweiseitige  Form,  und  folglich 
der  Satz  richtig  ist.  Ist  aber  y  von  Null  verschieden,  so  suchen 
wir  eine  eigentliche  Substitution  (^^  J)»  durch  welche  die  Form  9 
in  eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form  übergeht,  die  wir  mit  ^ 
bezeichnen  wollen.  Da  also  lg  —  (iv  =  -\-  1,  und  folglich  t/; 
durch  die  inverse  Substitution  (IS; +S)  in  tp  übergeht,  so  muss 
^  durch  die  offenbar  uneigentlicbe,  aus  den  drei  successiven  Sub- 
stitutionen 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  163. 

**)  Im  müBdliobeo  Vortrag»  giebntQiikte  JHriMet  izomer  die  Bezeich* 
nung  forma  aneej^,  welche  ich  auch  bei  der  Aasarbeitung  der  ersten  Auf- 
lage (1863)  beibehalten  habe;  in  der  zweiten  und  dritten  Auflage  (1871, 
1879),  wo  diese  Formen  und  die  ihnen  entsprechenden  Formen -Classen 
h&«€ger  aaftmteB  (§§.  152,  156),  luibe  ick  de  im  Anschluss  an  die  von 
I^tunmer  (Monatsber*  d.  Berliner  Akad.  vom  18.  Februar  1868)  auf  einem 
verwandten  Gebiete  benutzte  Bezeichnung  ambige  Formen  genannt;  da  aber 
diese  Wortbildung  wohl  mit  Recht  beanstandet  ist,  so  schlage  ich  jetzt  die 
obige  Bezeichnung  vor,  welche  sich  auch  ohne  Zwang  verallgemeineren 
(vergi.  §.  U«). 

**♦)  Gauss:  D.  Ä.  art.  164. 
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zusammengesetzte  Substitution  in  sich  selbst  übergehen.  Der 
dritte  Coefficient  dieser  Substitution  ist 

und  es  kommt  nur  darauf  an ,   zwei  relative  Primzahlen  A,  v  so 

zu  bestimmen,  dass  dieser  Coefficient  =  0  wird,  denn  dann  ist  tl^ 

eine  zweiseitige  Form.    Diese  Forderung  reducirt  sich,  wenn  man 

mit  y  multiplicirt  und  bedenkt,   dass  «*  +  /3y  =  1  ist,  auf  die 

folgende : 

X,  \.  •       r.    X        «+1  — ß 

da  unserer  Annahme  nach  y  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man 
also  A  und  v  dieser  Forderung  gemäss  bestimmen,  und  zwar  als 
relative  Primzahlen ,  wenn  man  den  Bruch  («  +  1) :  y  auf  seine 
kleinste  Benennung  A  :  v  bringt.  Dies  Letztere  ist  erforderlich, 
weil  ja  die  vier  Coefficienten  A,  ^,  v,  g  der  Gleichung  kg  —  ^v=  1 
genügen  müssen.  Sobald  nun  A  und  v  auf  dem  angegebenen  Wege 
bestimmt  sind,  so  kann  man  dann  unendlich  viele  Werthenpaare 
für  g  und  ii  (nach  §.  24)  finden,  welche  diese  letzte  Forderung 
erfüllen.  Auf  diese  Weise  ist  also  wirklich  aus  (J!'  1^)  ^^^^  eigent- 
liche Substitution  (J; ")  gefunden,  welche  die  gegebene  Form  (p  in 
eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form  ^  transformirt,  und  luer- 
durch  der  obige  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  obige  Form  (3,  13,  18),  welche 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (ij;  lg)  in  sich  selbst  über- 
geht; wir  haben  also  nur 

A  _3±1 

V  — 4 

zu  setzen;  nehmen  wir  das  obere  Zeichen,  so  ist  A  =  +l?  v  =  Xl 
zu  setzen,  und  entsprechend  ^  +  ^  =  +  1.  Nehmen  wir  die 
oberen  Zeichen  und  (>  =  1,  |[t  =  0,  so  erhalten  wir  die  Substitu- 
tion (ij;  J),  durch  welche,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  die  Form 
(3,  13,  18)  in  die  Form  (—5,  — 5,  18)  übergeht,  welche  in  der 
That  eine  zweiseitige  Form  ist. 

Ferner:  Die  Form  (7,  1,  — 1)  geht  durch  die  uneigentliche 
Substitution  (lg;  IJ)  in  sich  selbst  über;  in  diesem  Fall  haben 
wir  also 
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A  _  2  +  1 
V  ~   —3 

zu  setzen;  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  das  obere 
Zeichen,  so  können  wir  wieder  A  =  l,  v  =  —  1,  p  =  l,ft  =  0 
setzen;  und  in  der  That  geht  die  Form  (7,  1,  — 1)  durch  die 
Substitution  (JlJ;?)  in  die  zweiseitige  Form  (4,  2,-1)  über. 


§.  59. 

Wir  verlassen  hiermit  diesen  interessanten  Gegenstand  und 
beschäftigen  uns  von  jetzt  an  ausschliesslich  mit  der  eigentlichen 
Aequivalenz;  nur  diese  soll  im  Folgenden  gemeint  sein,  wenn 
schlechthin  von  Aequivalenz  gesprochen  wird;  ebenso  soll  unter 
Substitution  immer  nur  noch  die  eigentliche  Substitution  verstan- 
den sein.  Werden  daher  zwei  Formen  /,  /'  äquivalent  genannt, 
so  bedeutet  dieser  Ausdruck  stets  (§.  56),  dass  eine  Substitution 
(y*  'J)  existirt,  deren  Coefficienten  der  Bedingung  ad  --  ßy  =+  l 
genügen,  und  durch  welche/  in/'  übergeht;  umgekehrt  geht  dann 
/'  in  /  über  durch  die  inverse  Substitution  (_y;  ~2),  deren  Coeffi- 
cienten derselben  Bedingung  öcc  —  ( —  ß)  ( —  y)  =  +  1  genügen. 
Aus  dem  allgemeinen  Satze  des  §.  55  geht  nun  folgender  specielle 
hervor:  Sind  zwei  Formen  einer  dritten  äquivalent^  so  sind  sie  auch 
einander  äquivcdent;  und  dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  den 
wichtigsten  Begriff  in  der  ganzen  Theorie  der  quadratischen  Formen, 

Es  sei  /  eine  bestimmte  gegebene  Form  von  der  Determinante 
i),  und  F  der  Inbegriff  aller  der  Formen/,/',/"  .  .  .,  welche  mit 
/  äquivalent  sind;  zufolge  des  eben  erwähnten  Satzes  sind  nun  je 
zwei  in  dem  System  JF"  vorkommende  Formen /', /"  ebenfalls  äqui- 
valent; ist  daher/'  irgend  eine  in  i^'  vorkommende  Form,  so  ist  das 
System  aller  mit  /'  äquivalenten  Formen  identisch  mit  dem  System  F. 
Ein  solches  System  unter  einander  äquivalenter  Formen  soll  eine 
Classe  von  Formen*)  oder  eine  Formenclasse  heissen,  und  es  leuchtet 
ein,  dass  durch  irgend  ein  Individuum  einer  solchen  Classe  alle 
anderen  derselben  Classe  angehörenden  Formen  vollständig  be- 
stimmt sind;  man  kann  daher  immer  ein  solches  Individuum  als 
Reprcisentanten  der  Formenclasse  ansehen. 


*)  Gauss:  Z>.  A.  art.  223. 
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Es  würde  nicht  schwer  sein,  zu  beweisen,  dass  es  in  jeder 
solchen  Formenclasse  unendlich  viele  Individuen  giebt,  d.  h.  dass 
die  Anzahl  der  Formen,  in  welche  eine  gegebene  Form/  durch  die 
unendlich  vielen  verschiedenen  Substitutionen  (y'  ^)  übergeht,  in 
denen  aö  —  /3y=+  1,  unendlich  gross  ist,  obgleich  es  vorkommen 
kann,  und  zwar  bei  positiven  Determinanten  immer  vorkommt, 
dass  unendlich  viele  von  diesen  Substitutionen  die  Form  /  nur  in 
eine  und  dieselbe  Form/'  transformiren ;  allein  dieser  Nachweis 
hat  für  uns  zunächst  kein  Interesse.  Von  grösserer  Wichtigkeit 
und  von  dem  grössten  Interesse  ist  dagegen  die  folgende  Be- 
trachtung. 

Denkt  man  sich  alle  Formen  von  einer  und  derselben  Deter- 
minante D  in  ihre  verschiedenen  Classen  eingetheilt,  und  wählt 
man  aus  jeder  Classe  nach  Belieben  eine  Form  als  Repräsentanten 
derselben,  so  erhält  man  ein  sogenanntes  vollständiges  System 
nicht  äquivalenter  Formen  für  diese  Determinante  D;  die  funda- 
mentale und  vollständig  charakteristische  Eigenschaft  eines  solchen 
vollständigen  Formensystems  S  besteht  darin,  dass  jede  beliebige 
Form  von  der  Determinante  D  stets  einer,  aber  auch  nur  einer 
von  den  in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  äquivalent  ist. 
Die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  (und  also  auch  ihrer  Re- 
präsentanten in  dem  vollständigen  Formensystem  S)  ist  nun,  wie 
sich  zunächst  für  negative,  später  auch  für  positive  Determinanten 
herausstellen  wird,  eine  endliche^  und  wir  bezeichnen  absichtlich 
schon  jetzt  die  genaue  Bestimmung  dieser  Class&nanzahl  für  eine 
gegebene  Determinante^  welche  innig  mit  den  schönsten  algebrai- 
schen und  analytischen  Untersuchungen  dieses  Jahrhunderts  ver- 
knüpft ist,  als  die  letzte  und  hauptsächlichste  von  uns  zu  lösende 
Aufgabe. 

Der  Weg  zu  diesem  Ziele  wird  gebalmt  durch  die  Lösung  der 
beiden  folgenden  Hauptprobleme  in  der  Theorie  der  Aequivalens: 

I.  Zu  entscheiden^  oh  swei  gegebene  Formen  von  gleicher  Deter- 
minante äquivalent  sind^  also  derselben  Classe  angehören^  oder  nicht. 

IL  Alle  Substitutionen  zu  finden^  durch  welche  di^  eine  von 
zwei  gegebenen  äquivalenten  Formen  in  die  andere  übergeht. 

Es  wird  aber  gut  sein,  die  Beschäftigung  mit  diesen  beiden 
Problemen  dadurch  zu  motiviren,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Theorie 
Aev  Darstellung  der  Zahlen  durch  quadratische  Formen  vollständig 
auf  dieselben  zurückgeführt  werden  kann;  und  so  schicken  wir  im 
Folgenden  einige  Hauptsätze  dieser  Theorie  voraus. 
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Meb  nennt,  wie  schon  im  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnt 
iBt,  eine  ganze  Zahl  m  darstellbar  durch  die  quadratische  Form 
(a,  6,  c),  wenn  es  iswei  ganze  Zahlen  rr,  y  giebt,  welche  der  Glei- 
chung 

ax^  +  2bxy  +  cy^  =  m  (1) 

genügen.  Wir  können  uns  aber  zunächst  auf  sogenannte  eigentliche 
Darstellungen  (rc,  y)  beschränken,  in  welchen  die  beiden  darstellen- 
den ZaMen  x,  y  relative  Primzahlen  sind;  denn  ist  ö  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  x  und  y^  so  ist  m  nothwendig  theilbar 
durch  d«;  setzt  man  nun  x  ==•  x'd^  y  =  j/'ö  und  m  =  w'Ä*,  so 
wird  m'  offenbar  durch  die  Form  (a,6,c)  dargestellt,  wenn  x'ujidy' 
als  datstellende  Zahlen  genommen  werden.  Da  nun  die  letzteren 
relative  Primzahlen  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass,  sobald  alle 
eigentlichen  Darstellungen  der  Zahlen  bekannt  sind,  hieraus  die 
übrigen  (uneigentlichen)  Darstellungen  leicht  gefunden  werden 
können ;  wir  schliessen  daher  die  letzteren  von  unserer  jetzigen 
Betrachtung  ganz  aus.  Dies  vorausgeschickt,  schreiten  wir  zur 
Erforschung  der  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  die  Darstellbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  m  durch  eine  ge« 
gebene  Form  (a,  J,  c). 

1.  Wir  nehmen  also  an,  die  obige  Darstellung  (1)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (a,  6,  c)  von  der  Determinante  D  =ä  6»  —  ac 
sei  eine  eigentliche,  d.h.  o;  und  y  seien  relative  Primzahlen.  Dann 
giebt  es  (nach  §§.  22,  24)  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen 
Zahlen  |,  17,  welche  der  unbestimmten  Gleichung  ersten  Grades 

Xfi-yi  —  +l  (2) 

Genüge  leisten.    Wählen  wir  ein  solches  Paar  |,  17  nach  Belieben 

aus,  so  geht  (nach  §.  56)  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Substitution 

(^  ^  in  eine  äquivalente  Form  (w,  n,  l)  über,  deren  erster  Coeffi- 

cient  «ttfolge  (1)  die  dargestellte  Zähl  m  ist;  der  mittlere  Coeffi- 

.  cient  wird 

n  =  (ax  +  by)i  -f  (bx  +  cy)ri,  (3) 

und  der  dritte  Coefiicient  l  ergiebt  sich,  da  beide  Formen  (nach 
§.  56)  dieselbe  Determinante  haben,  aus  der  Gleichung  n^ — ml^=D 
(denn  m  kann  nicht  !±=t  0  6ein,  weil  sonst  D  ein  Quadrat  wäre). 
Da  nun  dieser  dritte  Coefficient  l  nothwendig  eine  ganze  Zahl  ist. 


f# 
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SO  folgt,  dass  D  quadratischer  Best  von  m,  und  dass  n  eine  Wurzel  z 

der  Congruenz 

z^  =  D  (mod.  m)  ^     (4) 

ist. 

2.    Gesetzt  nun,  man  nimmt  statt  der  beiden  Zahlen  |,  17 

irgend    ein   anderes  Paar    von  Zahlen   |',  17',  welche  derselben 

Bedingung  (2)  genügen,  so  geht  die  Form  (a,  ft,  c)  durch  die 

Substitution  {y'Jy)  ebenfalls  in  eine  äquivalente  Form  (m,  w',  V) 

über,  und  man  erhält  wieder  eine  Wurzel 

der  Congruenz  (4).  Es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen, 
in  welcher  Beziehung  diese  zu  der  Wurzel  n  steht  Nach  unseren 
früheren  Untersuchungen  (§.  24)  wird  jede  Lösung  |',  iy'  der  un- 
bestimmten Gleichung  xri'  —  y|'=l  einmal  und  auch  nur  einmal 
erzeugt  durch  die  Formeln  ♦ 

wenn  v  alle  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  +  00  durchläuft.  Sub- 
stituirt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  den  von  n\  so 
erhält  man,  mit  Berücksichtigung  von  (1)  und  (3),  das  Resultat 

h'  =  n  +  wv,  also  n'  ^  w  (mod.  m). 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Wurzeln  w,  n'  der  Congruenz  (4),  welche 
auf  die  obige  Art  aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Darstellung 
(a;,  y)  der  Zahl  m  durch  die  Form  (a^h,  c)  abgeleitet  werden 
können,  die  sämmtlichen  Individuen  einer  und  derselben  Zahl- 
classe  (mod.  w)  sind,  also  nur  eine  und  dieselbe  Wurzel  dieser 
Congruenz  bilden  (§.  21);  jedes  Individuum  dieser  Zahlclasse  wird, 
wenn  v  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft,. d.  h.  wenn  man  der  Reihe 
nach  alle  Auflösungen  |,  ly  der  Gleichung  (2)  wirken  lässt,  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  erzeugt.  Man  sagt  daher,  die  Dar- 
stellung (a?,  y)  der  Zahl  m  gehöre  zu  dieser  Wurzel  n  (mod.  m) 
der  Congruenz  (4),  weil  durch  den  angegebenen  Process  nur  diese 
und  keine  andere  Wurzel  derselben  zum  Vorschein  kommt 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  sämmt- 
lichen Substitutionen  (J;  *),  deren  erster  und  dritter  Coefficient  die 
beiden  darstellenden  Zahlen  x  und  y  sind,  in  unendlich  viele  äqui- 
valente (parallele)  Formen  (m,  n,  l)  übergeht  (vergl.  §.  56),  deren 
gemeinschaftlicher  erster  Coef&cient  die  dargestellte  Zahl  m  ist, 
während    der  mittlere    Coefficient   n    alle    Zahlen    einer    völlig 


[-, 
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bestiinmten  Classe  (modm),  und  zwar  jedes  Individuum  derselben 
nur  einmal,  durchläuft*). 

3.  Das  Vorhergehende .  reicht  hin,  um  übersehen  zu  können, 
dass  die  Aufgabe^  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer  gegebenen 
Zahl  m  durch  eine  gegebene  Form  (a,  6,  c)  zu  finden,  auf  die 
Lösung  der  beiden  Probleme  zurückkommt,  die  wir  am  Schluss  des 
vorigen  Paragraphen  aufgestellt  haben.  Man  untei'suche  zunächst, 
ob  D  quadratischer  Best  von  m  ist  oder  nicht;  im  letzteren  Fall 
ist  m  durch  keine  einzige  Form  der  Determinante  D  eigentlich 
darstellbar;  im  ersteren  Fall  bestimme  man  alle  incongruenten 
Wurzeln  der  Congruenz  (4),  und  verfahre  mit  jeder  einzelnen, 
wie  folgt.  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
Wurzel,  und  zwar  7t^  =  D  +  ml,  so  ist  (w,  n,  l)  eine  bestimmte 
Form  von  der  Determinante  D.  Giebt  es  nun  eine  Darstellung 
(x,  y)  der  Zahl  m  durch  (a,  6,  c) ,  welche  zu  der  durch  n  reprä- 
sentirlen  Wurzel  der  Congruenz  (4)  gehört,  so  ist  die  Form  (a,  ft,  c) 
äquivalent  mit  (wi,  w,  Z),  und  die  Darstellung  (x,  y)  liefert  eine 


*)  Es  liegt  nahe,  die  Zahlclasse  n  (mod.  m)  unmittelbar  aus  der  ge- 
gebenen Darstellung  (x,  y)  selbst  zu  bestimmen,  ohne  Zuziehung  der  Zahlen 
I,  I}.  Die  AuflösQttg  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche  beide  vom 
ersten  Grade  in  Bezug  auf  I,  17  sind,  giebt 

m  1?  =  a  a;  -f-  (&  4"  w)  y,    —  wt  $  =  (6  —  w)  o;  +  c  y, 
und  hieraus  folgen  die  Gongruenzen 

—  yn  ^  ao;  +  fty,    xn  ^  bx  -^^  cy  (mod.  m), 

durch  welche  die  Zahlclasse  n  (mod.  m\  wie  man  leicht  erkennt,  vollständig 
bestimmt  ist.  — 

Wir  schalten  an  dieser  Stelle  noch  folgenden  Satz  ein,  von  welchem 
wir  später  Gebrauch  machen  werden:  Giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  or,  y, 
welche  den  Bedingungen 

oa:^  -f-  ^hxy  +  ^1/*  =  ^'^ 
aic  +  (&  +  w)ysO,    (&  —  n)x-}-cys0  (mod.  m) 

genügen,  wo  m,  n,  a,  5,  c  gegebene  Zahlen  bedeuten,  deren  erste  von  Null 
verschieden  ist,  so  ist  die  Form  (a,  &,  c)  mit  einer  Form  (w,  n,  l)  äquiva- 
lent, deren  erste  beide  Coefficienten  w,  n  sind.  Denn  setzt  man  die  auf  der 
linken  Seite  der  beiden  Gongruenzen  befindlichen  Ausdrücke  resp.  gleich 
m  j),  ~  wi  I,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  a;,  y  und  Addition 
m(xri — yl)  =  w,  also  xri  —  2/|  =  -|-l|  woraus  dann  das  üebrige  leicht 
folgt.  Dass  femer  umgekehrt,  wenn  zwei  Formen  (a,  ft,  c)  und  (m,  n,  l) 
äquivalent  sind,  stets  zwei  Zahlen  x,  y  existiren,  welche  den  vorstehenden 
Bedingungen  genügen,  leuchtet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  ein.  Mithin 
ist  die  Existem  zweier  solcher  Zahlen  Xj  y  vollkommen  charakteristisch 
für  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen. 

Dirichlet,  Zahlentheoiie.  iQ 
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und  nur  eine  Substitution  ^'  ^ ,  durch  welche  die  erstere  in  die 
letztere  übergeht.  Es  muss  daher  zunächst  entschieden  werden, 
ob  die  beiden  gegebenen  Formen  (a,  ö,  c)  und  (wi,  n,  l)  von  der 
Determinante  Z>  äquivalent  sind  oder  nicht  —  dies  ist  das  erste 
der  beiden  genannten  Probleme;  gesetzt  nun,  die  beiden  Formen 
erweisen  sich  als  nicht  äquivalent,  so  existirt  keine  einzige  zu 
dieser  Wurzel  n  gehörige  Darstellung  der  Zahl  m  durch  die  Form 
(a,  6,  c).  Zeigt  es  sich  aber,  dass  die  beiden  Formen  äquivalent 
sind,  so  müssen  alle  Substitutionen  (^j  ^  aufgesucht  werden, 
durch  welche  (a,  6,  c)  in  (m,  w,  l)  übergeht  —  dies  ist  das  ztceite 
Problem.  Der  erste  und  dritte  Coefficient  {x  und  y)  einer  jeden 
solchen  Substitution  bilden  dann  auch  wirklich  eine  eigentliche 
zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellung  der  Zahl  m  durch  (a,  6,  c), 
und  da,  wie  schon  bemerkt,  aus  jeder  solchen  Darstellung  (;r,  y) 
umgekehrt  eine  und  nur  eine  solche  Substitution  (*;  ^  entspringt, 
so  erhält  man  durch  die  sämmtlichen  Substitutionen  der  an- 
gegebenen Art  auch  alle  zu  n  gehörigen  Darstellungen,  und  jede 
nur  eimnah  Genau  in  derselben  Weise  verfährt  man  mit  den 
übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4),  deren  Anzahl,  falls  m  und 
jD  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  37  zu  bestimmen  ist. 


§.61. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorhergehenden  Digression  davon 
überzeugt  haben,  dass  in  der  That  die  Theorie  der  Darstellung 
vollständig  auf  die  beiden  (in  §.  59)  erwähnten  Probleme  der  Lehre 
von  der  Aequivalenz  zurückgeführt  werden  kann,  so  wenden  wir 
uns  nun  zu  der  Lösung  derselben.  Das  e-rste,  zu  erkennen,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht, 
erfordert  von  vornherein  ganz  verschiedene  Methoden,  je  nachdem 
die  Determinante  positiv  oder  negativ  ist;  in  beiden  Fällen  ist  aber 
die  Lösung  von  der  Art,  dass,  wenn  die  Aequivalenz  der  beiden 
Formen  erkannt  wird,  zu  gleicher  Zeit  auch  eine  Transformation 
der  einen  in  die  andere  gefunden  wird.  Da  also  bei  zwei  wirklich 
äquivalenten  Formen  immer  eine  solche  Transformation  durch  die 
Lösung  der  ersten  Aufgabe  gefunden  ist,  so  besteht  das  etveite 
Problem  nur  noch  darin,  aus  einer  solchen  Transformation  aVe 
anderen  zu  finden;  und  da  die  Lösung  desselben  zunächst  nicht 
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von  dem  Vorzeichen  der  Determinante  abhängt,  sondern  für  posi- 
tive wie  für  negative  Determinanten  anfangs  eine  gleichmässige 
Behandlung  zulässt,  so  stellen  wir  es  dem  anderen  voran. 

Unsere  Aufgabe  ist  also  die,  aus  einer  Substitution  L,  durch 
welche  eine  Form  tp  in  eine  äquivalente  Form  t<;  übergeht,  atte 
Substitutionen  S  zu  finden,  welche  denselben  Erfolg  haben.  Wir 
können  dieselbe  sogleich  durch  einige  Bemerkungen  bedeutend 
vereinfachen,  indem  wir  sie  auf  den  einfachsten  Fall  reduciren,  in 
welchem  beide  Formen  identisch  sind.  Denn  gesetzt,  wir  kennen 
alle  Substitutionen  T,  durch  welche  die  Form  9?  in  sich  selbst 
übergeht,  so  geht  qp  oiFenbar  durch  alle  Substitutionen  TL  in  die 
andere  Form  tl;  über.  Alle  diese  Substitutionen  TL  gehören  also 
zu  den  gesuchten  Substitutionen  S.  Jetzt  behaupten  wir  auch  um- 
gekehrt, dass  auf  diese  Weise  alle  Substitutionen  S  erzeugt  werden, 
und  jede  nur  ein  einziges  Mal;  denn  bezeichnen  wir  mit  L'  die 
inverse  Substitution  von  L  (durch  welche  also  die  Form  ilf  in  die 
Form  (p  zurückkehrt),  so  ist  jede  in  der  Form  SL'  enthaltene 
Substitution  eine  solche,  durch  welche  die  Form  9  in  sich  selbst 
übergeht,  und  gehört  mithin  zu  den  mit  T  bezeichneten  Substitu- 
tionen, so  dass  wir  SL'  =  T  setzen  können.  Da  nun  die  aus 
L'  und  L  zusammengesetzte  Substitution  L' L  =  (J;  J)  ist,  so  folgt 
hieraus  SL' L  =  S  =  TL^  also  wird  wirklich  jede  Substitution  S 
auf  die  angegebene  Art  erzeugt.  Dass  endlich  jede  Substitution 
S  nur  durch  eine  einzige  Substitution  T  erzeugt  wird,  leuchtet 
hieraus  ebenfalls  ein;  ist  nämlich  TL  =  S^  so  ist  T  =  SL\  also 
ist  die  Substitution  T,  durch  welche  eine  bestimmte  Substitution 
S  erzeugt  wird,  immer  eine  vollkommen  bestimmte,  so  dass  zwei 
verschiedene  Substitutionen  T  auch  zwei  verschiedene  Substitu- 
tionen S  erzeugen. 

Da  also  der  Complex  der  Substitutionen  S  vollständig  mit 
dem  Complex  der  Substitutionen  TL  übereinstimmt,  wo  L  die 
gegebene  Substitution  bedeutet,  durch  welche  die  Form  qp  in  die 
äquivalente  Form  rp  übergeht,  so  kommt  es  nur  noch  darauf  an, 
alle  Substitutionen  Tzu  finden;  unser  Problem  ist  daher  auf  das 
folgende  zurückgeführt: 

AUe  Substitutionen  zu  finden^  durch  ivelche  eins'  Forin  in  sich 
selbst  übergeht. 

Bevor  wir  zur  Lösung  desselben  schreiten,  stellen  wir  eine 
Betrachtung  an,  welche  für  die  Folge  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

10* 
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Bedeutet  a  den  grösüten  (positiven)  gemeinBchaftlichen  Theiler  der 
drei  Zahlen  a,  2b,  c,  so  leuchtet  ein,  daes  alle  durch  die  Form 
(a,  b,  c)  darstellbaren  Zahlen  durch  a  theilbar  sind,  und  wir 
wollen,  wo  kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist,  diese  Zahl  0 
kurz  den  Theiler  der  Form  («,  b,  c)  nennen.  Dann  sind  zwei 
Fälle  möglich: 

1.  Ist''26:<J  eine  gerade  Zahl,  so  geht  ö  in  b,  und  folglich  <f* 
in  der  Determinante  D  ^  b*  —  ac  auf;  und  umgekehrt,  wenn  0* 
in  D  aufgeht,  so  ist  b  durph  a  theilbar,  also  26:0  eine  gerade 
Zahl;  zugleich  ist  dann  0  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
der  drei  Coefficienten  o,  B,  c. 

2,  Istib-.a  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  ff  jedenfalls  gerade, 
und  ffä  geht  nicht  iu  D,  wohl  aber  iu  4i>  auf,  und  zwar  ist 

^  =  (t)'-*H->(-.,, 

also  4  J>^ö>(mod.  4ff*);  und  umgekehrt,  wenn  4/)^ ff*  (mod.4ö'J, 
so  ist  auch  (2(i)»  =  0»  (mod.  4o'),  folglich  2  b  :  0  eine  ungerade 
Zahl;  zugleich  ist  ^a  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
drei  Coefficienten  a,  ft,  c. 

Der  Theiler  a  einer  jeden  Form  von  der  Determinante  D  ge- 
nügt daher  entweder  der  Bedingung  I)  ^  0  (rood.  ö*),  oder  dieser 
AB  ^  ff*  (mod,  4(J');  umgekehrt,  ist  ö  eine  positive  Zahl,  welche 
der  einen  oder  anderen  dieser  Bedingungen  genügt,  so  existiren 
auch  Formen  (a,  b,  c)  von  der  Determinante  D,  deren  Theiler  <J 
ist;  je  nachdem  nämlich  ff  der  ersten  oder  der  zweiten  Bedingung 
genügt,  ist 

l  ö,  0, 1    oder      ff,  4  ff,  — ) 

Form  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ff,  und  zwar 
sogenannte  einfachste  solche  Form  (forma  simplicissimay,  die 
ichste  Form  (1,  0,  — D)  vom  Theiler  1  heisst  die  Hmiptform 
!»([  prhtcipalis)  der  Determinante  D*). 

Der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  z  der  drei  CoeiBcienten 
c  einer  Form  (a,b,c)  ist  im  ersten  Fall  :=ff,  im  zweiten  =Jö; 
mn  E  =:  1,  BO  heisst  die  Form  eine  urspribiglicke**)  (forma 

*)  Oauss:  B.  A.  artt.  231,  250. 
'•)  Gaiiiix:  D.  A.  art.  220. 
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primitiva)^  und  zwar,  wenn  ö  =  l  ist,  eine  Form  der  ersten  Art*) 
(forma  proprie  primitiva  oder  forma  propria  nach  Gau$s%  dagegen, 
wenn  6  =  2  und  also  D  ^  1  (mod.  4)  ist,  eine  Form  der  zweiten 
Art  (forma  improprie  primitiva  oder  forma  impropria).  Ist  ferner 
r>  1,  unda=ro',6  =  r6',c  =  rc',6'6'  — a'c'==D',  2)  =  r«D', 
80  heisst  die  Form  (a,  &,  c)  abgeleitet  (derivata)  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  (a',  6',  c')  der  Determinante  D'. 

Aus  den  Formeln  digr  Transformation  [§.  54,  (2)]  geht  nun 
herror,  dass,  wenn  eine  Form  (a',  b\  d)  unter  einer  Form  (a,  &,  c) 
enthalten  ist,  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  a,  2  6,  c 
auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  a\  2  6',  c'  sein  muss; 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  je  zwei  äquivalente  Formen  den- 
selben Theiler  a  besitzen;  mithin  kommt  dieser  Theiler  allen  zu 
einer  und  derselben  Classe  gehörigen  Formen  gemeinschaftlich  zu, 
und  kann  daher  fuglich  der  Theiler  der  Formenclasse  genannt 
werden.  Dasselbe  gilt  oflFenbar  von  dem  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  r  der  Coefficienten  a^  b,  c  einer  jeden  zu  einer 
bestimmten  Classe  gehörigen  Form  (a,  6,  c).  Hiernach  leuchtet 
von  selbst  ein,  was  unter  der  einfachsten  Classe  vom  Theiler  0, 
unter  der  Hauptclasse^  unter  einer  ursprünglichen  Classe  der 
ersten  oder  zweiten  Art^  oder  unter  einer  abgeleiteten  Classe  zu 
verstehen  ist.  Endlich  bildet  der  Inbegriff  aller  Formen  von 
gleicher  Determinante  D  und  von  gleichem  Theiler  ö  eine  so- 
genannte Ordnung**)  (ordo\  und  aus  dem  Vorhergehenden  folgt, 
dass  dieselbe  der  Complex  aller  Classen  der  Determinante  D  ist, 
welche  den  Theiler  ö  haben. 


§.  62. 

Es  sei  nun  (J; ",)  irgend  eine  Substitution,  durch  welche  die 
Form  (a,  6,  c)  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ö  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist  zunächst 

Ap  —  /liv  =  1  (1) 

und  ferner  (nach  §.  54) 

aA2  +  2 6 Alf  -1-  cv^  =  a\  (2) 

aAjti  4*  6(^^  +  l^v)  +  cvQ  =  b\  (3) 


*)  Biriehlet:   Becherches  sur  diverses  applications  de  Vanalyse  infini- 
tmmde  ä  Ja  theorie  des  nombres.  2«  partie.  §.  7.    Crelle'e  Journal,  Bd.  21. 
♦♦)  Gauss:  D.  A,  art.  226. 
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diesen  drei  Gleichungeu  schou  folgt,  dass  (a,  b,  c)  in  eine 
jDte  Form  übergeht,  deren  erster  und  zweiter  Coefficient 
sind,  so  ist  der  letzte  Coei'licieEt  c'  der  neuen  Form  wegen 
icbheit  der  Determinanten  nothwendig  ^  c;  und  folglich 

diese  GleicbuDgen  vollständig  aus,  dass  (i;^)  eine  Sub- 
1  der  verlangten  Art  ist  (dies  würde  nicht  ebenso  voll- 
gescheben,  wenn  man  die  Gleichung  Ap  —  (iv  =  l  durch 
,ere  Gleichung  afi^  +  2Ä/ip  +  cp»  =^  c  ersetzen  wollte; 
mn  würde  man  rückwärts  nur  schliessen  können,  dass 
.V  =  +  1  ist). 
r  behandeln  diese  drei  Gleichungen   mit  den  vier  Unbe- 

A,  ft,  V,  Q  auf  folgende  Weise, 
rd  Ap  durch  ftv  +  1  ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  (3) 
u 

aifi  +  2b{iv  -\-  cvQ  =  0 

)indet  mao  hiermit  die  Gleichung  (2)  und  eliminirt  einmal 
n  c,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1) 
len  folgenden : 

afi  +  cv  =  0;     aß  —  p)  +  2bv  =  0. 

a  von  Null  verschieden  ist  (weil  sonst  D  eine  Quadrat- 
re),  so  kann  man  folglich 

a  c  2b  .  . 

v  =  -u,    ^  =  -  -  «,     X-9  =  --u  (4) 

worin  m  eine  neue  unbekannte,  und  zwar  (jame  Zahl  be- 
weil V,  fi,  X  —  Q  ganze  Zahlen  sind,  und  a  der  grösste 
chaftliche  Divisor  von  a,  c,  2i  ist.  Setzen  wir  diese  Aus- 
fur  (t  und  v  in  die  Gleichung  (1),  so  erhalten  wir 

raus  in  Verbindung  mit  dem  vorstehenden  Ausdruck  für 
lie  Gleichung 

HOMM-öa) 
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Hieraus  ergiebt  sich,  dass  |(J(^  +  p)  jedenfalls  eine  ganze 
Zahl  sein  muss;  bezeichnen  wir  sie  mit  t^  so  erhalten  wir 

A  +  D  =  —  und  «2  =  2)w2  +  <j2.  (5) 

a 

Wir  können  die  vorstehende  Untersuchung  mit  Rücksicht  auf 
(4)  und  (5)  in  Folgendem  zusammenfassen*): 

Ist  (J;  ^,)  eine  Substitution^  durch  u:elche  die  Form  (a,  6,  c)  von 
der  Determinante  D  und  vom  TJieiler  ö  in  sich  selbst  übergeht^  so 

ist  stets 

-  t  —  bu         cu 

au  t  +  bu  ^  ^ 

V         — ,  Q  - 

wo  ty  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten^  welche  der  unbestimmten  Glei- 
chung 

t^  -^  Du'i  =  ö2  (U) 

Genüge  leisten. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Sind  t,  u  zwei  ganze^  der  Gleichung  (II)  genügende  Zahlen,  so 
sind  die  durch  die  Gleichungen  (I)  bestimmten  Zahlen  A,  ft,  v^  q 
die  ganzzahligen  Coefficienten  einer  Substitution  (l*  Jj),  durch  welcJie 
die  Form  (a,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht 

Dies  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Zunächst  ist  zu  be- 
weisen, dass  Xy  /li,  V,  Q  ganze  Zahlen  werden;  da  <$  in  a  und  in  c 
aufgeht,  so  sind  v  und  ft  ganze  Zahlen ;  da  ferner  tf  ^  in  4  Z)  und 
zufolge  (II)  auch  in  4 1'^  aufgeht,  so  ist  2 1  theilbar  durch  a,  und 
da  ö  auch  in  25  aufgeht,  so  sind  21  und  2^  ebenfalls  ganze 
Zahlen,  deren  Summe  =  4^  :  ö,  also  eine  gerade  Zahl  ist;  mithin 
sind  2  A  und  2  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade ;  da 
aber  ihr  Product 


^  t^  —  b^u^        ^  ö^^acu^ 

=  4  5 =   4   ; 


=K>-H-) 


gerade  ist,  so  sind  2  A  und  2  q  gerade  Zahlen,  also  A  und  q  ganze 
Zahlen. 

Nachdem  dieser  erste   Punct    sichergestellt  ist,  findet  man 
leicht  durch  wirkliche  Substitution  der  Ausdrücke  (I)  unter  Be- 


♦)  Vergl.  Gauss:  D,  A.  art.  162. 
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rücksichtigung  der  Gleichung  (II),  dass  die  drei  Relationen  (1), 
(2)  und  (3)  identisch  erfüllt  sind,  dass  also  in  der  That  die  Form 
(a,  6,  c)  durch  die  Substitution  (J;  ^)  in  sich  selbst  übergeht. 

Aus  jeder  bekannten  Substitution  (J;  ^)  kann  daher  (z.  B.  durch 
die  Gleichungen  u  =  6v:a^t  =  0k  +  bu)  eine  Lösung  t^  u  der 
Gleichung  (II)  gefunden  werden,  und  umgekehrt  Es  ist  aber 
wichtig,  zu  bemerken,  dass  zwei  verschiedenen  Substitutionen  auch 
zwei  verschiedene  Lösungen  der  Gleichung  (II)  entsprechen,  und 
umgekehrt  zwei  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung  (II)  auch 
zwei  verschiedene  Transformationen  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich 
selbst.  Denn  die  Relationen  (I)  sind  derartig,  dass  gegebenen 
Werthen  ^,  u  ein  und  nur  ein  System  von  Werthen  A,  ^,  v,  ^,  und 
umgekehrt  gegebenen  Werthen  von  A,  fi,  t/,  ^  ein  und  nur  ein 
System  von  Werthen  t^  u  entspricht. 

Hiermit  ist  also  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst,  son- 
dern nur  auf  das  andere  reducirt: 

Alle  ganzzahligen  Lösungen  der  tinbestimmten  Gleichwig  (II) 
zu  finden. 

Dieses  letztere  bietet  nun  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 
dar,  sobald  die  Determinante  D  negativ  ist.  Wenn  nämlich  z/ 
ihr  absoluter  Wcrth,  also  D  =  —  ^^  ist,  so  hat  die  Gleichung  (II) 

t^  +  z/w2  =  (ja 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen  t,  m;  und  zwar  ist,  wenn 

1.  2)  ^  0  (mod.  <J^),  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung 
immer  =  2,  sobald  ^  >  <y«  ist;  diese  Lösungen  sind  offenbar 

t  =  ^  ö^    u  =  0    und     <  =  —  (J,    M  =  0; 

im  Fall  J  =  c^  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  4 ;  diese  sind 

t  =  ö,    w  =  0;    t  =  —  ö,    u  =  0; 
^  =  0,    w  =  1 ;    t  =  0,         M  =  —  1. 

2.  Ist  42)  =  ö2  (mod.  4  ö«)  und  folglich  4  z/=  3  <J>  (mod.  4  <J«), 
so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung  stets  =  2,  so  oft 
4  -^  >  3  <y2,  also  4  ^  ^  7  ö« ;  diese  sind 

t  =  ö,    w  =  0;    und    t  =  —  ö,    w  =  0; 

im  Fall  4  z/  =  Sd^  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  € ;  diese 
sind 

t=-{-6,  u  —  O]    f=-f  i(j,  M  =  +  1;    t=-\-^ö,  u  =  —\] 

t  =  —  ö,  U  =  0',    t  =  —  \6,  M  =  —  1;     t  =  —  \0,  u=i-  1. 
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Bei  weitem  schwieriger  ist  die  Theorie  der  Gleichung  (II)  für 
den  Fall  einer  i)ositiven  Determinante  2),  und  hierin  zeigt  sich 
zuerst  die  grosse  Verschiedenheit  in  der  Natur  der  Formen  von 
positiver  und  derer  von  negativer  Determinaüte.  Wir  lassen  daher 
diese  Untersuchung  für  jetzt  fallen,  um  sie  später  (in  §.  83)  wieder 
aufzunehmen,  nachdem  das  andere  in  §.  59  erwähnte  Problem  der 
Lehre  von  der  Aequivalenz  seine  Lösung  gefunden  haben  wird. 
Auch  bei  diesem  stellt  sich  etwas  Aehnliches  heraus,  indem  es 
durchaus  nothwendig  wird,  die  Formen  von  positiver  und  negativer 
Determinante  vollständig  gesondert  zu  behandeln;  und  da  auch  hier 
die  Formen  von  negativer  Determinante  weit  weniger  Schwierig- 
keiten darbieten,  so  behandeln  wir  diese  zunächst. 

Um  aber  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen, 
schicken  wir  eine  Bemerkung  voraus,  welche  sich  gleichmässig  auf 
Formen  von  positiver  wie  von  negativer  Determinante  bezieht. 
Offenbar  geht  eine  Form  (a,  6,  a'),  in  welcher  wir  absichtlich  den 
letzten  Coefücienten  nicht  mit  c,  sondern  mit  a'  bezeichnen,  durch 
eine  Substitution  von  der  Form  (-JjJ)  in  eine  äquivalente  Form 
über,  deren  Goefficienten 

a',    6'  =  —  fe  —  a'Ä,    o"  =;  a  +  2b8  +  a'Ä» 

sind;  diese  Form  (a',  h\  a")  soll  der  Form  (a,  &,  a')  nach. rechts 
henachbart*) ^  und  ebenso  soll  die  leztere  (a,  6,  a')  der  anderen 
(a',  b\  a")  ^lach  links  benachbart  heissen.  Das  Charakteristische 
der  Beziehung  zweier  solcher  benachbarter  Formen  g?  und  tp' 
{formae  contiguae)  besteht  erstens  darin ,  dass  sie  dieselbe  Deter- 
minante haben,  zweitens^  dass  der  letzte  Coefficient  a'  der  einen 
Form  <p  zugleich  der  erste  Coefficient  der  anderen  Form  (p'  ist, 
drittens^  dass  die  Sujnme  ihrer  mittleren  Goefficienten  b  +  b'  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Goefficienten  a'  theilbar  ist.  Denn  haben 
zwei  Formen  q)  und  <p'  diese  drei  Eigenschaften,  und  setzt  man 
h  -{■  V  =  —  a'Ä,  so  geht  in  der  That  die  Form  9?  durch  die 
Substitution 


i-ii) 


♦)  Gratis«:  D.  A.  art.  160. 
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in  eine  neue  Form  über,  deren  erste  beide  Coefficienten  q.',  b'  mit 
denen  der, Form  tp'  übereinstimmen;  und  da  die  neue  Form  jeden- 
falls der  Form  ip  äquivalent  ist,  also  auch  dieselbe  Determinante 
wie  <p  und  folglicb  auch  wie  ip'  hat,  so  muss  sie  mit  ip'  identisch 


Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung,  ob  zwei  gegebene 
Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  i3=  — z/  äquivalent 
sind  oder  nicht.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  äusse- 
ren Coefficienten  a  und  c  einer  solchen  Form 
<p  ^  ax'*  -\-  Ihxy  +  cj/' 
uothwendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  da  ac  =  6*  +  ^  positiv 
ist;  da  femer 

09  =  [ax  +  bijY  -f  ^y* 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  alle  durch  die  Form  tp  darstellbaren  Zahlen 
dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  a  und  c.  Sind  daher  (a,  6,  c)  und 
(a',  b\  e')  äquivalente  Formen,  so  haben  die  äusseren  Coefficienten 
a',  c'  der  letzteren  Form  dasselbe  Zeichen  wie  die  der  ersteren.  Da 
femer  aus  der  Aequivalenz  dieser  beiden  Formen  auch  die  der 
beiden  Formen  (— a,  — fr,  — c)  und  ( — o',  — 6',  — c")  folgt,  so 
können  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten 


*)  r>a  (_f;j)  =  (-?;Ö)  (ö;~i)  >8^'  ^°  "^^'^^  ""h  «^er  Uebei^ng  voa 
(d,  h,  a')  zu  der  Dach  rechts  benachbarten  Form  (a',  V,  a")  mBammen  aua 
dem  Vebergaog^voD  (a,  b,  a')  na  der  (complementareD)  Form  (a',  — b,  a] 
und  aus  demjeDigen  von  {a'.  — b,  a)  zu  der  (parallelen)  Form  (u',  b',  a"); 
vergl.  §.  56.  —  Dei^etzte  Grund,  weshalh  die  SubBtitutioneu  von  der  Form 
(_^|Jt  eine  so  wichtige  Rolle  »pielen,  besteht  darin,  dMa  aus  ihnen  alle 
anderen  eich  zuBammensetzea  lassen;  man  kann  die  Coefßcienteu  <f  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  noch  gewissen  BeBchränkungen .  namentlich  in  hezug  auf 
ihre  Vorzeichen,  unterwerfen,  in  der  Art,  dasB  jede  beliebige  Subatitution 
sich  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  aus  aolchen  einfachen  Substitutionen 
zusammensetzen  lässt.  Eine  wichtige  Anwendung  findet  diese  Bemerknug 
in  der  Theorie  dar  unendlich  vielen  Formen  der  S-Functionen  und  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen.  Man  erkennt  ferner  leicht,  dass 
auch  der  in  §.  23  behandelte  Algorithmus  in  der  Theorie  dieser  Snbslita- 
tionen  und  ihrer  Zusammensetzung  enthalten  ist.  Man  vergleiche  femer 
S.  81. 
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positiven  Formen  beschränken,  in  welchen  die  beiden  äusseren 

Coefticienten  äsis  j)ositive  Vorzeichen  haben. 

Um  nun  über  die  Aequivalenz  zweier  Formen  dieser  Art  zu 

entscheiden,  vergleicht  man  sie  nicht  direct  mit  einander,  sondern 

mit   sogenannten  redtffdrten*)  Formen.     Man  nennt   eine  Form 

(4,  JB,  C)  von  negativer  Determinante  (und  positiven  äusseren 

Coefficienten)  eine  reducirte,  wenn  der  letzte  Coefficient  C  nicht 

kleiner  ist,  als  der  erste  A^  und  der  erste  Ä  wieder  nicht  kleiner, 

als  der  absolute  Werth  des  doppelten  mittleren  Coefficienten  2J5, 

in  Zei<?hen,  wenn 

C^,  A^  2{B) 

ist,  wo  {B)  den  absoluten  Werth  von  B  bedeuten  soll.  Wir  be- 
weisen nun  zunächst  folgenden  Satz : 

Jede  Form  von  negativer  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent. 

Zu  dem  Zweck  betrachte  man  die  der  gegebenen  Form  (a,b^a') 
nach  rechts  benachbarten  Formen  (a',  b\  a")\  unter  diesen  wird 
es  immer  eine  (bisweilen  auch  zwei)  geben,  in  welchen  wenigstens 
die  eine  Bedingung  a'  ^  2  (V)  erfüllt  ist.  Denn  unter  allen  mit 
—  b  nach  dem  Modul  a'  congruenten  Zahlen  giebt  es  eine  &',  deren 
absoluter  Werth  am  kleinsten,  und  zwar  kleiner  oder  wenigstens 
nicht  grösser  als  | a'  ist  (falls  a'  gerade  und  b^\a*  (mod.  a')  ist, 
würde  es  zwei  solche  Zahlen  b'  geben,  nämlich  +  ^a'),  so  dass 
jedenfalls  V  ^  —  b  (mod.  a')  und  ausserdem  2  (b')  <  a'  ist.  Ist 
6'  auf  diese  Weise  gefunden ,  und  6  +  i'  =  —  a'  3,  so  geht  die 
Form  (a,  6,  a')  durch  die  Substitution 


(-?;J) 


in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a',  6',  a")  iiber,  in  welcher 
2  (6')  <  a'  ist  Wenn  nun  gleichzeitig  sich  herausstellt,  dass 
tt'  ^  a"  ist,  so  ist  (a',  i',  a")  eine  reducirte  Form  und  der  Process 
geschlossen.    Findet  sich  aber,  dass  das  Gegentheil 

a'  >  a" 
stattfindet,  so   ist   (a',  6',  a")  noch  keine   reducirte  Form.     Mit 
dieser  verfahre  man  ebenso  wie  mit  (a,  &,  a'),  d.  h.  man  transfor- 
formire  sie  in  eine  nach  rechts  benachbarte  Form  (a",  6",  a'"), 
in  welcher  2  (6")  ^  a"  ist ;  sobald  dann  gleichzeitig  a"  g  a'"  ist, 


*)  Gauss:  2>.  Ä,  art.  171.    Die  Bedingung  A  ^  VVs^  ist  schon  eine 
Folge  der  beiden  anderen  (vergl.  §.  65). 


« 


« 
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so  ist  (a",  6",  a'")  reducirt ,  folglich  der  Process  geschlossen ;  ist 
dies  aber  nicht  der  Fall,  also 

so  setze  man  den  Process  in  derselben  Weise  fort.  Immer  aber 
wird  er  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  schliessen; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätte  man  eine  nie  abbrechende 
Reihe  von  positiven  ganzen  Zahlen 

o',  a"  a'"  ..  .a<"),  a("+^>  .  .  ., 

in  welcher  jede  folgende  mindestens  um  eine  Einheit  kleiner  wäre, 
als  die  unmittelbar  vorausgehende,  was  unmöglich  ist,  da  es  immer 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  positiver  Zahlen  giebt,  welche 
kleiner  sind  als  eine  gegebene. 

Auf  diese  Weise  ist  bewiesen,  dass  man  endlich  zu  einer  Form 
(a(»»),  &(»»),  a(**  +  ^^)  gelangen  muss,  in  welcher  nicht  nur  2  (6<»>)  <  a^"\ 
sondern  auch  a^"^^  <  a^*»+^^  ist. 

Zugleich  ergiebt  sich  jedesmal  durch  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung der  Operationen  eine  Substitution,  welche  aus  den  successiven 
Substitutionen  von  der  Form 


(-?:J) 


zusammengesetzt  ist,  und  durch  welche  die  gegebene  Form  (a,  6,  vi) 
in  die  ihr  äquivalente  reducirte  Form  (a^"^,  J^'»^  a("  +  *^)  übergeht. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Form  (200,  100,  51),  deren  De- 
terminante 2?  =  — 200  ist,  so  haben  wir  V  ^  —  100  (mod.  51)  zu 
setzen  und  finden  hieraus  6'  =  2  und  5  =  —  2 ;  die  Substitution, 
durch  welche  die  gegebene  Form  (200, 100, 51)  transformirt  werden 
muss,  ist  daher  gefunden;  da  wir  aber  den  ersten  und  zweiten 
Coefficienten  a'  und  V  und  die  Determinante  D  kennen,  so  brauchen 
wir  diese  Transformation  nicht  wirklich  auszufuhren,  sondern  wir 
berechnen  den  letzten  Coefficienten  a"  durch  die  Formel 

a"  =  1 ^  ==  a  +  (6  -  V)8\ 

in  unserem  Fall  finden  wir  also  a"  =  4.  Die  benachbarte  Form  ist 
daher  (51,  2,  4);  sie  ist  nicht  reducirt,  weil  der  letzte  Coefficient 
kleiner  ist  als  der  erste.  Wir  wiederholen  daher  dieselbe  Ope- 
ration, indem  wir  6"  ^  —  2  (mod.  4)  und  folglich  6"  =  +  2 
setzen,  wo  beide  Zeichen  zulässig  sind;  dann  ergiebt  sich  d'  =  — 1 
oder  =  0,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 
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wird,  und  ausserdem  a'"  =  51 ;  also  ist  die  neue  Form  (4,+  2, 51), 
und  diese  ist,  mag  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen, 
reducirt.  Ferner  geht  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  durch 
die  Substitution 

/     0,+l\/     0,  +  l\        /-1,-1\ 

V-1, -2A-i.-v~V+2, +V 

in  die  Form  (4,  2,  51),  dagegen  durch  die  Substitution 

/     0,  +  1\  /     0,  1\  _  /- 1,       0\ 

v-1, -2A-1,  o;-v+2. -V 

in  die  Form  (4,  —  2,  51)  über.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele, 
wie  einfach  der  angegebene  Algorithmus  sich  gestaltet. 


§.65. 

Wir  sehen  ferner  an  dem  eben  behandelten  Beispiele,  dass 
eine  und  dieselbe  Form  zwei  verschiedenen  reducirten  Formen 
äquivalent  sein  kann,  woraus  folgt,  dass  auch  zwei  verschiedene 
reducirte  Formen  unter  einander  äquivalent  sein,  also  derselben 
Classe  angehören  können.  Da  es  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  dies 
allgemein  zu  untersuchen,  so  stellen  wir  uns  die  Frage: 

Wann  sind  zwei  reducirte  Formen  (a,  &,  c)  und  (a',  b\  c')  von 
gleicher  negativer  Determinante  D  =  —  d  einander  äquivalent? 

Zunächst  ziehen  wir  einige  Folgerungen  aus  den  beiden  Be- 
dingungen 

2(6)  <  a,    a  ^  c, 

welche  ausdrücken,  dass  die  Form  (a,  6,  c)  eine  reducirte  ist.  Es 
ergiebt  sich  nämlich  aus  der  ersteren  4  &*  ä  o>\  aus  der  letzteren 
a'^  ^  a c,  also  auch  4 62  ^  a c  oder  3  6*^  S  ac  ^  b^,  folglich 

(6)  ^  Vfj.  . 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  3ac  =  3z/  +  3b^  ^  4^  und,  da 

a^  ^  ac  ist,  dass  

a  <  Vi^ 
ist. 

Nehmeu  wir  jetzt  an,  die  beiden  reducirten  Formen  (fi,  &,  c\ 

{a\  y,  d)  seien  äquivalent,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit 

zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass 

a*  <  a 


i 
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ist.    Es  sei  nun  (";  5)  die  Substitution ,  durch  welche  (a,  J,  c)  in 

(a',  b',  c')  übergeht,  also 

1    =  a*  —  ^y  (1) 

a!  =r  aa»  +  2  hay  +  cy^  (2) 

V  =  a(xß  +  b{ad  +  ßy)  +  cyd.  (3) 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  a,  so  ergiebt  sich 

aa'  =  (aa  +  hyy  +  dy^\ 

da  nun  sowohl  a,  als  auch  a'^  V|z/,  und  also 

ist,  so  folgt,  dass  in  der  vorstehenden  Gleichung  y^  entweder  =-0 

oder  =  1  sein  muss;  denn  wäre  y^  ^  4,  so  wäre  aa!  ^  4-^,  was 

mit  der  Bedingung  aa'  ^  |^  streitet.    "Wir  unterscheiden  nun 

diese  beiden  Fälle: 

I.    y  =  0. 

Dann  lauten  die  drei  obigen  Gleichungen  folgendermaassen : 

«Ä  =  1;  a'  =  aa2;  V  =  aaß  -|-  6; 

aus  der  ersten  folgt  a  =  5  =  +l ;  also  ist  a'  =  a,  und  die  dritte 
Gleichung  lehrt,  dass  V  —  h  =  +  aß  durch  a  =  a'  theilbar  ist; 
da  nun  aber  (6)  <  \a  und  (6')  ^  ^a',  also  auch  (6')  ^  |a  ist,  so 
sind  nur  zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  b'  —  b  =0,  also  b'  =  b 
und  folglich,  da  schon  a'  =  a  ist,  auch  c'  =  c,  d.  h.  die  Formen 
sind  identisch,  in  welchem  Fall  sich  die  Aequivalenz  von  selbst 
versteht;  oder  es  ist  der  absolute  Werth  von  V  —  &,  da  er  unmöglich 
grösser  als  a  sein  kann  und  doch  durch  a  theilbar  sein  muss,  gleich 
a ;  in  diesem  Fall  muss  eine  der  beiden  Zahlen  6,  V  gleich  + 1  a, 
die  andere  gleich  —  ^a,  und  also  c'  =  c  sein;  wir  werden  daher  auf 
zwei  nicht  identische  zweiseitige  Formen  (a^^a^c)  und  (a,  —  |a,c) 
geführt.  Diese  sind  aber  in  der  That  äquivalent,  und  die  erstere 
geht  in  die  letztere  durch' die  Substitution  (J;+})  über. 

IL    y  =  ±  1. 
In  diesem  Fall  lautet  die  Gleichung  (2)  folgendermaassen: 

a'  =  aa«  +  2  6a  +  C', 

da  wir  angenommen  haben,  dass  a'  nicht  grösser  als  a,  und  folg- 
lich auch  nicht  grösser  als  c  ist,  so  folgt,  dass 

aa«  +  2  6a  <  0 
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ist  Da  nun  andererseits  2  (6)  <  a  und  stets  (a)  ^  a*,  also  auch 

der  absolute  Werth  von  2  6a  nicht  gi'össer  ist  als  aa*,  so  ist  ganz 

gewiss 

aa'  +  2  6«  ^  0. 

Es  kann  also   aa*  +  26a  weder  positiv   noch  negativ  sein,  und 

folglich  ist 

aa»  +  26a  =  0, 

also  a'  =  c;  da  aber  a'  "^  a  und  a  ^  c^  so  folgt  weiter,   dass 

sowohl  a'  =  a,  als  auch  c  =  a  ist.    Nun  kann  man  die  Gleichung 

(3)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 

6  +  6'  =  aaß  -f  26«*  +  cd 

bringen,  und  da  c  =  a^  und  2 6a  =  Ifl  aa»  ist,  so  ergiebt  sich 

6  +  V  =  a{aß  l^a^S±8), 
d.  h.  6  4-  ^'  ist  theilbar  durch  a.  Hieraus  folgt  ganz  ähnlich  wie 
im  Fall  I,  dass  6+6'  entweder  =  0,  oder  dass  der  absolute  Werth 
Yon  6  +  6'  gleich  a  sein  muss.  Im  letzteren  Fall  müssen  6  und  V 
einander  gleich,  nämlich  =  +  |a  sein,  dann  erhielte  man  also 
wieder  den  Fall  zweier  identischen  Formen,  der  kein  Interesse 
darbietet  Im  ersteren  Fall  dagegen  ist  6'  =  —  6,  folglich,  da  a!  =  a, 
und  auch  c  =  a  ist,  auch  c^  =  c  =  a',  wir  haben  daher  folgende 
zwei  Formen  (a,  6,  a)  und  (a,  — 6,  a),  welche  (wenn  6  von  Null 
verschieden  ist)  nicht  identisch  sind ;  diese  sind  wirklich  äquivalent, 
und  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J;""J) 
über. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchung  in  Folgendem  zu- 
sammen : 

Die  beiden  einzigen  Fälle,  in  denen  zwei  nicht  identische  re- 
ducirte  Formen  derselben  Classe  angehören,  sind  die  folgenden: 
die  Formen  (o,  \  a,  c)  und  (a,  6,  a)  gehen  resp.  durch  die  Substitu- 
tionen 

ö:t1)-^(?;-J) 

in  die  entgegengesetzten  Formen  (a,  — ^a,  c)  und  (a,  — 6,  a)  über. 


§.  66. 

Hiermit  ist  nun  auch  die  Aufgabe  gelöst,  zu  entscheiden,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  äquivalent  sind 
oder  nicht.    Sind  q>  und  t  die  beiden  Formen ,   so  transformire 
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man  jede  derselben,  falls  sie  noch  nicht  reducirt  sein  sollte,  nach 
der  oben  (§.  64)  angegebenen  Methode  in  eine  reducirte  Form,  tp 
in  (p\  ^  in  ^'.  Stellt  sich  dann  heraus ,  dass  (p'  und  ^'  identisch 
ausfallen,  oder  dass  sie  einen  der  beiden  eben  untersuchten  Fälle 
darbieten,  in  welchen  zwei  nicht  identische  reducirte  Formen  den- 
noch äquivalent  sind  (was  durch  den  Anblick  der  beiden  Formen 
augenblicklich  erkannt  wird) ,  so  sind  die  gegebenen  Formen  g> 
und  jI>  gewiss  äquivalent.  Und  zugleich  ergiebt  sich  eine  Sub- 
stitution, durch  welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht; 
denn  durch  den  Process  der  Reduction  ergeben  sich  Substitutionen 
/S,  durch  welche  q>  in  qp',  und  T,  durch  welche  ^  in  if'  übergeht 
Sind  daher  9'  und  ^'  identisch,  so  geht,  wenn  T'  die  inverse  Sub- 
stitution von  T  bedeutet,  die  Form  q>  durch  die  zusammengesetzte 
Substitution  ST'  in  die  Form  ^  über.  Sind  dagegen  q>'  und  ♦' 
nicht  identisch,  aber  doch  äquivalent,  so  ist,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  immer  eine  Substitution  ?7  bekannt,  durch  welche  q>'  in  i>' 
übergeht;  und  dann  geht  9?  durch  die  zusammengesetzte  Substitu- 
tion SUT'  in  tl;  über. 

Zeigt  sich  aber,  dass  die  Formen  9'  und  ^'  nicht  identisch 
sind,  und  dass  sie  auch  keinen  der  beiden  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  singulären  Fälle  darbieten,  sind  also  diese  beiden 
reducirten  Formen  nicht  äquivalent,  so  sind  auch  die  beiden  ge- 
gebenen Formen  (p  und  ^  nicht  äquivalent,  wie  unmittelbar  aus 
§.  59  folgt. 

Hiermit  sind  für  negative  Determinanten  die  beiden  in  §.  59 
aufgestellten  Probleme  der  Lehre  von  der  Aequivalenz  vollständig 
gelöst:  soeben  das  erstere,  welches  darin  besteht,  über  die  Aequi- 
valenz oder  Nichtäquivalenz  zweier  gegebenen  Formen  zu  entschei- 
den; und  zugleich  haben  wir  jedesmal,  wenn  die  Entscheidung  für 
die  erstere  lautet,  auch  eine  Substitution  zu  finden  gelehrt,  durch 
welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht.  Das  zweite  Probleiii> 
aus  einer  gegebenen  Substitution,  durch  welche  eine  gegebene 
Form  in  eine  (hierdurch  schon  völlig  bestimmte)  äquivalente  Form 
übergeht,  alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die  erstere 
Form  in  dieselbe  zweite  Form  übergeht,  ist  in  den  §§.  61,  62  eben- 
falls vollständig  gelöst. 
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§.  67. 

Die  Theorie  der  reducirten  Formen  setzt  uns  nun  auch  in  den 
Stand,  für  jede  gegebene  negative  Determinante  ein  vollständiges 
System  nicht -äquivalenter  Formen  (§.  59)  aufzustellen,  wobei  wir 
uns  wieder  auf  solche  Formen  beschränken  wollen,  deren  äussere 
Coefficienten  positiv  sind.  Da  nämlich  jede  Form  von  negativer 
Determinante  D  =  —  J  einer  reducirten  Form  und  im  Allgemei- 
nen auch  nur  einer  solchen  reducirten  Form  äquivalent  ist,  so 
brauchen  wir,  um  ein  vollständiges  Formensystem  zu  erhalten,  nur 
die  sämmtlichen  reducirten  Formen  aufzusuchen  und  jedesmal, 
wenn  zwei  solche  nicht  identische  Formen  einen  der  beiden  in 
§.  65  erwähnten  Fälle  darbieten,  eine  von  ihnen  nach  Belieben 
fortzulassen,  die  andere  beizubehalten.  Dass  die  Anzahl  der  so 
übrig  bleibenden  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  endlich 
ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Bedingungen 

2  ( J)  ^  a  ^  c, 

denen  eine  reducirte  Form  (a,  6,  c)  genügen  muss,  und  der  hier- 
aus (in  §.  65)  gezogenen  Folgerung 

Bezeichnet  man  nämlich  die  grösste  ganze  in  V|z/  enthaltene 

Zahl  mit  A  (so  dass  A^V^z/<A+l),  so  kann  der  mittlere 
Coefficient  h  keine  anderen,  als  die  folgenden  2A  -]-  1  Werthe 

0,  ±  1,  ±  2  .  .  .  +  A 

haben;  und  wenn  man  dem  mittleren  Coefficienten  6  irgend  einen 
dieser  Werthe  beigelegt  hat,  so  ist  ac=  fc»  ^-  ^j  also  hat  man  die 
Zahl  Ja  -|_  ^  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  positive  Factoren  zu 
zerlegen,  und  jedesmal  denjenigen,  welcher  den  anderen  an  Grösse 
nicht  übertrifft,  für  a,  den  letzteren  fxir  c  zu  nehmen;  stellt  sich 
dann  gleichzeitig  heraus,  dass  2  (fr)  g  a  ist,  so  ist  die  so  gebildete 
Form  wirklich  eine  reducirte  und  deshalb  aufzuschreiben,  im  ent- 
gegengesetzten Falle  aber  fortzulassen.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
nothwendig  alle  reducirten  Formen;  ihre  Anzahl  ist  aber  noth- 
wendig  eine  endliche,  denn  die  Anzahl  aller  Zerlegungen  der 
(2  A  +  1)  Zahlen  von  der  Form  (6«  4.  ^)  in  zwei  Factoren  ist  selbst 
endlich.    Wir  haben  daher  das  Resultat: 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  21 
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Die  Anzahl  aller  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  von 
negativer  Determinante^  d.  h,  die  Classenamahl  selbst ^ist  endlich. 

Beispiel  1:    Für  die  Determinante  D  =  —  12  ist  ^  =  12; 

hieraus  X  =  YT^  =  2 ;  wir  haben  daher  b  folgende  Werthe 
durchlaufen  zu  lassen 

0,    ±1,    ±2, 

und  dann  die  Zahlen  6«  4-  ^i  d.  b.  die  Zahlen 

12,    13,     16 

auf  alle  möglichen  Arten  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen;  es  ist 

12  =  1.  12  =  2. 6  =  3. 4 

13  =  1  .  13 

16  =  1  •  16  =  2  .8  =  4  .  4. 

Dies  giebt,  indem  der  erste  Factor  immer  =  a,  der  zweite  =  e 
gesetzt  wird,  die  elf  Formen 

(1,0,12),    (2,0,6),    (3,0,4); 

(1,  ±  1,  13); 

(1,  ±  2,  16),    (2,  +  2,  8),    (4,  ±  2,  4).      . 

Von  diesen  sind  die  folgenden  nicht  reducirt 

(1,±1,  13),    (1,±2,  16),    (2,  ±2,  8), 

weil  in  ihnen  die  Bedingung  2  (6)  <  a  nicht  erfüllt  ist ;  als  wirk- 
lich reducirte  Formen  bleiben  daher  nur  die  folgenden  fünf  übrig 

(1,0,12),    (2,0,6),    (3,0,4),    (4,  ±2,  4); 

allein  die  beiden  Formen  (4,  2,  4)  und  (4,  —  2,  4)  gehören  unter 
die  Ausnahmefälle  des  §.  65,  sind  also  äquivalent  Mithin  enthält 
das  vollständige  Formensystem  nur  vier  Formen,  nämlich 

(1,0,12),    (2,0,6),    (3,0,4),     (4,2,4), 

die  als  Repräsentanten  ebenso  vieler  Glassen  gelten.  Von  diesen 
vier  Formen  sind  nur  die  beiden  folgenden 

(1,0,12),    (3,0,4) 

ursprünglich,  und  zwar  sind  (da  D  nicht  ^  1  (mod.  4)  ist)  beide 
von  der  ersten  Art. 

Beispiel  2:    Ist  D  =  —  35,  also  ^  =  -f-  35,  so  ist  A  =  3, 
also  kann  b  nur  die  sieben  Werthe 

0,    ±1,    ±2,    ±3 
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durchlaufep ;  diesen  entsprechen  die  Zahlen  b^  +  J : 

35,  36,  39,  44; 
die  Zerlegungen  derselben  in  zwei  Factoren  sind  folgende : 

35  =  1  .  35  =  5  .  7 

36  =  1  .  36  =  2  .  18  =  3  .  12  =  4  .  9  =  6  .  6 
39  =  1  .  39  =  3  .  13 

44  =  1  .  44  =  2  .  22  ==  4  .  11. 

Aber  von  den  22  entsprechenden  Formen  erfüllen  nur  die  folgen- 
den 10  die  Bedingung  2(6)  ^  a: 

(1,  0,  35),    (5,  0,  7),     (2,  +  1,  18) 
(3,  +  1,  12),    (4,  ±  1,  9),    (6,  +  1,  6). 

Da  ferner  die  beiden  Formen  (2,  +  1,  18)  den  Fall  I,  die  beiden 
Fonnen  (6,  +  1,  6)  den  Fall  II  des  §.  64  darbieten,  so  existiren 
nur  acht  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

0,0,35),    (5,0,7),    (2,1,18) 
(3,  ±  1,  12),    (4,  ±  1,  9),    (6,  1,  6); 

diese  sind  alle  ursprünglich;  sechs,  nämlich 

(1,0,35),    (5,0,7),    (3,  ±1,12),    (4,  ±  1,  9) 

sind  von  der  ersten,  die  beiden  anderen 

(2,1,18),    (6,1,6) 

sind  von  der  zweiten  Art. 

Beispiel  3:    Ist  D  =  —  48  =  —  J^  so  ist  A  =  4,  so  dass  b 
folgende  Zahlen 

0,  +  1,  ±  2,  +  3,  ±  4 

durchlaufen  muss;  die  Zerlegungen  der  entsprechenden  Zahlen 
ft'  +  J  sind  folgende: 

48  =  1  .  48  =  2  .  24  =  3  .  16  =  4  .  12  =  6  .  8 

49  =  1  .  49  =  7  .  7 

52  =  1  .  52  =  2  .  26  =  4  .  13 

57  =  1  .  57  =  3  .  19 

64  =  1  .  64  =  2  .  32  =  4  .  16  =  8  .  8. 

^ Von  den  entsprechenden  27  Formen  sind  nur  folgende  11  reducirt: 

(1,0,48),    (2,0,24),    (3,0,16),    (4,0,12), 
(6,0,8),    (7,  ±1,7),    (4,  ±2,  13),    (8,  ±  4,  8). 

11* 


164  Vierter  Abschnitt  §.  es. 

Unter  diesen  besteht  jedes  der  drei  Paare  (7,  +  1,  7),  (4, +  2,  13), 
(8,  +  4,  8)  aus  je  zwei  äquivalenten  Formen;  also  bleiben  nur  acht 
nicht  äquivalente  Formen: 

(1,0,48),     (2,0,24),     (3,0,16),     (4,0,12), 
(6,  0,  8),    (7,  1,  7),    (4,  2,  13),    (8,  4,  8). 

Ursprünglich  von  der  ersten  Art  sind  die  folgenden  vier: 

(1,  0,  48),    (3,  0,  16),    (7,  1,  7),    (4,  2,  13), 

die  anderen  vier  sind  derivirte  Formen. 


§.  68. 

Um  schon  jetzt  einen  BegriflF  von  der  Fruchtbarkeit  dieser 
Untersuchungen  zu  geben,  verbinden  wir  in  einigen  Beispielen  die 
gewonnenen  Resultate  mit  der  in  §.  60  vorausgeschickten  Theorie 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  bestimmte  quadratische  Formen, 
bemerken  jedoch  gleich,  dass  die  folgenden  Sätze  nur  specielle 
Fälle  eines  grossen  allgemeinen  Satzes  sind. 

Die  Formen  der  Determinante  D  =  —  1  bilden  nur  eine 
einzige  Classe,  denn  es  giebt  für  diese  Determinante,  wie  man 
leicht  erkennt,  nur  die  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  1)  =  ^*  +  y«. 

Wir  fragen  nun  nach  dem  System  der  durch  diese  Form  darstell- 
baren, d.  h.  also  in  zwei  Quadrate  zerlegbaren  Zahlen  m ;  um  aber 
die  frühere  Theorie  unmittelbar  anwenden  zu  können,  lassen  wir 
nur  eigentliche  Darstellungen  (x,  y)  gelten,  in  denen  die  beiden 
darstellenden  Zahlen  x^  y  relative  Primzahlen  sind;  femer  wollen 
wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  ungerade  darstellbare  Zahlen 
m  beschränken.  Es  sei  also  m  eine  solche  darstellbare  ungerade 
Zahl,  so  ist  zunächst  m  positiv.  Da  ferner  die  Determinante  —  1 
quadratischer  Rest  von  m  ist,  so  müssen  alle  in  m  aufgehenden 
Primzahlen  von  der  Form  4A  +  1  sein.  Umgekehrt,  ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  ist  die  Determinante  —  1  quadratischer 
Rest  von  m,  und  die  Congruenz 

£ra  ^  —  1  (mod.  m) 

hat  im  Ganzen  (nach  §.  37)  2"  incongruente  Wurzeln,  wenn  (i  die 
Anzahl  dieser  von  einander  verechiedenen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen bedeutet  (dies  gilt  selbst  für  den  Fall,  in  welchem  ft  =  0, 
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m=  1  ist).  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
dieser  Wurzeln,  und  n^  +  l  =  tnl^  so  bilde  man  die  quadratische 
Form  (m,  n,  T)  von  der  Determinante  —  1;  da  nur  eine  einzige 
Formenclasse  existirt,  so  ist  diese  Form  der  reducirten  Form  (1, 0, 1) 
nothwendig  äquivalent,  und  man  wird  durch  die  in  §.  66  ange- 
gebene Methode  eine,  und  hieraus  nach  §§.  61,  62  alle  Trans- 
formationen finden,  durch  welche  (1,  0,  1)  in  (m,  n,  l)  übergeht. 
Die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Transformationen 
(jy/.n)  ^®^  (tiach  §§.  61,  62)  stets  =  4;  ebenso  viele  Darstellungen 
(x^  y)  der  Zahl  tn  existiren  daher,  welche  zu  derjenigen  Wurzel 
gehören,  deren  Repräsentant  n  ist.  Und  da  dasselbe  Raisonne- 
ment  auf  jede  der  2"  Wurzeln   der  obigen  Congruenz  passt,  so 

existiren  im  Ganzen 

4.2"  =  2"+a 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m. 

Stellt  man  aber  die  Frage,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten 
eine  solche  Zahl  m  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Ordnung  der  beiden  Quadrate  und  auf  die  Vor- 
zeichen ihrer  Wurzeln,  so  liefern  je  acht  verschiedene  Darstel- 
lungen von  der  Form 

(±  ^»  ±  y)    ^^^    (±  J/i  ±  ^) 
nur  eine  einzige  Zerlegung  tn  =  x^  -{-  y^  (von  diesen  acht  Dar- 
stellungen gehören  vier,  nämlich 

(x,  y),    (—  X,  —  y),    (--  y,  x),    (y,  —  x) 

zu  einer,  und  die  anderen  vier 

(^1  —  y),  (—  ^1  y)^  (—  y^  —  ^l  (y^  ^) 

zu  der  ihr  entgegengesetzten  Wurzel);   folglich   ist  die   Anzahl 
dieser  verschiedenen  Zerlegungen 

=  2"-i, 
mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  m  =  1 ,  weil  dann  nicht  acht, 
sondern  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 

(+  1,  0)    und    (0,  +  1) 
existiren,  die  sich  zu  der  einzigen  Zerlegung  1  =  1*  -[-  0*  vereinigen. 
In  diesem  allgemeinen  Resultat  ist  als  specieller  Fall  der 
berühmte  von  Fermat  aufgestellte,  zuerst  von  Euler*)  bewiesene 
Satz  enthalten : 


*)  DemongirtUio   theorematis    Fertnatianij    omnefn    numerum   primum 
formae  in  -{-  l  esse  summam  duarum  quadratorum,  Kov.  Comm.  Petrop. 
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Jede  (positive)  Primjsahl  von  der  Form  4  ä  +  1  ^dsst  sich  stäs^ 
und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  zwei  Quadrate  zerf allen. 

Die  Bedingung,  dass^  die  Quadrate  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  fallt  hier  fort,  da  sie  sich  von  selbst  versteht. 

Beispiel  1:  Die  Zahl  37  ist  eine  Primzahl  von  der  Form 
4  Ä  +  1  j  diö  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  z^  ^  —  1  (mod.  37) 
findet  man  (z.  B.  mit  Hülfe ^  des  Wilsori'schen  Satzes)  ^  ±  6; 
nimmt  man  n  =  6,  so  hat  man  die  Form  (37,  6,  1)  zu  betrachten, 
welche  durch  die  Substitution  (_ J;  jlj)  in  die  reducirte  Form  (1, 0, 1) 
übergeht;  umgekehrt  geht  also  (1,  0,  1)  durch  die  inverse  Substi- 
tution (+J;~J)  in  (37, 6,1)  über.  Also  ist  die  gesuchte  Zerlegung 
folgende:  37  =  6^  +  1«;  es  ist  nicht  nöthig,  die  vier  zu  dieser 
Wurzel  +  6,  und  die  anderen  vier  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel 
—  6  gehörenden  Darstellungen  hier  einzeln  aufzuschreiben. 

Beispiel  2:  Die  Zahl  m  =  65  =  5  .  13  ist  das  Product  aus 
den  beiden  Primzahlen  5  und  13,  welche  beide  die  Form  4ä  +  1 
haben.  Mithin  giebt  es  2^  =  IG  verschiedene  Darstellungen,  also 
jiur  zwei  verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  65.  Die  vier  Wurzeln 
der  Congruenz  z^^ —  1  (mod.  65)  sind  +  8  und  4^  18;  wir  bilden 
daher  die  beiden  Formen  (65,  8,  1)  und  (65,  18,  5),  welche  durch 
die  Substitutionen  (_J'  IJ)  und  (;j:J;  ^7)  in  die  reducirte  Form 
(1,  0,  1)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind  (^Jj^J)  und 
(ij;!?),  und  folglich  sind  die  beiden  gesuchten  Zerlegungen  fol- 
gende : 

65  =  8«  +  1«  =  72  +  4«.  ■ 


§.  69. 

Alle  Formen  der  Determinante  D  =  —  2.  bilden  ebenfalls 
nur  eine  einzige  Glasse,  da  nur  eine  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  2)  =  a;3  +  2t/« 

vorhanden  ist    Wir  fragen  auch  hier  wieder  nach  allen  durch 
diese  Form  darstellbaren   ungeraden  Zahlen  m;  die  erste  Bedin- 


V,  p.  3.  —  Unter  den  zahlreichen  späteren  Beweisen  zeichnet  sich  der  Von 
if.  /.  Smith  durch  grosse  Einfachheit  aus:  De  compositione  numerorum 
primorum  fortnae  4  A  + 1  ex  duobus  quadratis  (Crelle's  Journal,  Bd.  öO).  — 
Vergl.  auch  §.  83,  Anmerkung,  und  §.  159. 
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gung  ist  die,  dass  —  2  quadratischer  Rest  von  m  sein  muss ;  dazu 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jede  in  m  aufgehende 
(also  ungerade)  Primzahl  p 

also  p  von  einer  der  beiden  Formen  8Ä  +  1  oder  8A  +  3  sei. 
Umgekehrt:  sind  die  sämmtlichen  n  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen p  alle  von  der  Form  8Ä  +  1  oder  8Ä  -|-  3,  so  hat  die 
Congruenz  / 

gi  ^  —  (mod.  m) 

stets  2^*  incongruente  Wurzeln.  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
einer  solchen  Wurzel,  und  n»  +  2  =  wZ,  so  ist  die  Form  (w,  »,  l) 
nothwendig  der  Form  (1,  0,  2)  äquivalent;  man  findet  daher  (nach 
§.  66)  eine  Substitution  (^  *) ,  durch  welche  die  letztere  in  die 
erstere  übergeht ;  ausser  dieser  existirt  (nach  §.  62)  mir  noch  die 
andere  (zJ;Z^j  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat;  es  giebt  daher 
zwei  verschiedene  Darstellungen  (ar,  y)  und  ( —  ar,  —  y)  der  Zahl  iw, 
die  zu  dieser  Wurzel  gehören.    Im  Ganzen  giebt  es  daher 

2.2"  =  2.-+1 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m  durch  die  Form  (1,  0,  2). 
Man  erkennt  femer  leicht,  dass,  wenn  die  beiden  Darstellungen 
+  (x,  y)  zu  der  Wurzel  n  gehören,  entsprechend  die  beiden  Dar- 
stellungen +  (a:,* — y)  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  — n  ge- 
hören. Je  vier  solche  Darstellungen  geben  eine  und  dieselbe 
Zerlegung  der  Zahl  m  in  ein  Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat 
mithin  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Zerlegungen 

=  2.«-i; 

die  einzige  Ausnahme  bildet  wieder  der  Fall,  in  welchem  ft  =  0, 
also  m  =  1  ist;  denn  dann  vereinigen  sich  die  zwei  verschiedenen 
Darstellungen  [+  n  ist^  —  n  (mod.  1)]  zu  der  einzigen  Zerlegung 
1  =  1«  -j-  2.0^.  Der  interessanteste  specielle  Fall*)  ist  wieder 
der,  in  welchem  fi  =  1  ist: 

Jede  Frimzahl  p  von  einer  der  beiden  Formen  8^+1  öder 
8Ä  +  3  lässt  sich  stets  tind  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  ein 
Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat  zerlegen. 


♦)  Lagrange:  Recherches  (PArithmetique  (Nouv.Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin 
1775). 


i 
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Beispiel  1:  Ist  m  =41,  so  ist  die  Bedingung  erfüllt;  in  ist 
=  1 ;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  ät*  ^  —  2  (mod.  41)  sind 
+  11;  die  Form  (41,  11,  3)  geht  durch  die  Substitution  (j\'  :^J)  in 
die  Form  (1,  0,  2)  über,  diese  also  rückwärts  in  jene  durch  die 
Substitution  (IJ;  1});  also  ist  a;  =  3,  y  =  —  4,  und  folglich 

41  =  3« +  2.4«. 

Beispiel  2:  Ist  w  =  33  =  3  .  11,  so  ist  die  Bedingung  er- 
füllt; II  ist  =  %  und  folglich  muss  es  zwei  verschiedene  Zerlegun- 
gen geben.  Die  Wurzeln  der  Congruenz  jgr»  ^  —  2  (mod.  33)  sind 
+  8  und  +  14:  wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (33,  8,  2)  und 
(33,  14,  6),  welche  resp.  durch  die  Substitutionen 

(Ti-;)-(TU?) 

in  die  Form  (1,  0,  2)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind 

(rl;_?)-a(i|.z?) 

und  folglich  ist 

33=  12  +  2  .  42  =  5»  +  2  .  2«. 


§.  70. 

Alle  Formen  der  Determinante  D  =  —  3  bilden  zwei  Classen, 
als  deren  Repräsentanten  man  die  reducirten  Formen 

(1,  0,  3)  =  a:a  +  3t/2 
und 

(2,  1,2)  =  2a:«  +  2xy  +  2t/« 

annehmen  kann;  sie  sind  resp.  von  der  ersten  und  zweiten  Art 
Ungerade  Zahlen  können  offenbar  nur  durch  die  erstere  dargestellt 
werden;  es  sei  daher  m  eine  ungerade  und  der  Einfachheit  wegen 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl;  damit  sie  durch  die  Form  (1,  0,  3) 
darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass,  wenn  p  irgend  eine  in  ihr 
aufgehende  Primzahl  ist, 


(^)=(f)=+-' 


folglich  p  von  der  Form  3ä  +  1  sei.    Umgekehrt,  sobald  diese 

Bedingung  für  alle  ^i  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p  erfüllt  ist, 

80  hat  die  Congruenz 

^2  ^  —  3  (mod.  m) 


r 
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stets  2^  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
einer  solchen,  und  »*  +  3  =  wZ,  so  ist  die  Form  (m,  «,  Z)  von  der 
ersten  Art  (da  m  ungerade  ist)  und  folglich  der  Form  (1,  0,  3) 
äquivalent.    Es  giebt  also  (nach  §.  62)  zwei  Substitutionen 

('^'«)  und  f-^'-^V 

durch  welche  die  Form  (1,  0,  3)  in  die  Form  (w,  n,  l)  übergeht, 

und  folglich  auch  zwei  Darstellungen  (a:,  y)  und  (— a?,  — y)  der 

Zahl  m,  welche  zu  dieser  Wurzel  gehören.    Im  Ganzen  giebt  es 

daher 

2  .  2^  =  2'*  +  ! 

verschiedene  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  m  durch  die  Form 

(1,  0,  3),  die  sich  aber  wieder  auf  nur 

i  .  2'*  +  !  =  2.»*-i 

verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  m  in  ein  einfaches  und  ein 

dreifaches  Quadrat  reduciren  (nur  auf  den  Fall  ^  =  0,  also  m  =  1 

passt  die  letztere  Formel  wieder  nicht).    Besonders  bemerkens- 

werth  ist  der  zuerst  von  Euler*)  bewiesene  apecielle  Fall: 

Jede  PrimzcM  von  der  Farm  3  ä  -f  1  ist  stets  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  ein  einfaches  wnd  ein  dreifaches  Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen  vrir  nun  zu  den  durch  die  zweite  Form  (2,  1,  2)  dar- 
stellbaren, noth wendig  geraden  Zahlen  iib^r;  wir  beschränken  uns 
auf  diejenigen  von  der  Form  2  w,  wo  m  wieder  eine  ungerade  und 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl  bedeutet.  Dann  erkennen  wir  leicht, 
das8  derComplex  dieser  Zahlen  m  mit  dem  eben  behandelten  voll- 
ständig identisch  ist  Denn  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 
^*=  —  3  (mod.  m)  folgt  auch  die  der  Congruenz  g^^  —  3  (mod.  2  w), 
und  umgekehrt  (§.  37),  und  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln 
wieder  =  2^*.  Ist  femer  n'  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
solchen,  und  w''  +  3  =  2mJ,  so  ist  die  Form (2 w, n', Z)  nothwendig 
von  der  zweiten  Art  (denn  der  mittlere  Coefficient  n'  ist  ungerade, 
folglich  l  gerade)  und  also  gewiss  der  Form  (2,  1,  2)  äquivalent; 
man  kann  daher  (nach  §.  62)  sechs  verschiedene  Transformationen 
der  letzteren  Form  in  die  erstere  finden,  aus  welchen  folgende 
sechs  Darstellungen 

±  (^»  y)i  ±  (y,  —  a;  —2/),  ±(oc  +  y,—x) 

*)  Supplementum  quorundam  theorematum  arithmeticorum.  (Nov.  Comm. 
Petrop.  VIII.) 
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entspringen,  die  alle  zu  derselben  Wurzel  vi  gehören  (die  sechs 
zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  — w'  gehörenden  Darstellungen 
entstehen  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  ersten  darstellenden 
Zahl  mit  der  zweiten)*).    Im  Ganzen  existiren  daher 

6  .  2^**=  3  .  2"+! 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  2  m  durch  die  Form  (2,  1,  2), 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Zahl  m  durch  die  Form  x*  +  a;y  +  y*- 
Sieht  man  je  vier  zusammengehörige  Darstellungen  von  der  Form 

(^»  y\  (—  ^7  —  y\  (y.  ^\  (—  y»  --^) 

als  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  ist  die  Anzahl  der  wesent- 
lich verschiedenen  Darstellungen  nur  noch 

Für  eii^e  Primzahl  j)  von  der  Form  3  Ä  +  1  giebt  es  daher  immer 
drei    wesentlich    verschiedene    Darstellungen    durch    die   Form 

^^  +  ^y  +  y*.  '  . 

Beispiel:  Ist  m  =  13,  so  sind  n  =  +  7  die  Wurzeln  der 
Congruenz  /s^  ^  rr-  3  (mod.  26)  und  also  auch  der  Congruenz 
js^^  —  3  (mod.  13).  Wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (13,  7,  4) 
und  (26,  7,  2).    Sie  gehen  resp.  durch  die  Substitutionen 


(tJ;t1)  -^  Utl) 


in  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2)  über.    Die  beiden  inversen 
Substitutionen  sind 

^         (±^:±!)-(Tt;-J) 

und  folglich  ist 

13  =  12  +  3(— 2)3  =  (—4)2  +  (—4).  1  +  1«; 

hieraus  fitidet  man  leicht  die  beiden  anderen  Parstellungen 

13  =  42  +  4.  (—3)  +  (-^3)» 
=  32  4-  3  .  1  +  P. 

*)  Da  von  den  Zahlen  t,  y^  x  -\-  y  stets  eine  und  nur  eine  gerade  ist, 
80  giebt  es  unter  den  sechs  zu  der  Wurzel  n'  gehörenden  Darstellungen  der 
Zahl  2  m  immer  zwei  ±  (a/,  y')»  i^  welchen  y*  gerade  ist  =  2  u;  setzt 
man  ferner  x' +  «  =  f,  so  geht  die  Gleichung  cc'x'-\-af.  y'-{-y'y'=m 
über  in  ^  /  +  3  M  M  =  w,  d.  h.  man  erhalt  eine  Darstellung  (t,  u)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (1,0,3),  und  zwar  gehört  diese  Darstellung  zu  derselben 
Wurzel  n'.  Hierin  besteht  der  Zusammenhang  zwischen  den  Darstellungen 
der  Zahlen  m  und  2w  resp.  durch  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2). 
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•         §.71.        • 

Als  letztes  Beispiel  wählen  wiy  die  Determinante  D  =  —  ö ; 
es  giebt  zwei  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  5)  und  (2,  1,  3), 

beide  sind  ursprünglich  und  von  der  ersten  Art.  Wir  suchen 
wieder  das  System  aller  ungeraden  und  durch  5  nicht  theilbaren 
Zahlen  m  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  Formen  darstellbar 
sind.  Die  dazu  erforderliche  Bedingung  besteht  darin ,  da$s  für 
jede  in  m  aufgehende  Primzahl  p  die  Gleichung 

(^) = (-  ^y^'^-'^  (f ) =  + » 

I 

stattfinden  muss;  hieraus  folgt  (§.  52,11),  dass  jede  solche  Prim- 
zahl von  einer  der  vier  Formen 

20Ä  +  1,    20Ä  4-  9,    20&  +  3,    20A  +  7 

sein  muss.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  ft  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Primzahlen  jp,  so  hat  die  Congruenz 

jg^  ^  —  5  (mod.  m) 

wieder  2^*  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsen- 
tant einer  solchen,  und  n*  +  5=wZ,  so  ist  die  Form  (m,  n,  l)  noth- 
wendig  einer  und  nur  einer  der  beiden  obigen  reducirten  Formen 
äquivalent;  es  giebt  dann  jedesmal  (nach  §.62)  zwei  Substitutionen, 
durch  welche  diese  reducirte  Form  in  (w,  n,  l)  übergeht,  also  auch 
zwei  zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
diese  reducirte  Form.    Im  Ganzen  giebt  es  also 

2.  2^*  = -2^  +  1 

Darstellungen  einer  solchen  Zahl  durch  die  obigen  reducirten 
Formen.  Allein  es  bleibt  noch  zweifelhaft,  durch  welche  der  beiden 
reducirten  Formen  die  zu  einer  bestimmten  Wurzel  n  gehörigen 
beiden  Darstellungen  erfolgen;  und  eine  ähnliche  Frage  wird 
'  jedesmal  da  auftreten,  wo  es  mehrere  nicht  äquivalente  Formen 
derselben  Art  giebt.  In  unserem  Falle  ist  es  nicht  schwierig, 
diesen  Zweifel  zu  heben. 

Ist  nämlich  die  Zahl  m  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  5), 
also  z.  B.  w  =  a;2  -|-  5j/2,  so  folgt  hieraus  tn  ^  x^  (mod.  5),  d.  h. 


172  Vierter  Abschnitt  §.  7i. 

m  ist  quadratischer  Rest  von  5 ;  ist  dagegen  die  Zahl  m  darstellbar 
durch  die  zweite  Form  (2,  1,  3),  also  z.  B.  m  ^=2x^+2 xy  -\-3y\ 
80  ist  2m  =  (2x  -f  yy  +  5y»  =  (2a?  +■  y)«  (moA  5),  und,  da  2 
quadratischer  Nichtrest  von  5  ist,  so  ist  m  ebenfalls  quadratischer 
Nichtrest  von  5.  Es  tritt  also  hier  die  besonders  einfache  Erschei- 
nung auf,  dass  alle  Darstellungen  einer  Zahl  entweder  nur  durch 
die  Form  (1,  0,  5)  oder  nur  durch  die  Form  (2,  1,  3)  geschehen, 
je  nachdem  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  5,  d.  L  je 
nachdem  w  ^  +  1,  oder  ^  +:  2  (mod.  5)  ist.  Hieraus  folgen  die 
speciellen  Sätze: 

Jede  PrimzaM  von  einer  der  beiden  Formen  20 A  +  1,  20Ä  +  9 
ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (1,  0,  5)  darstellbar  (weiche 
wesentlich  nur  eine  einzige  Zerlegung  in  ein  einfaches  und  ein  fünf- 
faches Quadrat  bilden);  jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen 
20A  +  3,  20Ä  +  7  ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (2,  1,  3) 
darstellbar. 

Beispiel  1:  Ist  m=29,  so  sind  n  =  +  13  die  beiden  Wurzeln 
der  Congruenz  z^  ^  —  5  (mod.  29);  die  hieraus  gebildete  Form 
(29,  13,  6)  geht  durch  die  Substitution 


V+2,-3; 


in  die  reducirte  Form  (1,  0,  5)  über;  durch  ümkehrung  dieser 
Substitution  erhält  man  die  Zerlegung 

29  =  8«  +  5  .  2«. 

Beispiel  2 :  Für  m  =  27  findet  man  n  =  +  7 ;  die  beiden 
entsprechenden  Formen  (27,  7,  2)  und  (27,  —7,2)  gehen  bezüglich 
durch  die  Substitutionen 


(_;;±i) -*(-?;  5) 


in  die  reducirte  Form  (2,  1,  3)  über;  durch  ümkehrung  derselben 
erhält  man  daher  die  vier  Darstellungen 

27  =  2(+4)«  +  2(4:4)  (±1)  +3(+l)2 
27  =  2(4:3)3  +-  2(+3)  (±1)  +  3(±1)2 

von   denen  die  beiden   crsteren  zu  der  Wurzel  -f  7,  die  beiden 
letzteren  zu  der  W^urzel  — 7  gehören. 


/ 


§.  72:  Quadratische  Formen.  173 


§.  72. 

Wir  wenden  uns  nun  za  den  Formen  mit  posüiver  Determi- 
nante 2),  um  auch  für  sie  die  Hauptprobleme  der  Theorie  der 
Aequivalenz  zu  lösen.  Das  zweite  Problem  (§.  69),  aus  einer  Trans- 
formation einer  Form  in  eine  zweite  dUe  Transformationen  der 
ersteren  in  die  letztere  zu  finden ,  ist  durch  unsere  frühere  Unter- 
suchung (§.  62)  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  alle  ganzzahligen 
Lösungen  der  Gleichung 

za  finden.  Dieselbe  ist  für  positive  Determinanten  bei  weitem 
schwieriger  zu  lösen,  als  für  negative.  Dasselbe  gilt  von  dem 
ersjien  Hauptproblem:  zu  erkennen,  ob  zwei  Formen  von  gleicher 
Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht  Wir  schlagen  zur 
Lösung  desselben  einen  ganz  anderen  Weg  ein,  wie  früher  bei 
negativen  Determinanten,  einen  Weg,  der  aber  zugleich  die 
Mittel  an  die  Hand  geben  wird,  auch  die  obige  Gleichung  voll- 
ständig aufzulösen*).  ^ 

Das  Charakteristische  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
wir  auch  irrationale  Grössen  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen 
ziehen.    Ist  nämlich  (o,  b,  c)  oder 

ax^  +  2bxy  +  cy'^ 

eine  Form,  deren  Determinante  b^  —  ac  =  D  positiv  ist,  so  hat 
die  entsprechende  quadratische  Gleichung 

a  +  2bco  +  cw^  =  0 

zwei  reelle  Wurzeln 

_  —  b  +  VD_         a 

'^~        c        —^b±yi)' 

die  wir,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 
wird,  als  die  erste  oder  zvceite  Wurzel  der  Form  (a,  6,  c)  bezeichnen 
und  von  einander  unterscheiden  wollen,  indem  wir  ein-  für 
allemal  festsetzen,  dass  das  Zeichen  VD  stets  die  jJosi^eVe  Quadrat- 
wurzel aus  der  Determinante  bedeuten  soU.  Durch  die  Coeffi- 
eienten  der  Form  (a,  6,  c)  ist  also  jede  ihrer  beiden  Wurzeln  voll- 


*)  Lejeune  Dirichlet:    Vereinfachung    der   Theorie    der  binären    qua- 
dratischen "Formen  von  positiver  Determinante  (Berliner  Akad.  1854). 
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ständig,  ohne  Zweideutigkeit  bestimmt  Aber  umgekehrt  ist  auch 
jed^  Form  (a,  6,  c)  der  Determinante  D  durch  Angabe  einer  ihrer 
Wurzeln  vollständig  charakterisirt,  in  der  Weise,  dass  zwei  Formen 
(a,  6,  c)  und  (a\  b\  d)  dersdben  Determinante  B  nothwendig  iden- 
tisch sind,  sobald  sie  gleiche  erste,  oder  gleiche  zweite  Wurzeln 
haben;  denn  aus  der  Gleichung 

d  ~         c         ' 

worin  entweder  die  beiden  oberen,  oder  die  beiden  unteren  Zeichen 
zu  nehmen  sind,  ergiebt  sich  in  Folge  der  Irrationalität  Ton  \  D 
zunächst  d  =  c,  und  dann  V  =  6,  also  auch  a!  =r  a. 

Im  Folgenden  nennen  wir  zwei  Wurzeln  o,  ©'  zweier  Formen 
resp.  (a,  &,  c),  {a\  6',  d)  gleichnamig^  wenn  beide  erste,  oder  beide 
zweite  Wurzeln  sind,  ungleichnamig  dagegen,  wenn  die  eine  die 
erste,  die  andere  die  zweite  Wurzel  ist  Wir  können  dann  das 
eben  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen:  Wenn  zwei  Formen 
dieselbe  (positive)  Determinante  besiteen,  und  wenn  eine  Wurzel 
der  einen  Form  mit  der  gleichnamigen  Wurzel  der  anderen  Form 
übereinstimmt^  so  sind  beide  Formen  identisch. 


§.  73. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  (a,  6,  c)  und  (a',  fe',  d) 
zwei  äquivalente  Formen,  und  zwar  wollen  wir  für  einen  Augen- 
blick die  uneigentliche  Aequivalenz  nicht  ausschliessen,  weil  da- 
durch der  Nerv  der  Betrachtung  deutlicher  hervortritt  Es  sei 
(yj  'J)  eine  Substitution ,  durch  welche  (a,  b,  c)  in  (a',  b\  d)  über- 
geht, also 

aä  —  /}y  =  £  =  +  1. 

Da  durch  diese  Substitution 

xzzzax!  ^  ßij',  y  =  yx'  +  6y' 
identisch 

ax^  +  2bxy  4:  cy^  =  a'x'^  +•  2ft'a:'y'  +  c't/'» 
wird,  so  leuchtet  ein,  dass  vermöge  der  Formeln 

CD  =    ' T — : ,      G)    =  — sr^ r 

(X  +  ß(o"  ö  —  ßo 

aus  einer  Wurzel  a*  der  Form  (a',  6',  c)  eine  Wurzel  m  der  Foim 
(a,  &,  c)  gefunden  werden  kann,  und  umgekehrt ;  denn  die  Wurzeln 


r 
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dieser  Formen  sind  ja  die  Werthe  der  Verhältnisse  y :  x  und  y* :  a;', 
für  welche  die  Formen  verschwinden.  Aber  es  fragt  sich  vor  allen 
Dingen,  ob  zwei  so  verbundene  Wurzeln  o  und  o'  gleichnamig 
sind  oder  nicht.    Da  nun 

ist,  so  folgt 

,_     yc— «(— ft  +  VJ)     _     boc-{'Cy±€tVD 
®  —  _Äc  +  /S(— fc  +  VD)  ""— 6/J  — cd  +  ZJVi)' 

machen  wir  den  Nenner  rational,  indem  wir  den  Bruch  durch 
^hß  —  c8  +  ßyD  erweitem,  und  berücksichtigen,  dass 

aaß  +  b(a8  +  ßy)-\-cyö  =  V 
aß^  +2bßd  +  cd^  =  (/ 

ist,  so  ergiebt  sich 

"  = — ? — 

Wir  haben  daher  folgendes  Resultat  erhalten:  Wenn  eine  Form 
(a,  6,  c)  durch  eine  SuhstittUion  (y*  J)  in  eine  äquivalente  Form 
{ol^  b\  d)  übergeMj  so  ist  je  eine  Wu/rzd  o  der  ersteren  mit  je  einer 
Wurgel  o'  der  letzteren  Form  durch  die  Relation 

_  y  +  dm'        ,  _  —y  +  «o 
®""a+/Jci"         ~     8  —  ßio 

verbunden;  und  zwar  bilden  o,  ©'  ein  Paar  gleichnamiger  oder  wn- 
gleichnamiger  Wurzeln  der  beiden  Formen^  je  nachdem  die  Sub* 
stitution  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  ist» 

Wir  schliessen  von  jetzt  an  uneigentliche  Aequivalenz  und 
Tmeigentliche  Substitutionen  gänzlich  aus ;  es  sind  dann  also  stets 
zwei  gleichnamigeWuTzeln  der  beiden  äquivalenten  Formen  in  der 
Angegebenen  Weise  mit  einander  verbunden.  Dieser  Satz  lässt 
sich  in  folgender  Weise  umkehren : 

Wenn  zwei  Formen  (a^  6,  c)^  (a\  b\  c*)  dieselbe  Determinante 
^hen^  und  wenn  zwei  gleichnamige  Wurzeln  o  und  cd'  derselben 
durch  die  Gleichung 

y  +  dcö' 

aerhunden  sind^  in  welcher  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  /3,  y,  ö  der 

(Gleichung 

aö  —  ßy  =  1 
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genügen,  so  sind  die  beiden  Formen  äquivdlenty  tmd  awar  geht  die 
erstere  dutch  die  Substitution  (";  J)  in  die  letztere  über. 

Denn  durch  diese  Substitution  geht  (a,  6,  c)  in  eine  äquiva- 
lente Form  (a",  6",  c")  über,  und  bezeichnet  man  mit  o"  ihre  mit 
G)  gleichnamige  Wurzel,  so  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

(O  =  ?— T — ^—7, ,  und  folglich  o'  =  o" : 

da  femer  der  Voraussetzung  nach  cd'  niit  o,  folglich  auch  mit  o" 
gleichnamig  ist,  und  da  endlich  («',  6',  c')  dieselbe  Determinante 
wie  (a,  &,  c),  und  folglich  auch  wie  (a",  6",  o")  hat,  so  ist  zufolge 
der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  {a\  b\  tf)  identisch 
mit  (a",  b'\  c"),  d.  h.  (a,  ft,  c)  geht  durch  die  obige  Substitution  in 
(a',  b\  c')  über. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  das  Folgende  ist  die  Betrach- 
tung zweier  benachbarten  Formen  {a^b^a*)  und  (a',  6',  a"),  in  welchen 
der  Definition  zufolge  (§.  63)  die  Summe  b  ■\- V  durch  a'  theilbar, 
also  b  -^V  =  —  a'8  ist,  und  von  welchen  die  erstere  in  die  letztere 
durch  die  Substitution  (_J|  J)  übergeht.  Die  gleichnamigen  Wur- 
zeln o  und  o'  dieser  beiden  Formen  hängen  durch  die  Gleichungen 

CD  =t   O ;,       <Q'  = 


c"      -  8  —  G} 

zusammen. 

§.  74. 

Auch  bei  positiven  Determinanten  vergleicht  man  zwei  For- 
men, deren  Aequivalenz  beurtheilt  werden  soll,  nicht  unmittelbar 
mit  einander,  sondern  man  transformirt  jede  von  ihnen  in  eine 
sogenannte  reducirte*)  Form;  der  Begriff  einer  solchen  ist  aber 
hier  wesentlich  verschieden  von  demjenigen,  welcher  früher  (§.  64) 
für  negative  Determinanten  aufgestellt  ist. 

Eine  Form  (a^  6,  c)  von  positiver  Determina/nte  D  heisst  eine 
reducirte  Form,  wenn,  abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  erste  Wurzel 

—  b  —  VD 


ihre  zweite  Wurzel 


>  1, 


ZlHlV^<l 


*)  Garns:  D,  A.  art.  183. 
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tsf,  und  wenn  ausserdem  beide  Wurzeln  entgegengesetzte  Zeichen 
hüben. 

Ziehen  wir  zunächst  einige  Folgerungen  aus  dieser  Erklärung. 
Da  die  erste  Wurzel  numerisch  grösser  als  die  zweite,  also  auch 
die  Summe  der  beiden  Grössen  h  und  VD  numerisch  grösser  als 
ihre  Differenz  sein  soll,  so  muss,  da  VD  positiv  ist,  auch  h  positiv 
sein  (nicht  =  0);  da  ferner  die  beiden  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  Grössen 

—  (6  + Vi))    und    — fe  +  VD; 

und  da  die  erstere  gewiss  negativ  ist,  so  muss  die  letztere  positiv 
sein;  es  ist  daher 

0  <  6  <  VI). 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  {c)  wieder  den  absoluten  Werth 
des  Coefficienten  c,  so  muss  also  im  algebraischen  Sinne  (d.  h.  mit 
Rücksicht  auf  die  Vorzeichen) 

i+V^>i  und  0  <  :=:Vr^  <  1, 

(C)  (C) 

d.  h.  es  muss 

0  <  VD-ft  <(c)  <  Vi)  +  6  (1) 

sein;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Form  (a,  6,  c),  deren 
Coefficienten  diesen  letzteren  Ungleichungen  genügen,  sicher  eine 
reducirte  Form  ist,  weil  aus  ihnen  rückwärts  die  ursprünglichen 
Bedingungen  sich  ableiten  lassen. 

Aus  der  Definition  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen. 
Da  i)  =  6«  —  dc  uiid  h^  <:^  J)  ist,  so  müssen  a  und  c  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben;  da  ferner  die  erste  Wurzel  und  c  eben- 
falls entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  hat  die  erste  Wurzel 
dasselbe  Vorzeichen  wie  der  erste  Coefficient  a  der  Form.  Nun 
hat  ferner  die  zweite  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
ersten  Wurzel,  also  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  dritte  Coefficient 
c  der  Form,  was  sich  unmittelbar  auch  daraus  ergiebt,  dass  Vi)  —  & 
positv  ist. 

Für  den  absoluten  Werth  des  ersten  Coefficienten  a  gelten 
dieselben  Bedingungen,  wie  für  den  von  c;  denn  da 

i)  =  6«  +  (a)  (c), 
also 

_  (Vi)  +  &)(Vi)-&) 
^^^-  (^) 

Birichlet,  Zahlentheorie.  22 
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ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungen 

T- >    1,      0   <   ;r^ <    1, 

Q1SS 

(a)  >yD  -  b,    und    (a)  <yD  +  b 
ist*). 

Für  das  Folgende  ist  noch  der  specielleFall  bemerkenswerth, 

in  welchem 

V2)  —  (a)  <  6  <  VD  und  (c)  ^  (o)  (2) 

ist;  aus  diesen  Bedingungen  kann  man  nämlich  stets  schliesseD, 
dass  die  Form  (a,  6,  c)  reducirt  ist,  obwohl  die  Umkehrung  nicht 
gestattet  ist.  In  der  That,  giebt  man  diesen  Bedingungen  die 
Form 

0  <  VD  —  6  <  (a)  5  (c), 
so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  zweite  Wurzel 

—  b  -\-  VD 
c 
numerisch  <  1,  ferner,  dass  die  erste  Wurzel 

—  b  —  yD_        a 
c         ~  \D  —  b 

numerisch  >  1  ist  Hieraus  folgt  weiter,  wie  oben,  dass  b  positiv 
ist,  weil  VD  +  b  numerisch  grösser  als  VD  —  6  ist;  und  folgUch 
haben,  da  ausserdem  b  <  VD  ist,  beide  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen.    Also  ist  die  Form  gewiss  eine  reducirte. 


§.  75. 

Aus  der  Erklärung  einer  reducirten  Form  ergiebt  sith  ferner 
der  folgende  wichtige  Satz**)  (vergl.  §.  67): 

Für  jede  positive  Determinante  giebt  es  nur  eine  endliche  Jw- 
zahl  redticirter  Formen, 

Denn,  bezeichnen  wir  mit  X  die  grösste  ganze  in  VD  enthal- 
tene Zahl,  so  dass  l  <  VD  <  A  +  1  und  also  A  mindestens  =  1 
ist,  so  kann  der  mittlere  Coeflficient  b  einer  reducirten  Form  (a,J,^') 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  die  erste  Wurzel  einer 
Form  (a,  6,  c)  der  reciproke  Werth  der  zweiten  Wurzel  ihres  Gefährten 
(c,  b,  a)  ist;  mithin  sind  entweder  beide  Formen  reducirt,  oder  beide  nicht 
reducirt. 

♦♦)  Gauss:  D.  A.  art.  185. 
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nur  die  k  verschiedenen  Werthe  1,  2  ...  A  haben;  für  jeden  dieser 
Werthe  von  b  ist  D  —  b'^r=(a){c)  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei 
Factoren  zu  zerlegen,  welche  zwischen  k  —  b  und  A  -f-  1  +  6 
exclusive  (oder  zwischen  A  +  1  —  b  und  X  +  b  inclusive)  liegen ; 
je  zwei  solchen  Factoren  a  und  c  hat  man  entgegengesetzte 
Zeichen  zu  geben,  und  man  muss  sie  permutiren,  wenn  sie  un- 
gleich sind.  Dann  sind  aber  wirklich  alle  reducirten  Formen 
gefunden,  und  es  giebt  deren  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl. 

Beispiel  1:  Ist  D  =  13,  so  ist  A  =  3;  wir  haben  daher  fol- 
gende Fälle  und  Zerlegungen: 


b  =  1 
ö  =  2 
6  =  3 


12  =  3  .  4 
9  =  3.3 
4=1.4  =  2.2 


und  diese  liefern  die  folgenden  12  reducirten  Formen: 

(±3,  1,4:4),  (+1,  3, +  4),  (±3,  2,4:3), 
(+4,  1,43),  (±4,  3,  +  l),  (±2,  3,  +  2). 

Beispiel  2:  Für  D  =  19  ist  A  =  4;  wir  bilden  daher  folgende 
Tabelle : 

ö  =  1 ;    18  giebt  keine  Zerlegung; 
fe  =  2;    15  =  3  .  5; 
6  =  3;    10  =  2  .  5; 
6  =  4;      3=1.3; 

hieraus  ergeben  sich  folgende  12  reducirte  Formen: 

(±3,  2,q:5),  (±2,  3,  +  5),  (+1,  4,T3),        • 
(±5,  2,43),  (±5,  3,  +  2),  (±3,  4,4:1). 

Beispiel  3:  Für  Z)=35  ist  A  =  5;  also  bilden  wir  die  Tabelle 

6  =  1;  34  giebt  keine  Zerlegung; 

/>  :^  2;  31      ^         ^  ^ 

6  =  3;  26      „ 

6  =  4;  19      „         „ 

6  =  5;  10=  1  .  10  =  2  .  5; 

wir  erhalten  daher  8  reducirte  Formen: 

.(±1,  5,  +  10),(±2.  5,qF5); 
(±  10,  5,  +  1),  (±  5,  5,  +  2). 

Beispiel  4 :  Für  D  =  79  ist  A  =  8 ;  wir  bilden  daher  folgende 
Tabelle : 

12* 


L 
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6  =  1;  78  giebt  keine  Zerlegung; 

0  =  2;  75       ^         yf  ri 

6  =  3;  70  =  7  .  10; 

6  =  4;  63  =  7  .  9; 

6  =  5;  54  =  6  .  9; 

6  ==  6;  43  giebt  keine  Zerlegung; 

6  =  7;  30  =  2  .  15  =  3  .  10  =  5  .  6; 

6  =  8;  15  =  1  .  15  =  3  .  5; 

wir  erhalten  daher  32  reducirte  Formen : 

(±  7,  3,  +  10),  (±  7,  4,  T  9),  (±  6,  5,  +  9),  (±  2,  7,  +  15), 
(±  3,  7,  +  10),  (+  5,  7,  +  6),  (±  1,  8,  +  15),  (±  3,  8,  +  5), 

und 

(±  10,  3,  +  7),  (±  9,  4,  +  7),  (±  9,  5,  +  6),  (±  15,  7,  +  2), 
(±  10,  7,  +  3),  (±  6,  7,  +  5),  (±  15,  8,  +  1),  (±  5,  8,  +  3). 

§.  76. 

Aehnlich  wie  bei  negativen  Determinanten  (§.  64)  beweisen 
wir  auch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes*): 

Jede  Farm  von  positiver  Determinante  ist  einer  redudrten 
Form  äquivalent. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 
D  mit  (a,  6,  a'),  so  suchen  wir  eine  ihr  nach  rechts  benachbarte 
Form  {a\  6',  a")  so  zu  bestimmen,  dass 

VD  —  (a')  <  6'  <  VD 

wird.  Da  zufolge  der  Erklärung  einer  benachbarten  Form  der 
mittlere  Coefficient  V  jeden  Werth  erhalten  kann,  welcher  ^ — h 
(mod.  a')  ist,  und  keinen  anderen,  so  fragt  sich  nur,  ob  zwischen 
den  Grenzen  VD  —  (a')  und  V2)  stets  ein  solcher  Werth  existirt; 
dies  ist  offenbar  der  Fall,  da  die  sämmtlichen  zwischen  diesen 
beiden  Grenzen  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

A  +  1  —  (a'),     A  +  2  —  (a')  ...  A  —  1,    A 

ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  a'  bilden; 
aus  demselben  Grunde  ergiebt  sich,  dass  nur  eine  einzige  solche 
Zahl  V  existirt.    Nachdem  6'  =  —  b  —  a'ö  bestimmt  ist,  geht  die 


♦)  Gauss:  D.  A,  art.  183. 
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Form  (a,  6,  a!)  durch  die  Substitution  (_J'  J)  in  die  benachbarte 
Form  (a',  6',  «")  über,  deren  Coefficienten  a\  V  der  obigen  Be- 
dingung Genüge  leisten.  Findet  sich  nun,  dass  zu  gleicher  Zeit 
(a")  >  (a')  wird,  so  ist  nach  dem  am  Schlüsse  des  §.  74  besonders 
hervorgehobenen  speciellen  Fall  (2)  die  gefundene  Form  (a',  h\  a") 
eine  reducirte.    Ist  dagegen 

(«')  >  (""), 

so  verfehre  man  mit  der  gefundenen  Form  (a\  h\  a")  genau  so  wie 
mit  der  gegebenen  Form,  d.  h.  man  bilde  die  ihr  nach  rechts 
benachbarte  Form  (a",  6",  a'"),  in  welcher 

VD  — (a")<  b"  <\D 

ist,  und  welche  gewiss  eine  reducirte  ist,  wenn  (a'")ä(a")  ist. 
Sollte  aber  wieder 

sein,  so  setze  man  denselben  Process  in  derselben  Weise  fort;  da 
unter  einer  gegebenen  positiven  Zahl  (a')  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  ganzen  positiven  Zahlen  liegt,  so  muss  man  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Transformationen  durchaus  zu  einer  Form 
(a^"\  5(w)^  a^'*+^^),  in  welcher  sowohl 

als  auch 

(a  («  +  !))  ■>  (a(«)) 

ist,  also  zu  einer  reducirten  Form  gelangen,  was  zu  beweisen  war. 
Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  bei  diesem  Process  nicht 
gerade  erst  die  letzte  Form  eine  reducirte  zu  sein  braucht,  denn 
es  giebt  reducirte  Formen,  in  welchen  die  zweite  Bedingung  des 
besonderen  hier  benutzten  speciellen  Falles  nicht  erfüllt  ist.  Von 
grösserer  Wichtigkeit  ist  es  aber,  besonders  darauf  aufmerksam 
•  zu  machen,  dass  durch  den  angegebenen  Process  auch  jedesmal 
eine  Substitution  gefunden  wird,  durch  welche  die  gegebene  Form 
in  die  reducirte  Form  übergeht,  und  zwar  erhält  man  diese  Sub- 
stitution durch  Composition  der  successiven  Substitutionen,  welche 
in  dem  Processe  auftreten.  Der  Algorithmus  selbst  ist  durchaus 
nicht  beschwerlich  (vergl.  §.  64),  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

Beispiel  1 :  Die  Form  (4,  6,  7)  hat  die  Determinante  D  =  8 ; 
es  ist  also  A  =  2.    Unter  den  Zahlen 

-4,  -3,  —2,  -1,0,  1,2 
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ist  6'  =  1  ^  —  6  (moil.  7);  dies  giebt  die  benachbarte  Form 
(7,  1,  — Ij,  welche  noch  nicht  reducirt  ist.  Da  (o"j  =  1  iat,  so 
ist  b"  =  A  ^  2,  und  folglich  erhält  man  die  benachbarte  Foiiu 
( —  1,  2,  4),  welche  wirklich  reducirt  ist.  Durch  die  Substitutiou 
(_?',11)(_J;  J)  ^  {7i;  IJ)  geht  die  gegebene  Form  iu  die  ge- 
fundene über. 

Beispiel  2:  Die  Form  (713,  60,  5)  hat  die  Determinante 
7)  =  35 ;  man  lindet  nach  der  angegebenen  Methode  die  nach 
rechts  benachbarte  Form  (5 ,  5 ,  —  2),  und  zu  dieser  wieder  die 
Form  ( — 2,  5,  5),  in  welcher  der  letzte  Coefficieot  in  der  That 
grösser  ist  als  der  erste.  In  diesem  Beispiel  ist  aber  auch  schon 
die  vorhergehende  Form  (5,  5,  — 2)  reducirt.  Die  gegebene  Form 
geht  durch  die  Substitution  (_J;  IJ)  in  (5,  5,  —2)  und  durch 
die  Substitution  (_S',  ii3)(_}';  J)  =  (~ib.  ^ae)   '"  (~  2,  5,  5)  über. 

Beispiel  3:  Die  Form  (02,  95,  145),  deren  Determinante 
I)  =  35,  geht  durch  die  folgenden  successiven  Substitutionen 

(_?;J),(_?:J),(_;;y.  (_?;{) 

auccessive  in  die  Formen 

(145,  —95,  62),     (62,  —29,  13),     (13,  3,  —2),     (—2,  5,  5) 
über,  von  denen  erst  die  letzte  reducirt  ist;  die  Zusammensetzung 
dieser  Substitutionen  giebt  die  Substitution  (~j|  l'J),  durch  welche 
(62,  9.5,  145)  in  (—2,  5,  5)  übergeht. 


Nachdem   in   den  beiden   vorhergehenden  Paragraphen  dar- 

gethan  ist,  dass  jede  Form  von  positiver  Determinante  einer  re- 
ducirten  Form  ä<]uivalent  ist,  und  dass  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  reducirten  Formen  für  jede  gegebene  Determinante  existirt, 
so  folgt  hieraus  unmittelbar: 

Die  ChifiSPn-AnzdkJ  der  Formen  von  positiver  Determinante 
ist  stets  endlich. 

Allein  es  bleibt  noch  die  Hauptfrage  zu  beantworten,  ob  zwei 
nicht  identische  reducirte  Formen  denselbeu  Determinante  ein- 
ander äquivalent  sein  können;  denn  erst  dann  haben  mr  (wie 
in  gg.  65,  6G   für  negative   Determinanten)   die  Mittel   gewonnen, 
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um  über  die  Aequivalenz  von  zwei  gegebenen  Formen  derselben 
positiven  Determinante  entscheiden  zu  können.  Diese  Unter- 
suchung stösst  bei  positiven  Determinanten  auf  bedeutende 
Schwierigkeiten,  da  in  der  That  immer  mehrere  nicht  identische 
und  doch  äquivalente  reducirte  Formen  existiren. 

Um  einen  sicheren  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  gewinnen, 
stellen  wir  zunächst  die  bestimmte  Frage*): 

Kann  eine  reducirte  Form  (a,  b,  a')  eine  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  (a',  b\  a")  haben^  welche  ebenfalls  redudrt  ist? 

Nehmen  wir  einmal  an,  dies  sei  möglich,  und  es  sei  (_?;j) 
die  Substitution,  durch  welche  die  reducirte  Form  (a,  ft,  a')  in  die 
ebenfalls  reducirte  Form  (a\  b\  a")  übergeht.  Sind  dann  o  und 
o'  zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  ersten  und  der  zweiten  Form, 
so  hängen  diese  (nach  §.  73)  durch  die  Gleichungen 

.1,1 

G)  =  0 ^  ,       lö= 


a>  0  —  fi> 

mit  einander  zusammen.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  fest- 
setzen, dass  G)  und  o'  die  beiden  ersten  Wurzeln  der  beiden  Formen 
bedeuten  (obgleich  dieselbe  Relation  auch  zwischen  den  beiden 
zweiten  Wurzeln  stattfindet).  Da  in  einer  reducirten  Form  die 
beiden  äusseren  Goefficienten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und 
die  erste  Wurzel  stets  das  Zeichen  des  ersten  Coefficienten  besitzt, 
so  haben  die  beiden  unechten  Brüche  (o  und  o'  bezüglich  die  Vor- 
zeichen von  a  und  a',  also  entgegengesetzteWorzeichen^  da  der  erste 
Coefficient  a'  der  zweiten  Form  zugleich  der  letzte  Coefficient  der 
ersten  Form  ist.  Zufolge  der  obigen  Relationen  muss  daher  <o  —  8 
ein  echter  Bruch  sein  von  gleichem  Vorzeichen  wie  oo;  es  muss 
daher  d  diejenige  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche 
dem  absoluten  Werth  nach  nächst  kleiner  als  m  ist  und  dem 
Vorzeichen  nach  mit  cd  übereinstimmt.  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  eine  reducirte  Form  (a,  6,  a')  höchstens  eine  einzige  nach 
rechts  benachbarte  Form  (a',  b\  a")  hat,  welche  ebenfalls  redn- 
cirt  ist. 

Aber  es  existirt  auch  wirklich  immer  eine  solche  der  redu- 
cirten Form  (a,  ft,  a')  nach  rechts  benachbarte  und  reduciste  Form 
(a',  6',  a").  Denn  es  sei  o  die  erste  Wurzel  der  reducirten  Form 
(a,  6,  a'),  also   ein   unechter  Bruch,   dessen  Vorzeichen  mit  dem 


♦)  Gauss:  D.  A.  art.  184. 
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von  a  übereinstimmt;  so  wähle  man  die  ganze  Zahl  d  so,  dass  ihr 

absoluter  Werth  (ß)  die  grösste  ganze  in  (o)  enthaltene  ganze 

Zahl  (also  nie  =  0)   wird,  und  gebe  S   das  Vorzeichen  von  cd; 

dann  geht  die  gegebene  Form  (a,  b.  a')  durch  die  so  bestimmte 

Substitution  (_J;J)  in  eine  benachbarte  Form  (a',  6',  a")  über, 

deren  erste  Wurzel 

1 
cj'  =  T 

0  OJ 

ein  unechter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  o  und  a  ent- 
gegengesetzt ist  und  also  mit  dem  von  a'  übereinstimmt.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  Oj  und  (o\  die  beiden  zweiten  Wurzeln, 
so  besteht  zwischen  ihnen  dieselbe  Relation 


d— öl' 

da  nun  Oi  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  o, 
und  also  auch  dem  von  ö  entgegengesetzt,  und  da  d  eine  von  Null 
verschiedene  ganze  Zahl  ist,  so  folgt,  dass  ö  —  g>i  ein  unechter 
Bruch,  und  also  o'i  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  mit 
dem  von  d,  cd  und  a  übereinstimmt,  also  dem  von  o'  und  a'  ent- 
gegengesetzt ist.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  beiden  Wurzeln 
co'  und  oj'i  der  neuen  Form  (a\  h\  a")  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  femer,  dass  die  erste  co'  ein  unechter,  die  zweite  q\  ein 
echter  Bruch  ist;  folglich  ist  diese  Form  in  der  That  eine  redu- 
cirte,  was  zu  beweisen  war. 

Jede  redxicirte  Form  hat  daher  eine  und  nur  eine  nach  rechts 
benachbarte  Form,  welche  ebenfalls  reducirt  ist^  und  diese  Tcann  auf 
die  angegebene   Weise  immer  leicht  gefunden  werden. 

Genau  ebenso  liesse  sich  nun  auch  beweisen,  dass  jede  redu- 
cirte  Form  eine  und  nur  eine  nach  links  benachbarte  reducirte 
Form  besitzt.  Doch  ist  es  bequemer,  diesen  Fall  auf  den  eben  be- 
handelten durch  die  einleuchtende  Bemerkung  (§.  74  Anm.)  zurück- 
zuführen, dass  die  beiden  Formen  (a,  6,  a')  und  (a',  6,  a)  gleichzeitig 
reducirte,  oder  gleichzeitig  nicht  reducirte  Formen  sind.  Wenn 
nun  die  reducirte  Form  (a,  6,  a')  eine  nach  links  benachbarte  und 
ebenfalls  reducirte  Form  ('a,  %  a)  besitzt,  so  hat  die  reducirte 
Form  (a',  6,  a)  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (o,  '6,  'a), 
welche  ebenfalls  reducirt  ist;  und  umgekehrt,  sobald  die  Form 
(a,  %  'a)  der  reducirten  Form  (a',  6,  a)  nach  rechts  benachbart 
und  zugleich  reducirt  ist,  so  ist  die  Form  ('a,  %  a)  ebenfalls  redu- 


V 
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cirt  und  der  Form  (a,  6,  d)  nach  links  benachbart.  Da  wir  nun 
gesehen  haben,  dass  eine  i^educirte  Form  (a',  ft,  a)  immer  eine  und 
nur  eine  nach  rechts  benachbarte  reducirte  Form  (a,  %  'a)  hat, 
80  folgt: 

Jede  reducirte  Form  (a,  ft,  a')  besitzt  stets  eine  und  nur  eine 
nach  links  benachbarte  reducirte  Form  ('a,  %  a). 


§.  78. 

Aus  den  soeben  bewiesenen  Sätzen  über  die  nach  rechts  und 
Unks  benachbarten  reducirten  Formen  ergiebt  sich,  dass  man 
sämmtliche  reducirte  Formen  einer  positiven  Determinante  D  in 
Perioden*)  eintheilen  kann,  die  auf  folgende  Weise  zu  bilden 
sind.  Man  wähle  irgend  eine  reducirte  Form  fp^  und  bilde  die 
nach  rechts  und  links  fortgesetzte  Reihe 

....  ip_2?  ^>-l^  9^01  9n  9^«  •  •  •  • 

der  successiven  nach  rechts  und  nach  links  benachbarten  redu- 
cirten Formen,  welche  durch  das  eine  Glied  90  vollständig  be- 
stimmt sind.  Da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  reducirten 
Formen  der  Determinante  D  giebt,  und  die  ersten  Coefficienten 
zweier  auf  einander  folgenden  Formen  stets  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  muss  einmal  auf  eine  Form  9«  dieser  Reihe  nach 
einer  geraden  Anzahl  2w  von  Gliedern  eine  mit  9«  identische 
Form  9a +2«  folgen;  und  da  eine  Form  9«  oder  9^4 +  2 n  nur  eine 
einzige  nach  rechts,  und  nur  eine  einzige  nach  links  benachbarte 
reducirte  Form  besitzt,  so  müssen  auch  die  beiden  Formen  9«  + 1 
nnd  9u+i  +  2n5  ebenso  die  beiden  Formen  9u-i  und  9^-1+2»», 
und  also  auch  allgemein  je  zwei  Formen  dieser  Reihe  identisch 
sein,  deren  Indices  dieselbe  DiflFerenz  2n  haben.  In  der  ganzen 
Reihe  sind  daher  höchstens  2n  verschiedene  Formen 

und  diese  werden  in  der  That  alle  von  einander  verschieden  sein, 
wenn  keine  der  Formen  9si  94  •  •  •  98»~a  niit  9q  identisch  ist; 
denn  wären  9^  und  9r  +  2n'  zwei  identische  Formen,  so  müsste 
auch  92 n'  mit  9o  identisch  sein.  Nehmen  wir  also  an,  dass  2m 
die  Anzahl  der  wirklich  verschiedenen  Formen   dieser  Reihe  ist. 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  186. 
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so  besteht  dieselbe  aus  einer  nach  beiden  Seiten  sich  unendlich  oft 
periodisch  wiederholenden  Folge  dieser  2 n  Formen;  je  zwei  Formen 
9u  und  9»,  deren  Indices  eine  durch  2n  theilbare  Differenz  n  —  v 
haben,  sind  identisch;  und  umgekehrt,  sind  die  Formen  g?u  und 
(pv  identisch,  so  ist  ß  ^  v  (mod.  2n). 

Es  kann  nun  sein,  dass  diese  2n  Formen  alle  reducirten  For- 
men der  Determinante  D  erschöpfen;  aber  es  ist  auch  möglich, 
dass  ausser  ihnen  noch  andere  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante existiren.  Im  letzteren  Falle  sei  il^o  eine  solche,  in  der 
obigen  Periode  nicht  enthaltene  reducirte  Form,  so  entspricht  ihr 
ebenso  eine  Periode  von  2  m  unter  einander  verschiedenen  Formen 

alle  diese  Formen  der  zweiten  Periode  werden  auch  von  denen  der 
ersten  verschieden  sein;  denn  besässen  beide  Perioden  eine  ge- 
meinschaftliche Form,  so  wären  beide  Reihen  vollständig  identisch, 
da  von  dieser  gemeinschaftlichen  Form  aus  die  Reihe  nur  auf  eine 
einzige  Weise  nach  rechts  und  links  fortgesetzt  werden  kann. 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  endlich  alle 
reducirten  Formen  in  verschiedene  Perioden  eingetheilt  sind;  die 
Anzahl  der  Perioden  ist  nothwendig  eine  endliche;  die  Anzahl  der 
Glieder  kann  in  verschiedenen  Perioden  verschieden  sein,  jeden- 
falls ist  sie  stets  gerade*). 


"*)  Von  besonderem  InteresBe  sind  noch  folgende  Bemerkungen  ((rati«s  : 
D.  A.  artt.  187,  194).  Wenn  (a,  5,  c)  eine  reducirte  Form  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  ihrem  Gefährten  (c,  fc,  a)  (§.  74) ;  sind  die  Perioden  dieser  beiden  ' 
Formen  entwickelt,  und  die  beiden  Formen  selbst  nach  den  Plätzen,  welche  ' 
sie  in  diesen  Perioden  einnehmen,  mit  ^^u  und  \pv  bezeichnet,  so  leuchtet 
ein,  dass  auch  ^,u  + 1  und  i^i— i,  allgemeiner  je  zwei  Formen  ^^4-*  und 
\f/v—h  Gefährten  sind,  wo  /»  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  beide  Perioden  aus  gleich  vielen  Gliedern  bestehen 
werden. 

Es  ist  nun  möglich,  dass  beide  Perioden  identisch  sind,  dass  also  tp^ 
selbst  ein  Glied  in  der  Periode  der  Form  (fp  ist,  und  dann  wird  offenbar 
der  Gefährte  einer  jeden  Form  dieser  Periode  ein  Glied  derselben  Periode 
sein.  Ist  nun  ^r  der  Gefahrte  von  (pQ,  so  ist,  weil  die  äusseren  Coefßcienten 
einer  reducirten  Form  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  ausserdem  die  ersten 
Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  Formen  abwechselnde  Vorzeichen 
haben,  nothwendig  r  ungerade  =  27»  —  1;  da  nun  ^q  ^^^  ^im  —  i  Gefährten 
sind,  ^o  gilt  dasselbe  von  g:h  und  ^2m— i— ;»,  also  auch  von  i/m  und  grm—i, 
und  ebenso,  wenn  2n  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  bedeutet,  von 
g:m+n  und  y,»— i— n  =  (fm-\-n  —  i'j  bezeichnet  mau  daher  irgend  eine  der 
beiden  Formen  y»«   oder  TtM  +  n  mit  (A,  B,  C),   so   ist  die   ihr   nach  links 
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Beispiel  1:  Wir  haben  (§.  75)  das  System  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  D  =  13  aufgestellt;  nehmen  wir 
z.  B.  für  9?o  die  Form  (3,  1,  — 4),  so  erhalten  wir  folgende  Periode 
von  zehn  Formen 


SPo  =  (3,  1,  —  4) 
9>2  =  (1,  3, -4) 
94  =  (3,  2,  -  3) 
<3P6  =  (4,  3,  —  1) 
qp,  =  (4,  1,-3) 


fp,  =  (-  4,  3,  1) 
<P3  =  (— 4,  1,3) 
if,  =  (-  3,  1,  4) 
<Pr  =  (-  1,  3,  4) 
q>,  =  (-  3,  2,  3) 


Diese  Rechnung  geschieht  am  einfachsten  auf  folgende  Art; 
um  aus  der  reducirten  Form  (a,  6,  a')  die  ihr  nach  rechts  benach- 
barte reducirte  Form  («',  b\  a")  zu  finden,  braucht  man  nur  ihren 
mittleren  Coefficienten  V  zu  suchen,  welcher*  durch  die  Bedingung 
V  =  — fe  —  a'8  ^  —  h  (mod.  a')  und  die  Nebenbedingungen 

A  -f  1  —  (a')  ^  f/  ^  X 

stets  vollständig  bestimmt  ist  und  durch  den  blossen  Anblick  der 
Form  sogleich  erkannt  wird.  In  unserem  Falle  ist  A  =  3;  man 
findet  daher  den  mittleren  Coefficienten  b'  der  Form  tpi  durch  die 
Bedingungen 

6'  =  —  1  (mod.  4),    0  <  6'  <  3, 
nämlich  b'  ==  3.    Und  nachdem  so  V  und  d  =  l  gefunden  sind, 
ergiebt  sich 


beoachbarte  Form  identisch  mit(CjB,A),  und  folglich  ist  2B^0  (mod,Ä) 
d.  h,  q>m  und  gm  +  n  sind  zweiseitige  Formen  (§.  58);  und  sie  sind  verschie- 
den, weil  m  nicht  ^  w  +  n  (mod.'2w)  ist. 

Umgekehrt,  ist  in  einer  Periode  eine  zweiseitige  Form  (-4,  jB,  C)  ent- 
halten, so  ist  ihr  linker  Nachbar  ihr  Gefahrte  {C,  B,  A\  und  folglich  findet 
sich  in  derselben  Periode  noch  eine  zweite  zweiseitige  Form.  Ausser 
diesen  beiden  zweiseitigen  Formen  gm  und  (pm-\-n  giebt  es  aber  keine 
andere  zweiseitige  Form  in  derselben  Periode;  denn,  wenn  (fa  eine  zwei- 
seitige Form  ist,  so  sind  g«— i  und  g:»,  und  folglich  auch  ^«»i  und  g^ 
Geföhrten;  mithin  ist  92«— i  identisch  mit  9^2 m— 1 ,  folglich  28s&2m  (mod.  2n) 
also  8  =a  w,  oder  s  ^  m  •\-  n  (mod.  2n). 

Dieser  Fall  kann  oifenbar  nur  bei  der  Periode  einer  solchen  Form 
eintreten  (§§.  56,  58),  welche  ihrem  Gefährten  eigentlich  und  folglich  sich 
selbst  uneigentlich  äquivalent  ist,  d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Form  einer 
zweiseitigen  Classe  angehört  (vergl.  §.  149).  Dass  umgekehrt  jedesmal, 
wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  die  Periode  der  Form  auch  ihren  Ge- 
fährten und  folglich  zwei  zweiseitige  Formen  enthalten  muss,  ist  eine  un- 
mittelbare Folge  des  weiter  unten  (§.  82)  bewiesenen  Hauptsatzes  dieser 
ganzen  Theorie.  —  Man  vergleiche  die  Beispiele  im  Text. 
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a"  =  1 ^  =  a  +  (&  —  V)8. 

also  in  unserem  Falle  a"=l.  In  derselben  Weise  ist  fortzufahren, 
bis  die  erste  Form  ^o  sich  reproducirt;  in  unserem  Beispiel  wird 
der  mittlere  Coef fielen  t  von  gjjo  dadurch  bestimmt,  dass  er  ^  —  2 
(mod.  3)  sein,  und  ausserdem  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  1  und 
3  liegen  muss,  woraus  folgt,  dass  er  =  1  ist;  also  wird  qp,o  ide^^- 
tisch  mit  g?o* 

Die  so  gefundenen  zehn  ursprüngUchen  Formen  der  ersten 
Art  erschöpfen  aber  noch  nicht  alle  reducirten  Formen  der  De- 
terminante 13;  es  bleiben  noch  zwei  ursprüngliche  Formen  der 
zweiten  Art  übrig 

1^,  =  (2,  3,  -  2),    tl;,  =  (-  2,  3,  2), 
welche  offenbar  noch  eine  zweite  Periode  bilden. 

Beispiel  2:  Für  D=19  erhalten  wir  folgende  zwei  Perioden, 

jede  von  sechs  Gliedern: 

<3Po  =  (3,  2,  —  5);     qp,  =(— 5,  3,  2) 

<3P2  =  (2,  3, -5);     qp3  =  (-5,  2,  3) 

<3P,  =  (3,  4,  —  1);     9?6  =r  (- 1,  4,  3) 
und 

t^o  =  (-3,  2,  5);     tl>,  =(5,3,-2) 

i^2=(~2,  3,  5);     tf^3  =  (5,  2,  - 3) 

t^4  =  (-3,  4,  1);     1^5  =(1,4, -3). 

Beispiel  3 :  Für  Z)  =  35  erhält  man  folgende  vier  Perioden, 
jede  von  zwei  Gliedern: 

g?o  =  (  1,  5,  —  10),  (p,  =  (-  10,  5,  1) 
i^,  =  (10,  5,  -  1),  (^'i  =  (-  1,  5,  10) 
Xo  =  (  2,  5,  —  5),  Xi  =  (—  5,  5,  2) 
ii,   =  (  5,  5,  -    2),     Öl  =  (-    %  5,    5). 

Beispiel  4:  Die  32  reducirten  Formen  der  Determinante 
i)  =  79  zerfallen  in  vier  Perioden  von  je  sechs  Gliedern  und  zwei 
Perioden  von  je  vier  Gliedern;  eine  der  sechsgliedrigen  Perioden 
ist  folgende: 

9o  =  (7,  3,  —  10);     91  =  (— 10,  7,  3) 

92  =  (3,8,-    5);     93  =  (-    5,  7,6) 
<3P4  =  (6,  0,  -    9);     <3P,  =  (-    9,  4,  7); 

aus  ihr  entstehen  die  drei  anderen  durch  Vertauschung  der  äusseren 
Coefticienten  (womit  die  Vertauschung  von  rechts  nach  Unks  in  der 


r 
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Folge  der  Glieder  verbunden  ist),  ferner  durch  Verwandlung  der 
Vorzeichen  der  äusseren  Coefficienten  in  die  entgegengesetzten. 
Eine  der  beiden  viergliedrigen  Perioden  ist 

^o  =  (l,  8, -15);     t/;i=(— 15,  7,  2) 
Ji;,  =  (2,  7,  — 15);    ^8  =  (— 15,  8,  1); 

aus  ihr  entsteht  die  andere  durch  die  Zeichenändeining  der 
äusseren  Coefficienten. 


§.79. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die  Perioden  der 
reducirten  Formen  von  positiver  Determinante  stehen  in  der 
engsten  Beziehung  zu  der  Entwicklung  der  Wurzeln  dieser  For- 
men in  Kettenbrüche.  Nehmen  wir  für  die  Anfangsform  (po  einer 
Periode  immer  eine  solche,  deren  erster  Coefficient  positiv  ist,  so 
ist  auch  ihre  erste  Wurzel  Oo  positiv.  Wir  bezeichnen  mit  cDu 
die  erste  Wurzel  der  Form  9^,  mit  ö«  den  vierten  Coefficienten 
der  Substitution 


(- 1!  k) ' 


durch  welche  9,4  in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (pu  +  i 
übergeht,  und  endlich  mit  ku  den  absoluten  Werth  von  öu.  Da 
(nach  §.  77)  der  Coefficient  öu  seinem  Zeichen  nach  mit  Ou  über- 
einstimmt, und  dem  absoluten  Werth  nach  die  grösste  in  dem 
absoluten  Werth  von  Ou  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  und  da  die 
Wurzeln  00,(01,07^...  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so 
ist  (—  1)«  Oa  stets  positiv,  und  folglich 

zwischen  den  successiven  Wurzeln  co^,  0^  +  1  .  .  .  bestehen  aber 
folgende  Relationen  (§.  77): 

X  1  A  1 

fiJ.u  =^0^  —  — ;    «u  +  i  =  Ou  +  i  —  — •  •  • 

multipUcirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  i  1,  q:  1 
u.  8.  w.  der  Art,  dass  die  linke  Seite  stets  positiv  wird,  so  er- 
hält man 

i  Ou  =  ku  +  ==— — ;  ~\-  (Ou^i  =  fc.a+i  +  jrz —  *  •  * 

+  öu  +  1  X  ß'.u  +  a 
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'A- 


und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  positiven  irrationalen  unechten 
Bruch  (—  l)"a}u  der  folgende  unendliche  Kettenbruch  (§.  23): 

Offenbar  ist  dieser  Kettenbruch  periodisch;  denn  besteht  die 
Periode  der  reducirten  Formen  <p  aus  2w  Gliedern,  so  ist 
d.u  +  2»  =  ^.u  und  also  auch  fc^+2n  =  ^fi\  es  wiederholt  sich  daher 
die  Reihe  der  Zahlen  k  immer  nach  höchstens  2w  Gliedern  von 
Neuem. 

Beispiel  1 :  Nehmen  wir  2)  =  13,  so  haben  wir,  um  die  erste 
Wurzel  ©0  der  Form  g?o  =  (3,  1,  — 4)  in  einen  Kettenbruch  zu 
entwickeln,  ihre  Periode  aufzustellen  (§.  78) : 


9o  =  (3,  1,-4) 

9i  =  (li  3,  —4) 
q>,  =  (3,  2,  -  3) 
ip,  =  (4,  3,  - 1) 
9?s  =  (4,  1,-3) 


<p,  =  (-  4,  3,  1) 
9?3  =  (-  4,  1,  3) 
95  =  (-3,  1,4) 
<3P7  =  (-  1,  3,  4) 
g?a  =(—3,2,3); 


die  successiven  Werthe  der  Substitution scoefficienten  d  sind  fol- 
gende : 

<Jo  =  +  1,     «t  =  —  6,     ö,  =  +   1.     «8  =  -  1,     «4  =  +  1, 
«,  =  -1,    d,  =  +  6,    «7  =  -l,    ds  =  +  l,    «,  =  -1; 
daraus  ergeben  sich  die  absoluten  Werthe 

Kq  — —   1,      rt/j   ^^  u,      K'2  ^^^   1,      fCj  ^^^  1,      K^  — —   1, 
A/j  ^^   1,      Ä/g  ^^^  0,      hfj  ^^  X,      fC^  — ^   ly      A/y  ——   1. 

Hier  zeigt  sich  die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  die  Periode 
des  Kettenbruchs  nur  aus  fiinf  Gliedern  besteht,  während  die 
Periode  der  Formen  doppelt  so  viele  Glieder  enthält;  wir  werden 
später  (§.  83)  darauf  zurückkommen.  Die  gesuchte  Kettenbruch- 
Entwicklung  ergiebt  sich  hieraus  als  die  folgende: 

1±J^=  (1,  6,  1,  1,  1;  1,  6,  1,  1,  1;  .  .  .). 

Ebenso  liefern  die  beiden  anderen  reducirten  Formen  derselben 
Determinante  2)  =  13,  nämlich 

1^,  =  (2,  3,  -  2),     t,  =  (-  2,  3,  2) 

folgende  Werthe 

^0  =  +  3,    dl  =  —  3, 
also 
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und  folglich  

auch  hier  ist  die  Periode  des  Kettenbruchs  nur  halb  so  gross,  wie 
die  der  reducirten  Formen. 

Beispiel  2:    Für  2)  =  19  giebt   die  sechsgliedrige  Formen- 
periode 

<3P,  =  (3,  2,  —  5);     9i  =  (_5,  3,  2) 

9?2  =  (2,  3,  -  5);     98  =  (-  5,  2,  3) 
g)4  =  (3,  4, -1);     9,  =(—1,4,  3) 
die  Zahlen 


,  =  +1,    d,=-3,    ö,  =  +l,   «3  =  — 2,    Ö4=+8,   Ä5  =  -2; 

also  

jr =  (1,  3,  1,  2,  8,  2;  .  .  .). 

Beispiel  3:   Für  J5  =r  79  giebt  die  sechsgliedrige  Periode 

qpo  =  (7,  3,  —  10);    (p^  =  (— 10,  7,  3) 
<P.  =  (3,  8,  —   5);    (Pi  =  (-   5,  7,  6) 

<p,  =  (6,  5,  -    9);     <p,  =  (-   9,  4,  7) 
die  Zahlen 

«,  =  +1,   Si  =  -Ö,   «,  =  +  3,    Ä,  =  -2,    Ä4=  +  l,   «55  =  -l; 

also  entsteht  die  Entwicklung 

— —  =  (1,  0,  3,  2,  1,  1 ;  .  .  .). 

Ebenso  liefert  die  viergliedrige  Periode 

^o  =  (l,  8, -15);  T^,  =  (-.  15,  7,  2) 

*2  =  (2,  7, -15);  tz  =  (-n.S,  1)    , 
die  Zahlen 

(5o  =  +  1,    Ö,  =  -  7,  «2  =  +  1,   d,  =  -  16 

/Cq  =   1,   kl   =r  7,   »2  ^^^    1?   "3    =^   16; 

also  den  Kettenbruch 

8  +  V79 


15 


(1,7,  1,16;...). 


Fi. 
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Zu  gleicher  Zeit  findet  man  natürlich  auch  die  Entwicklung  der 
Wurzeln  der  drei  anderen  Formen 


7  +1/79  __ 
2         ~ 

7  +V^_ 


(7,  1,  16,  1 ;  .  .  .) 


15 


=        (1,  16,  1,  7;  .  .  .) 


-^^  =  -(16,l,7,-l;...) 


durch  einfache  Verschiebung  der  Periode*). 


§.  80. 

Es. bleibt  nun  noch  die  schwierigste  Frage  zu  beantworten 
übrig,  nämlich  die,  ob  zwei  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante, welche  verschiedenen  Perioden  angehören,  äquivalent 
sein  können  oder  nicht.  Dazu  müssen  wir  eine  Digression  über 
die  Theorie  der  Kettenbrüche  machen,  in  welcher  wir  einige  weni- 
ger bekannte  Sätze  über  dieselben  beweisen  wollen. 

Ein  Kettenbruch  (a,  6,  c,  ä  .  .  .),  dessen  sämmtliche  Elemente 
a,  it  c,  d  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind  (mit  Ausnahme  des  ersten 
a,  für  welches  auch  der  Werth  Null  gestattet  ist),  soll  im  Folgen- 
den ein  regehnässiger  heissen;  der  Werth  eines  solchen  endlichen 
oder  unendlichen  Kettenbruchs  ist  bekanntlich  stets  positiv,  und 
umgekehrt  ist  bekannt,  dass  jeder  positive  Werth  stets  und  nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  einen  regelmässigen  Kettenbruch  ver- 
wandelt werden  kann.  Sehr  wichtig  für  unsere  Zwecke  ist  nun 
die  Umwandlung  eines  unregelmässigen  unendlichen  Kettenbruchs 

(a,  /J,  y  .  .  .  ^,  v,  j;,  g,  r  .  .  .  w,  V  .  .  .), 


♦)  Die  Form  (1,  0,  —  D)  ist  der  reducirten  Form  ^o  =  (L  ^»  ^^  —  J^) 
äquivalent;  die  letzte  Form  der  entsprechenden  Periode  ist  offenbar  ^9n— i 
=  (ifi  —  D,  A,  1),  und  hieraus  folgt  eine  Entwicklung  von  der  Form 


und 


^ß  ^^  «    =  (ATq  ,  .  .  kn^2,  Ä'n  — 1,  A:n-3  .  .  .  JCq,  2X]  .  .  .) 


yl)  SS  (Ä;  A"o  .  .  .  ÄTn— 2,  Ä"n— 1,  An— 2    •  .  .  Äq,  2X;  .  .  .). 

Eine  ähnliche  Entwicklung  tritt  jedesmal  auf,   wenn  in  der  Periode 
zwei  zweiseitige  Formen  vorkommen  (§.  78). 
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dessen  Elemente  ganze  Zahlen  und  zwar  von  einem  bestimmten  j) 
ab  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  einen  regelmässigen. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  bei  dieser  Umwandlung  alle  Elcniente 
ti,  t;  .  .  .  von  eitlem  bestimmten,  in  endlicher  Entfernung  liegenden^ 
Element  u  ab  unverändert  bleiben^  und  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  geänderten  und  der  Anzahl  der  sie  ersetzeyiden 
Elemente  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist^  je  nachdem  der  Werth 
des  ganzen  Kettenbruchs  positiv  oder  negativ  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  v  das  letzte  nicht 
positive  Element  des  Kettenbruchs,  und  wir  setzen  ausserdem 
zunächst  voraus,  dass  v  nicht  das  erste  Element  des  ganzen 
Kettenbruchs  ist  Wir  suchen  nun  die  Unregelmässigkeit  des 
Kettenbruchs  von  dieser  äussersten  Stelle  v  zu  entfernen  und 
um  mindestens  eine  Stelle  weiter  nach  links  zu  drängen. 

Hierzu  brauchen  wir  offenbar  nur  den  unendlichen  Ketten - 
bruch  (ft,  V,  i>,  3  .  .  .)  zu  betrachten,  den  wir  auch  in  endlicher 
Form  (ft,  1/,  p')  oder  (ft,  v,  p^  g')  oder  (ft,  v,  p,  q^  r')  u.  s.  w. 
schreiben  können,  wenn  wir  die  unendlichen  regelmässigen  Ketten- 
brüche 

(j?,  g,  r,  5  . ..  .),    (q^  r,  s  ,  .  .),    (r,  s  .  .  .)  u.  s.  w. 

zur  Abkürzung  mit  p\  g',  r'  u.  s.  w.  bezeichnen.  Wir  haben  nun 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Ist  V  =  0,  so  ist 

(H,  0,  i)')  =  ^  +  i>'  =  /*  +  i?  +  ^ 

oder  also 

(f*,  0,i),  3')  =  (fi  +i>,  «0; 

es  ist  also  die  Unregelmässigkeit  von  der  Stelle  v  =  0  um  min- 
destens eine  Stelle  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  an  Stelle 
der  abgeänderten  drei  Elemente  ft,  0,  p  ^^s  einzige  Element 
^  +  J?  getreten. 

2.  Ist  V  negativ  =  —  w,  und  n  >  1,  so  erhält  man  mit 
Benutzung  der  Identität 

(gr, -Ä)  =  (sf-1,  1,Ä-  1)' 

folgende  successive  Umformung: 

(f*i  -  w,  y)  =  ^^,  -n  +  ^)  =  (ft  -1,  1,  n-  1-^j 

=  (^  —  1,  1,  n  —  1,  — y) 

Birichlet,  Zahlentheorie.  13 
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und  hieraus  durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Identität 
(fi,  — n,  p,  q')  =  (iü  —  1,  1,  n  —  2,  1,  p'  —  1) 

=  (|ti  -  1,  1,  w  -  2,  l,i)  -  1,9')- 

An  Stelle  der  drei  abgeänderten  Elemente  ,u,  —  n^  p  sind  die  fünf 
Elemente  ^  —  l-.  l^  n  —  2,  1,^)  —  1  getreten,  und  von  diesen  ist 
höchstens  das  erste  negativ.  Sollte  ferner  n  —  2  oder  p  —  1,  oder 
sollten  beide  Zahlen  =  0  sein,  so  wird  man  durch  einmalige  oder 
zweimalige  Anwendung  der  unter  1.  aufgestellten  Regel  alle  Ele- 
mente, mit  Ausnahme  des  ersten,  in  positive  verwandeln;  auch 
dann  wird  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten 
und  der  Anzahl  der  dieselben  ersetzenden  Elemente  eine  gerade 
Zahl  bleiben,  und  die  Unregelmässigkeit  ist  mindestens  um  eine 
Stelle  nach  links  verschoben. 

3.  Ist  V  =  —  1 ,  so  ist  die  eben  angegebene  Regel  nicht 
anwendbar;  wenn  gleichzeitig  p  >  1,  so  findet  man 

(f*,  — 1,1?,  2')  =  (/t  -  2,  l,i>  -  2,  3'); 

sollte  p  =  2  sein ,  so  hat  man  wieder  nach  der  unter  1.  auf- 
gestellten Regel  zu  verfahren.  Ist  aber  j?  =  1,  so  hilft  diese 
Formel  nichts;  dann  ist  aber 

(/i,  -  1,  1,  g')  =  ^  -  1  -  g' 
und  folglich 

(f*,  —  1,  1,  g,  r,  s')  ==  (/i  —  2  —  q,  1,  r  —  I,  $'); 

und  sollte  r  =  1  sein,  so  würde  man  wie  in  1.  verfahren. 

Auf  diese  Weise  ist  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  die  Un- 
regelmävSsigkeit  des  Kettenbruchs  von  der  Stelle  v  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  und  der  Anzahl 
der  sie  ersetzenden  Elemente  jedesmal  eine  gerade  Zahl.  Durch 
successive  Anwendung  desselben  Verfahrens  wird  man  daher  den 
ursprünglich  gegebenen  Kettenbruch 

(a,  /J,  y  .  .  .  f*,  V,  i^,  g,  r  .  .  .  f,  w,  v  .  .  .) 

in  einen  anderen 

(«',  6,  c  .  .  .  fc,  Z,  w,  t;  .  .  .) 

umformen  können,  in  welchem  alle  auf  das  erste  folgenden  Ele- 
mente 6,  c  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind,  welche  von  einer  in 
endlicher  Entfernung  liegenden  Stelle  m  an  mit  den  Elementen  des 
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gegebenen  Kettenbruchs  übereinstimmen;  und  zwar  wird  der 
Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 

und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden  Elemente 

a\b,  c  .  .  .  h^l 

eine  gerade  Zahl  sein,  weil  dasselbe  bei  jedem  einzelnen  Act  der 
gesammten  Umformung  stattfindet. 

Ist  nun  a'  positiv  oder  =  0,  so  ist  die  Umformung  vollendet 
und  der  Werth  des  Kettenbruchs  ist  positiv;  ist  dagegen  a'  negativ 
=  —  a,  so  ist  der  Kettenbruch  negativ,  und  zwar 

=  —  (a  —  1,  1,  6  —  1,  c  .  .  .) 

oder,  wenn  6=1  sein  sollte, 

=  —  (a  —  1,  c  +  1,  d  .  .  .). 

Bei  diesem  letzten  Act  ist  die  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 
um  eine  Einheit  kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  sie  er- 
setzenden Elemente;  und  hiermit  ist  der  letzte  Punct  unserer 
obigen  Behauptung  nachgewiesen. 

•§.  81. 

Wir  bedürfen  zweitens  für  die  Untersuchung  der  Aequivalenz 
zweier  Formen  noch  des  folgenden  Satzes: 

Sind  a,  /J,  y,  d  vier  ganze  Zahlen^  weUhe  der  Bedingung 

ad  —  /3y  =  1 

genügen^  und  deren  erste  a  von  NuU  verschieden  ist;  findet  ferner 
zwischen  ewei  Grössen  cd  und  Sl  die  Relation 

y  +  SSI 

^  ~  a  +  ßSl 
«<a^,  so  kann  man  stets 

CD  =  (y\  m,  w  .  .  .  r,  ß\  Sl) 

sdgen^  wo  die  Anzahl  der  positiven  ganzen  Zahlen  m,  n  .  .  .  r  eine 
gerade  ist^  y'  und  ß*  aber  auch  NuU  oder  negative  ganze  Zahlen 
s«n  Icönnen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  die  von  Null  verschiedene 

13* 
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ganze  Zahl  «  positiv  ist;  denn  sollte  «  negativ  sein,  so  verwandle 
man  die  Zeichen  aller  vier  Zahlen  a,  /3,  y,  d  in  die  entgegen- 
gesetzten, so  bleibt  die  zwischen  ihnen,  und  ebenso  die  zwischen  o 
und  Sl  bestehende  Relation  ungeändert.  Ist  nun  zunächst  a  =  1, 
also  d  =  ßy  +  1?  so  ist  unmittelbar 

''—         l  +  ßSl         "^  ^  l  +  ßSl       ^^'^'     ^' 

also  ist  in  diesem  Falle  unser  Satz  richtig.  Ist  aber  a  >  1,  so  ent- 
wickle man  den  Bruch  y  :  a  in  den  Kettenbruch  (y',  m^  n  .  .  .r)^ 
dessen  Elemente  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  mit  Aus- 
nahme des  ersten  y\  welches  positiv,  Null  oder  negativ  sein  wird, 
je  nachdem  y  positiv  und  grösser  als  a,  oder  positiv  und  kleiner 
als  a,  oder  endlich  negativ  ist. 

Wir  können  femer  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  positiven 
Elemente  w,  w  .  .  .  r  gerade  ist;  denn  da  bei  der  gewöhnlichen 
Methode,  einen  Bruch  y:a  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln, 
das  letzte  Element  r  mindestens  =  2  ist,  so  könnte  man,  wenn 
die  Anzahl  der  Elemente  m^n ,..r  ungerade  sein  sollte,  das  letzte 
Element  r  in  den  Kettenbruch  r  —  1  +  }  verwandeln  und  also  statt 
des  obigen  Kettenbruchs  den  folgenden  (y',  w,  n . . .  r  — 1,1)  nehmen, 
in  welchem  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  m^  n  .  ,  .  r  —  1,  1 
nun  gerade  ist.  Bildet  man  nun  nach  der  früher  (§.  23)  an- 
gegebenen Methode  die  sogenannten  Näherungsbrüche, 

[/]     [r'.w]     [y',w,n]  [y\m,n...q,r] 


... 


1    '      M    '      [fn,n]  [w,  n...g,r]  ' 

so  erkennt  man  leicht,  dass  ihre  Nenner  sämmtlich  positiv  sind. 
Damals  haben  wir  auch  bewiesen,  dass  diese  Brüche  irreducibel 
sind,  und  da  der  letzte  der  obigen  Brüche  dem  in  Folge  der 
Relation  ad  —  ßyz=  l  ebenfalls  irreducibelen  Bruche  y:a  gleich, 
und  a  positiv  ist,  so  muss 

a  =  [m,  w  .  .  .  g,  r],    y  =  [y',  w,  n  .  .  .  g,  r] 

sein,  weil  ein  Bruch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  irreducibele 
Form  mit  positivem  Nenner  gebracht  werden  kann.  Da  femer  die 
Anzahl  der  Elemente  y',  m,  w  .  . .  g,  r  ungerade  ist,  so  folgt  aus 
der  damals  aufgestellten  Formel  [§.  23,  (9)],  dass 

[m,n...q]  [y',m,n...g,r]  --  [m,n...q,r]  [y',w,n...g]  =  — 1 

oder  also 

« [y',  m,  w  .  .  .  g]  —  [m,  n  .  .  .  g]  y  =  1 
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ist;    vergleicht  man  dies  mit  der  Relation   ad  —  /Sy  =  l,  so 
ergiebt  sich  (ähnlich  wie  im  §.  24),  dass  man 

/3  =  [w,n...g]  +  a/3' 
d.  h. 

d  =  [y',m,n  .  ..  q,  r,  /3'] 

/5  =  [m,  n  .  .  .  g,  r,  ß'] 
also 

j  =  (y\m,n  .  ..  g,  r,  ß') 

setzen  kann,  wo  ß*  eine  ganze  Zahl  bedeutet*).    Nach  demselben 
Bildungsgesetz  ist  nun 

y  +  ÖSl  =  [y\m,n  .  .  ,  r,  ß',  Ä] 
a  +  /SÄ  =  [m,  n  .  .  .  r,  /5',  .ß] 

und  folglich,  wie  zu  beweisen  war, 

o  =  (/,  w,  n  .  .  .  r,  /}',  ü). 


§.  82. 

Nachdem  auch  dieser  zweite  Punct  aus  der  Theorie  derKetten- 
brüche  behandelt  ist,  schreiten  wir  zur  definitiven  Entscheidung 
der  Frage,  ob  zwei  verschiedene  Perioden  von  reducirten  Formen 
einer  positiven  Determinante  äquivalente  Formen  enthalten  können. 
Es  seien  daher  (a,  6,  c)  und  (Ä,  B^  C)  zwei  reducirte  (eigentlich) 
äquivalente  Formen;  da  alle  Formen  einer  und  derselben  Periode 
einander  stets  äquivalent  sind,  so  können  wir  annehmen,  dass  die 
ersten  Coefficienten  a,  A  und  folglich  auch  die  ersten  Wurzeln 
dieser  beiden  Formen  positiv  sind,  weil  im  entgegengesetzten  Fall 
die  unmittelbar  benachbarten  Formen  diese  Eigenschaft  besitzen 
würden.  Bezeichnen  wir  (a,  6,  c)  mit  qpo  ^^^  {A^  JS,  C)  mit  ^o. 
Md  bilden  wir  für  jede  dieser  beiden  Formen  (nach  §.  78)  die 
sie  enthaltende  Periode,  so  erhalten  wir  dadurch  (nach  §.  79)  für 
die  ersten  Wurzeln  ©o,  ßo  dieser  beiden  Formen  die  regelmässigen 
Kettenbrüche 


*)  Da  die  Brüche  y  :  a,  ß  \  a  reap.  den  Eettenbrüchen  (/,  m  .  .  .  r), 
Wi^  ...  m)  gleich  sind,  so  sind  /,  ß*  die  grössten  in  denselben  enthalte- 
nden ganzen  Zahlen  (im  Sinne  des  §.  43). 


L 
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SIq  =  (Kq^Ki^  K^  ,  .  .). 

Ist  nun  (y'  §)  eine  Substitution,  durch  welche  q>^  in  ^o  übergeht, 
so  besteht  zwischen  den  ersten  Wurzeln  a>o»  «ß^o  ^i©  Relation 

und  ausserdem  ist 

ad  —  ßy=  1.  (2) 

Da  femer  a  nicht  =  0  sein  kann,  weil  sonst  Ä  =  c^  also  Ä  negativ 
wäre,  so  kann  man  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

und  also  auch 

fi>o  =  (r'?  w,  n  .  .  .  r,  ß\  Ko,  Zi,  Zs  .  .  .)  (3) 

setzen,  und  in  diesem  unendlichen  Kettenbruch,  welcher  wenigstens 
von  der  Stelle  Kq  ab  keine  Unregelmässigkeit  enthält,  ist  die  An- 
zahl der  Elemente  y',w,  n..*  r, /3'  eine  gerade  =  2  g.  Ist  /3'  positiv, 
so  ist,  da  c}o>  1  ist,  auch  y'  positiv,  also  der  Bruch  regelmässig*). 
Ist  aber  /3'  =0  oder  negativ,  so  forme  man  den  Kettenbruch  nach 
den  obigen  Regeln  (§.  80)  in  einen  regelmässigen  um;  nimmt  man 
II  hinreichend  gross,  so  werden  die  Elemente  JTu,  JTu  +  i  .  .  .  bei 
dieser  Umformung  ungeändert  bleiben,  und  die  Anzahl  v  der 
Elemente,  welche  an  die  Stelle   der  vorhergehenden  (2^  -f  /*) 

Elemente 

/,  t»,  n  .  .  .  r,  ß\  Ko  .  .  .  Ku-\ 


♦)  Sieht  man  von  dem  an  sich  klaren  Kall  «  =  (f=+l,  /J  =  y  =  0  ab, 
und  bedenkt,  dass  die  Relation  (1),  welcher  man  zufolge  (2)  auch  die  Form 

(«  +  /JÄo)  (^  -  ß^o)  =  1 
geben  kann,  nicht  blos  für  die  positiven  unechten  Brüche  a)o>  -^o?  sondern 
ebenso  für  die  negativen  echten  Brüche  (Dq,  SIq  gilt,  so  ergiebt  sich  ohne 
Schwierigkeit,  dass  keine  der  Zahlen  a,  /?,  y,  «f  verschwindet,  und  entweder 

->1,    ->1,      oder=^>l,    =^>1 
a  =         a  -~=  o     =  o     = 

ist;  im  ersten  Falle  sind  die  oben  mit  /?',  /  bezeichneten  Zahlen  positiv, 
und  folglich  erscheint  (Oq  in  (3)  sofort  als  regelmässiger  Eettenbruch;  der 
zweite  Fall  kommt  auf  diesen  durch  den  Uebergang  zu  der  inversen  Sub* 
stitution  zurück,  indem  man  SIq  durch  (Oq  darstellt.  Hierdurch  wird  also 
die  Zuziehung  der  in  §.  80  enthaltenen,  an  sich  sehr  interessanten  Unter- 
suchung gänzlich  vermieden.  ^ 


r 
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treten,  wird  ^  pL  (mod.  2)  sein  (nach  §.  80),  da  der  Werth  des 
ganzen  Kettenbruchs  positiv  ist.  Da  nun  cdq  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  ein  regelmässiger  Kettenbruch  dargestellt  werden  kann, 
so  müssen  die  Zahlen 

resp.  mit  den  Zahlen 

identisch  sein.  Ist  daher  /ia  +  Ä  ein  Multiplum  von  der  Anzahl 
der  Formen,  welche  die  Periode  der  Form  Oq  bilden,  und  also 
eine  gerade  Zahl,  so  ist  auch  v  +  h  eine  gerade  Zahl  =  2w, 
und  die  Zahlen 

-Ku  +  A,  -KJ4  +  Ä  +  1,  Jf^  +  fc  +  a.  •  . 
stimmen  mit  den  Zahlen 

uud  diese  folglich  mit  den  Zahlen 

Überein.    Hieraus  folgt  unmittelbar 

und  da  durch  ihre  erste  Wurzel  auch  stets  die  Form  vollständig 
charakterisirt  ist  (§.  72),  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  die  Form 
^0  mit  der  Form  9a  m  identisch  sein  muss,  dass  also  Oq  sich  in 
der  aus  (pQ  entwickelten  Periode  befinden  muss.  Wir  haben  so 
folgenden  Hauptsatz*)  gewonnen: 

Zwei  äquivalente  reducirte  Formen  von  positiver  Determinante 
gehören  einer  und  derselben  Periode  an;  zwei  reducirte  Formen 
}mnen  nicht  äquivalent  sein^  wenn  sie  verschiedenen  Perioden  an- 
gehören. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun  eine  Methode,  um 
zu  prüfen,  ob  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  positiver  De- 
terminante äquivalent  sind  oder  nicht.  Man  suche  (nach  §.  76) 
zu  jeder  der  beiden  Formen  eine  ihr  äquivalente  reducirte  Form ; 
je  nachdem  die  so  gefundenen  reducirten  Formen  derselben  oder 
verschiedenen  Perioden  angehören,  sind  die  gegebenen  Formen 
äquivalent,  oder  nicht  äquivalent.  Im  ersteren  Falle  ergiebt  sich 
offenbar  zugleich  eine  Substitution,  durch  welche  die  eine  Form 
iu  die  andere  übergeht  (vergl.  §.  66). 

♦)  Gauss:  D.  A,  art  193. 
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Beispiel:  Die  beiden  gegebenen  Formen  seien  (713,  60,  5) 
und  (62,  95,  145),  welche  dieselbe  Determinante  D  =  35  haben. 
Die  erste  geht  durch  die  Substitution  (_®i' iiJ)  in  die  reducirte 
Form  (5,5,  —2),  die  zweite  durch  die  Substitution  (;j:S;l^?)  in  die 
reducirte  Form  (—  2,  5,  5)  über  (§.  76),  Diese  beiden  reducirten 
Formen  gehören  aber  derselben  zweigliedrigen  Periode  (5,  5,  —  2), 
( —  2,  5,  5)  an,  und  zwar  geht  die  erstere  durch  die  Substitution 
(_?;  J)  in  die  letztere  über.  Mithin  sind  die  beiden  gegebenen 
Formen  (713,  60,5)  und  (62,  95,  145)  äquivalent,  und  da  (Z5;Z'S) 
die  inverse  Substitution  von  (:j:^'  jl*j)  ist,  so  geht  die  erstere 
dieser  beiden  Formen  durch  die  Substitution  (_J;  Jl^J)  (_  J;  J)  (zJjZ^J) 
==  (+4?;  ^es)  i^  ^^ö  letztere  über. 


§.83. 

Durch  unsere  letzten  Untersuchungen  ist  das  erste  der  beiden 
in  §.  59  aufgestellten  Hauptprobleme  auch  für  Formen  von  positiver 
Determinante  gelöst;  das  zweite  haben  wir  in  §.  62  auf  die  Auf- 
lösung der  unbestimmten  Gleichung 

P  —  Dm«  =  <y« 

zurückgeführt,  und  es  bleibt  daher,  um  in  der  Theorie  der  Formen 
von  positiver  Determinante  zu  demselben  Abschluss  zu  kommen, 
wie  früher  für  negative  Determinanten,  nur  noch  übrig,  diese 
Gleichung  für  jeden  positiven  (nicht  quadratischen)  Werth  der 
Determinante  D  vollständig  aufzulösen.  Fermat  hat  diese  Glei- 
chung den  Mathematikern  zuerst  vorgelegt,  worauf  ihre  Lösung 
von  dem  Engländer  Pell  angegeben  wurde;  allein  obwohl  seine 
Methode  die  Lösung  in  jedem  Falle  wirklich  giebt,  so  lag  doch  in 
ihr  nicht  der  Nachweis,  dass  sie  immer  zum  Ziele  führen  muss, 
und  dass  die  Gleichung  ausser  der  evidenten  Lösung  f  =  +  <j, 
u  =  0  noch  andere  Lösungen  besitzt.  Diese  Lücke  ist  erst  von 
Lctgrange*)  ausgefüllt,  und  hierin  besteht  wohl  eine  der  bedeutend- 


*)  Solution  (Tun  Probleme  d* Ärithmetique ,  Miscellanea  Taurinensia, 
Tom.  IV.  (OEuvres  de  Lagrange ,  publ.  par  Serret,  T.  I,  1867,  p.  669.)  — 
Sur  la  Solution  des  prohlemes  indetermines  du  second  degre,  Mem.  de  PAc. 
de  Berlin  T.  XXIII.  (OEuvres  de  L.  T.  II,  1868,  p,  375.)  —  Ädditions  aux 
Clemens  d' Algehre  par  L.  Euler  §§.  II,  VIII.  —  Das  Verdienet,  die  tiefe 
Bedeutung   der  PelPechen  Gleichung  für  die  allgemeine  Auflösung  der  un- 
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sten  Leistungen  des  grossen  Mathematikers  auf  dem  Gebiete  der 
Zahlentheorie,  da  die  von  ihm  zu  diesem  Zweck  eingeführten 
Principien  in  hohem  Grade  der  Verallgemeinerung  fähig  und 
deshalb  auch  auf  ähnliche  höhere  Probleme  anwendbar  sind*). 
Wir  schlagen  hier  einen  ganz  anderen  Weg  ein,  der  sich  den 
zunächst  vorangehenden  Untersuchungen  unmittelbar  anschliesst. 
Der  Zusammenhang  zwischen  der  obigen  unbestimmten  Gleichung 
und  dem  zweiten  Hauptproblem  in  der  Theorie  ,der  Aequivalenz 
war  folgender.  Ist  (a,  6,  c)  eine  Form  von  der  Determinante  D 
und  vom  Theiler  ö,  und  ist  (";  ^  irgend  eine  eigentliche  Substitu- 
tion, durch  welche  (a,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist  stets 

wo  t^  u  zwei  der  Gleichung 

genügende  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  umgekehrt,  jeder  Lö- 
sung t,  u  der  unbestimmten  Gleichung  entspricht  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  eine  Substitution  (";  §) ,  durch  welche  die  Form 
(a,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht.  Wir  haben  nun  durch  die  letzten 
Untersuchungen,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  ein  Mittel  gewonnen, 
alle  Transformationen  (";  §)  einer  reducirten  Form  von  positiver 
Determinante  D  in  sich  selbst  direct  zu  finden,  und  folglich  können 
wir  hieraus  auch  alle  Lösungen  ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung 
ableiten.  Wir  schicken  der  Ausführung  dieser  Untersuchung  noch 
eine  Bemerkung  über  die  Perioden  der  reducirten  Formen  voraus. 
Wir  wissen,  dass  die  Reihe  der  positiven  Zahlen  k,  welche  die 
Elemente  des  Kettenbruchs  bilden,  in  den  die  erste  Wurzel  coq 
einer  reducirten  Form  <Pq  entwickelt  wird,  eine  gerade  Anzahl  von 
Gliedern 

enthält,  nach  welchen  dieselben  Glieder  periodisch  wiederkehren; 
und  zwar  ist  diese  Anzahl  2w  die  der  reducirten  Formen,  welche 

bestimmten  GleichuDgen  zweiten  Grades  zuerst  dargethan  zu  haben,  gebührt 
Euler;  man  vergl. :  De  solutione  prohlematum  Diophanteorum  per  numeros 
integros,  Comm.  Petrop.  VI,  p.  175.  De  resoluHone  formularum  quadra- 
iicarum  indeterminatarum  per  numeros  integros^  Nov.  Comm.  Petrop.  IX, 
p.  3.  De  U8U  novi  älgorithmi  in  problemate  Pelliano  solvendo,  Nov.  Comm. 
I^etrop.  XI,  p.  28.  Nova  Buhsidia  pro  reaolutione  formulae  axx-^\-=yy, 
OpuBc.  anal.  I,  p.  310.  —  Man  vergleiche  femer  Gatiss:  D.A.  artt.  197 — 202. 
*)  Siehe  Supplement  Vlll. 
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mit  9o  i^  einer  Periode  enthalten  sind.  Wir  haben  aber  oben 
(§.  79)  an  einzelnen  Beispielen  gesehen,  dass  die  Zahlen  k  aus 
kleineren  Perioden  bestehen  können;  wir  fanden  z.  B.  aus  der 
zehngliedrigen  Fonnenperiode  der  Determinante  D  =  13  folgende 
Zahlen : 

Äo  =  +  1,    «1  =  -  6,    «2  =  4-1,    «3  =  -  1,    *4  =  +  1; 
*5  =  —  1,    *g  =  -f  6,    «7  =  —  1,    dg  =  +  1,    «9  =  —  1; 

und  also 

und  hierauf  wiederholt  sich  schon  dieselbe  Reihe 

/C5  =^  1,     Äß  =  6,     fC-j  =  1,    Äj»  =  1,     fc^  =  1. 

Es  ist  nun  wichtig  zu  untersuchen,  wann  dies  eintreten  kann. 
Es  sei  daher  2  n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode  und  m  die 
Gliederanzahl  irgend  einer  Periode  in  der  Reihe  der  Zahlen  h 
Dann  ist,  indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  tür  die  Formen 
und  ihre  ersten  Wurzeln  beibehalten,  wenn  m  gerade  ist, 

G)fn  =  (Äfn?  ^m  +  1   •  •  •)  =  C^o?  ^1   •   •  •} 

und  folglich  o^  ==  coq,  und  also  auch  q)^  identisch  mit  (pQ^  und 
daher  nothwendig  m  ein  Multiplum  von  2n;  es  existirt  also  jeden- 
falls keine  kleinere  Periode  von  gerader  Gliederanzahl,  als  die  der 
ganzen  Formenperiode  entsprechende.  Ist  dagegen  m  ungerade, 
80  ist  2  m  ebenfalls  die  Gliederanzahl  einer  Periode  in  der  Reihe 
der  Zahlen  %,  und  folglich  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  2  m  ein 
Multiplum  von  2n,  also  m  mindestens  =  n;  der  Fall,  dass  die 
Periode  der  Zahlen  k  kürzer  ist,  als  die  aus  2n  Gliedern  be- 
stehende Periode  der  Formen,  kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  indem  dann,  wie  wir  ja  auch  an  dem 
obigen  Beispiel  sehen,  die  Periode  der  Zahlen  k  aus  n  Gliedern 
bestehen  kann;  es  ist  dann  a}n^= —  »o  und  also  Cn  =  —  c©,  in  =  ioi 
ttn  =  —  Oq.  Doch  muss  man  sich  hüten  zu  glauben,  dass  diese 
Erscheinung  jedesmal  wirklich  eintreten  muss^  wenn  n  ungerade 
ist;  denn  wir  haben  nur  gezeigt,  dass  sie  in  diesem  Falle  allein 
eintreten  kann.  Für  2)  =  19  z.  B.  sind  die  beiden  Formenperioden 
sechsgliedrig  (§.  79),  also  ist  n  ==  3 ;  aber  die  Perioden  der  Zahlen 
k  sind  nicht  dreigliedrig,  sondern  sechsgliedrig*). 


*)  Die  Erscheinung,  dass  die  Kettenbruch-£ntwicklang  nur  halb  so  lang 
ist,  als  die  Periode  der  Form,  wird,  wie  oben  gezeigt  ist,  nur  dann  ein- 
treten,  wenn  die  Formen  (a,  6,  c)  und   ( — a,  6,  — c)   äquivalent  sind,  und 
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Um  nun  die  unbestimmte  Gleichung  t^  —  Du^-=ö^  zu  lösen^ 
in  welcher  D  eine  beliebige  nicht  quadratische  positive  Zahl,  und 


man  erkennt  leicht  (aas  §.  82),  dase  sie  dann  aach  stets  eintreten  muss. 
Führt  man  nun  die  Untersuchung  über  die  Aequivalenz  dieser  beiden 
Formen  genau  ebenso  durch  wie  in  §.  62,  so  erhält  man  das  Resultat:  Die 

Coefficienten  einer  jeden  Substitution  (Jjp),  durchweiche  eine  Form  (a,  &,  c) 

von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  <r  in  die  Form  ( — a,  6,  — c) 
übergeht,  sind  in  den  Formeln 

,        * — hu  cu  au  t-\-bu  ,r^ 

O  CG  O 

enthalten,  wo  ^,  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  unbestimmten 

Gleichung 

*a  —  Dw2  =  —  a»  (II) 

Genüge  leisten;  und  umgekehrt,  giebt  es  zwei  solche  ganze  Zahlen  ^,  u,  so 
liefern  jene  Formeln  (I)  stets  eine  Substitution  von  der  angegebenen  Be- 
schaffenheit. Die  erwähnte  Erscheinung  wird  daher  stets  und  nur  dann  auf- 
treten, wenn  die  Gleichung  (11)  möglich  ist;  tritt  sie  daher  in  der  Periode 
irgend  einer  Form  auf,  so  wird  sie  auch  in  allen  Perioden  derjenigen  For- 
men auftreten,  welche  zu  derselben  Ordnung  gehören  (§.  61);  ist  ferner  die 
Gleichung  f* — I)u^=i — 1  möglich,  so  wird  sie  bei  allen  Perioden  dieser 
Determinante  D  auftreten.  Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  I>=2)a«  +  i 
und  p  eine  positive  Primzahl  ^  1  (mod.  4)  ist;  denn  sind  T,  U  die  klein- 
9ten  positiven  Zahlen ,  welche  der  Gleichung  T^  —DÜ^  =■  -}-  l  genügen 
(§.  84),  so  ist  T  ungerade,  U  gerade,  und 

T—  1    T+  1  _j./ü\^ 

da  die  beiden  Factoren  linker  Hand  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  einer 
und  nur  einer  von  ihnen  durch  D  th eilbar,  und  der  Quotient  gewiss  eine 
Quadratzahl;  wäre  nun  T  —  1  =  2D/a,  T  +  1  =  2^2,  U  =  2 fg,  so 
wäre  g^  —  Df^  =  -j-  1,  und  /  <  U,  gegen  die  Voraussetzung;  es  muss 
daher  T— 1=2/«,  T -f  l=2D^a,  üz=2 fg,  und  also /»  —  D^a -. _  i 
sein,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  T  +  UyD  =  (f  -{-  gyD)^ 
ist,  was  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  ist. 

Besonders  interessante  Resultate  erhält  man,  wenn  man,  falls  die  Glei- 
chung (IT)  möglich  ist,  die  Perioden  von  zweiseitigen  Formen  betrachtet  (§.  78). 
um  uns  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken,  nehmen  wir  an,  die  Glei- 
chung t^ — Du^  =  —  1  sei  möglich;  ist  nun  A  die  grösste  inVD  enthaltene 
ganze  Zahl,  also  ^Pq  =  (1,  A,  X^  —  D)  eine  reducirte  und  zugleich  zwei- 
seitige Form,  deren  Periode  2n  Glieder  enthält  (§.  79),  so  ist  n  ungerade 
=  2m  -|-  1;  da  ferner  für  jeden  Index  h  gleichzeitig 

9?Ä  =  (a,  &,  c),  9!2n— 1— Ä  =  (c,  6,  a),  9?^  +  «  =  (— a,  6,  —  c) 

ist,  so  folgt,  dass  gim  =  (a,  6,  —  a),  9?3w  +  i  =  (— a,  &,  a),  also  D  =  a^-\-h^ 
ist,  wo  a  ungerade  und  relative  Primzahl  zu  b  ist,  weil  q)Q  eine  ursprüng- 
liche Form  der  ersten  Art  ist.  Da  wir  vorhin  gesehen  haben,  dass  dieser 
Fall  stets  eintritt,  wenn  D  eine  Primzahl  ^  1  (mod.  4)  ist,  so  liegt  hierin 


T?P'  ^»' 
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entweder  2)^0  (mod.  (J'),  oder  4Z)  ^  (J^(mod.  4<J^)  ist,  nehmen 
wir  eine  beliebige  reducirte  Form  (a,  6,  c)  von  der  Determinante 
D  und  vom  Theiler  <J.  (Dass  eine  solche  stets  existirt,  leuchtet 
aus  §§.  61,  76  unmittelbar  ein.)  Wir  nehmen  ferner,  was  stets 
gestattet  ist,  a  positiv^  und  folglich  c  negativ  an;  dann  ist  die 
erste  Wurzel  o  dieser  Form  positiv,  und  folglich 

WO  2n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode,  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  ist.    Setzt  man  nun 

d.  h.  (nach  §.  23): 

a  =  [fcl   .  .  .  fc2Än  — 2ji     P  =  [A^l   -  •  •  A;2fcn  — 2?     «^Än  — ij, 

SO  ist  nach  den  schon  öfter  benutzten  Sätzen  ad  —  /Jy  =  lund 

CC   +   ß(0  =  [kl   .  .  .  ÄaÄn-2,     Ä2Än-l,    »] 

und  folglich 

y     +     *©     /T.  7  7  1.  N 

I      ^        —  V'*'0?     'tj   .  .  .  A:2ä„__2?     '^hn  — 1i    Oj  ==  C, 

woraus  unmittelbar  folgt  (§.  73),  dass  die  Form  (a,  6,  c)  durch 
die  Substitution  (";  ^  in  sich  selbst  übergeht. 

Setzt  man  daher  für  h  der  Reihe  nach  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3  .  .  .,  so  erhält  man  durch  die  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche  vom  Range  2Än  — 1  und  2  &n  jedesmal  eine 
entsprechende  Transformation  ("'  §)  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich  selbst 
(wenn  w  =  1  ist  und  Ä  =  1  genommen  wird,  hat  man  a  =  1, 
/3  =  fcj ,  y  =j:  fcjj ,  d  =  fco  fcj  4-  1  zu  setzen) ;  die  vier  Coefficienten 
^f  ßi  y>  S  sind  immer  positiv^  und  da  ausserdem  mit  wachsendem  h 
auch  nothwendig  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche 
beständig  wachsen,  so  entsprechen  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  h  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen  ("'  ^• 

ein  neuer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  (§.  68),  und  zugleich  eine  directe 
Methode,  die  Zerlegung  einer  solchen  Primzahl  D  in  zwei  Quadrate  aus  der 
Entwicklung  von  VD  in  einen  Kettenbruch  abzuleiten  (vergl.  Gauss:  D.  A. 
art.  265;  Legendre:  Theorie  des  Nombres,  3™«  ed.  Tom.I,  §.  VII.  (52)).  Dies 
Resultat  steht  in  der  engsten  Beziehung  zu  der  bi quadratischen  Hülfs- 
gleichung,  welche  bei  der  Theilung  des  Kreises  in  D  gleiche  Theile  auftritt. 
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Umgekehrt  wollen  wir  nun  zeigen,  dass  man  auf  diese  Weise 
ciUe  die  Transformationen  (";  5)  der  Form  (a,  &,  c)  in  sich  selbst 
erhält,  in  denen  die  vier  Coefficienten  a,  j3,  y,  d  sämmtlich  positiv 
sind*).  Denn  es  sei  (Jf;^  eine  solche  Substitution,  so  ist  (§.  73) 

nd  —  ßy  =  1  und  d  ^  - — ' — tt-  , 
also  auch 

/3o»  +  (a  — Ä)cö  —  y  =  0, 

und  zwar  müssen  dieser  quadratischen  Gleichung  beide  Wurzeln 
der  Form  genügen.  Da  nun  die  eine  zwischen  1  und  +  ^o,  die 
andere  zwischen  —  1  und  0  liegt,  so  muss  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  für  0  =  1  negativ,  für  o  =  —  1  positiv  ausfallen; 
hieraus  folgt,  dass 

ist,  wo  die  üngleichheitszeichen  die  Gleichheit  ausschliessen.  Da 
wh'  beweisen  wollen,  dass  y :  a  und  S :  ß  zwei  auf  einander  folgende 
Näherungsbrüche  eines  regelmässigen  Kettenbruchs  (Jcq^  k^  .  ,  .) 
sind,  so  haben  wir  vor  allem  zu  zeigen ,  dass  y  ^  a  und  d  >  y 
ist;  dies  ergiebt  sich  in  der  That  aus  den  vorstehenden  Un-' 
gleichheiten.  Wäre  nämHch  S  ^  y,  so  würde  aus  der  zweiten 
Ungleichheit  folgen,  dass  a  <  ß  und  also  auch  ad  <  ßy  sein 
müsste,  während  doch  a5  =  ßy  -{-  1  ist;  also  ist  gewiss  d  >  y. 
Wäre  femer  y  <  a^  also  u  :=  y  -\-  q^  wo  q  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  würde  aus  der  ersten  Ungleichheit  folgen,  dass 
d  >  ß  -\-  Q,  also  auch 

a8  -  ßy>(ß  +  y)  Q  +  Q^ 

wäre;  dies  ist  aber  wieder  unmöglich,  da  die  linke  Seite  =  1,  die 
rechte  aber  mindestens  =  3  ist,  weil  ß^  y,  q  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten;  also  ist  in  der  That  y  >  a. 
Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass  man 

J  =  (y\  w  .  .  .  g,  r) 

setzen  kann,  wo  die  Elemente  y',  w  .  .  .  g,  r  sämmtlich  positiv 
sind,  und  zwar  kann  man  es  so  einrichten,  dass  ihre  Anzahl  un- 
gerade ist,  weil  man  eventuell  wieder  r  in  r  —  1  +  i  auflösen 


*)  Das  Folgende  bildet  nnr  einen  speciellen  Fall  der  in  der  Anmer- 
knng  zu  §.  82  angedeuteten  Untersuchung. 
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kann.  Nehmen  wir  ferner  zunächst  an,  dass  a  >  1  ist,  so  ist 
auch  y  >  a  und  y  nicht  theilbar  durch  a,  und  folglich  enthält 
der  Kettenbruch  mindestens  drei  Elemente.  Bilden  wir  daher 
den  unmittelbar  vorausgehenden  Näherungsbruch 

80  folgt  aus  «9?  —  /y  =  1  ^^d  ad  —  j3y  =  1,  dass  man  wieder 
ß  =f+  aj8',  Ä  =  9+  yß'  setzen  kann,  und  hierin  wird  ß'  eine 
positive  ganze  Zahl  sein.  Wäre  nämlich  /?'  =  0,  so  wäre  d  =  y, 
und  da  (p  gewiss  <  y  ist,  so  wäre  S  <  y,  während  doch  d  >  y 
ist;  wäre  ferner  /3'  negativ,  so  wäre  auch  d  negativ,  gegen  unsere 
Voraussetzung,  dass  a,  ß^  y^  d  positive  ganze  Zahlen  sind.  «Es 
ist  daher 

-g  =  (y',  m  ,  .  .  g,  r,  /?') 
und  folglich,  ähnlich  wie  früher, 

"^  "^  l  +  ßl  =  (/'*»•••  3i  ^^  ^'.  ^)^ 

wo  nun  die  Anzahl  der  positiven  Elemente /,  m  .  .  .  g,  r,  ^'  gerade 
ist*).  In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  a=l  erhält  man  ein 
ganz  ähnliches  Resultat,  denn  dann  ist 

_  y  +(/3y  +  l)o  _  ,     .      s 

•^ -  — r+J^ —  ~ ^^' ^'  ^- 

Wir  erhalten  daher  für  cd  stets  einen  regelmässigen  periodi- 
schen Kettenbruch 

o  =  (/,  m  .  .  .  q,r,  ß'\  y\m  .  ,  .), 

in  welchem  die  Anzahl  der  Glieder  y',  w  .  .  .  g,  r,  /3'  eine  gerade 
ist.  Da  nun  ein  Werth  co  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  einen 
regelmässigen  Kettenbruch  entwickelt  werden  kann,  so  müssen  die 
Zahlen  y',  m  .  .  .  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  Äo  ,  Äi  .  .  .  über- 
einstimmen; und  da  wir  uns  oben  überzeugt  haben,  dass  jede 
Periode  der  Zahlen  Ä,  deren  Gliederzahl  gerade  ist,  entweder 
mit  der  Reihe  der  den  sämmtlichen  2n  Formen  entsprechenden 
Zahlen  i  identisch  ist  oder  aus  einer  mehrmaligen  Wiederholung 


'^)  Dasselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  grössten  in 
den  Brüchen  7 :  a,  /$ :  k  enthaltenen  ganzen  Zahlen  7',  /3'  zufolge  der  obigen 
Ungleichheiten  positiv  sind  (vergl.  §.  81). 
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dieser  kleinsten  Periode  von  gerader  Gliederanzahl  besteht,  so 
ist  also  r  =  k^hn-üi  /3'  =  Aij^n-n  wo  h  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 


was  ZU  beweisen  war. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  wir  alle  aus  vier  positiven 
Coefficienten  bestehenden  Transformationen  der  reducirten  Form 
(a,  6,  c)  in  sich  selbst  finden  können,  deren  erster  Coefficient  a 
positiv  ist,  brauchen  wir  nur  noch  einen  Blick  auf  die  obigen 
Formeln 

t — bu    a  cu  aw    «       t+bu 

«  =  _^_ ,  ß  =  -  _ ,  y  =  _ ,  d  = -^ 

ZU  werfen,  um  sogleich  zu  erkennen,  dass  die  hieraus  resultirenden 
Lösungen  t,  u  der  unbestimmten  Gleichung  stets  aus  zwei  po- 
sitiven Zahlen  f,  u  bestehen.  Für  u  folgt  dies  aus  der  dritten 
Formel;  da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  S  >  y  und  y  ^  a, 
also  d  >  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  t  positiv  ist.  Das  Um- 
gekehrte ist  ebenfalls  richtig;  sind  t^  u  zwei  positive  der  un- 
bestimmten Gleichung  genügende  Zahlen,  so  besteht  die  aus 
denselben  abgeleitete  Substitution  (y'§)  aus  vier  positiven  Zahlen; 
denn  da  die  Form  (a,  6,  c)  reducirt,  also  b  positiv,  und  der  An- 
nahme nach  a  positiv,  also  c  negativ  ist,  so  sind  zunächst  /},  y,  d 
positiv;  endlich  ist  t^  —  J»ti«  =  (ja  —  acu^  positiv,  folglich  hat 
t  —  6u,  also  auch  a,  dasselbe  Zeichen  wie  t  •^-  bu,  nämlich  das 
positive. 


§.84. 

Wir  können  daher  behaupten,  dass  alle  aus  zwei  positiven 
Zahlen  t^  u  bestehenden  Lösungen  —  und  auf  diese  kommt  es 
uns  zunächst  allein  an  —  durch  die  Kettenbruchentwicklung  der 
Wurzel  o  der  Form  (a,  6,  c)  gefunden  werden,  und  zwar  jede  nur 
ein  einziges  Mal.  Aus  dem  Anblick  der  unbestimmten  Gleichung 
t^  —  Dm*  =  ö^  geht  aber  hervor,  dass  die  zusammengehörigen 
positiven  Werthe  ^,  u  gleichzeitig  wachsen  und  gleichzeitig  abneh- 
men; dasselbe  folgt  auch  aus  der  Natur  der  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche ;  w,  und  folglich  auch  t,  wird  gleichzeitig  mit 
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y^  also  auch  mit  der  von  uns  mit  h  bezeichneten  Zahl  wachsen; 
nehmen  wir  ä  =  1,  so  wird  die  entsprechende  Lösung,  die  wir 
mit  (T,  ü)  bezeichnen  wollen,  aus  den  kleinsten  Zahlen  bestehen, 
d.  h.  T  wird  die  kleinste  aller  Zahlen  i,  und  gleichzeitig  wird  ü 
die  kleinste  aller  Zahlen  u  sein  (die  Lösung  ^  =  «5,  u  =  0  ge- 
hört natürlich  nicht  zu  den  positiven  Lösungen).  Diese  kleinste 
Lösung  T,  U  findet  man  daher  sehr  leicht  durch  Entwicklung 
einer  Periode  von  reducirten  Formen. 

Beispiel  1 :  Nimmt  man  für  die  Determinante  2)  =  79  die 
reducirte  Form  (7,  3,  —  10),  welche  natürlich  von  der  ersten  Art 
ist,  so  erhält  man  (§.  79) 

iCq  ==  1,     fCi  =  5,     Äj  =  o,    A3  =  2,     A4  =  1,     /C5  =  1 ; 

die  successiven  Näherungsbrüche  sind  folgende: 

J^      6^      19      44      63      107. 
1'    5  '    16'    37'    53'     90  ' 

aus  den  beiden  letzten  ergiebt  sich  daher  die  Substitution  (^  jJJ) ; 
will  man  nur  die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  P  —  Du*  =  0*, 
so  braucht  man  nur  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  bis  ^  =  90, 
oder  die  Zähler  derselben  bis  y  =  63  zu  bilden,  so  findet  man 
durch  die  Formeln  ßö  =  —  cti  oder  yö  =  au  die  kleinste  der  Zahlen 
w,  nämlich  ü  =  9,  und  hieraus  das  zugehörige  T  =  V((y2  -f-  DU^) 
=  80.  Statt  dessen  findet  man  T  auch  durch  die  Formel  aö  -{-bV 
oder  d0  ^  bU. 

Nimmt  man  die  reducirte  Form  (1,  8,  —  15),  so  findet  man 
folgende  Zahlen  (§.  79) 

fco  =  1,    Äi  =  7,    ifca  =  1,     ^3  =  16; 
also  die  Näherungsbrüche 

J.      ^     ^     152. 
1'     7'    8'    135' 

die  beiden  letzten  liefern  die  Substitution  (J;  JJJ) ,  und  hieraus  er- 
giebt sich  wieder  ?7  =  9,  T  =  80,  wie  vorher. 

Beispiel  2:  Es  sei  D  =  13  ^  1  (mod.  4);  um  die  kleinste 
Auflösung  der  Gleichung  P  —  13w2  =  4  zu  finden,  nehmen  wir 
die  reducirte  Form  (2,  3,  —  2),  so  ist  (§.  79) 

die  Näherungsbrüche  sind  also  f  und  ^;  dadurch  erbalten  wir 
die  Substitution  Q;  iJ)  und  hieraus  ?7=  3,  T=  11. 
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§.85. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  kleinste  positive  Lösung 
(T,  17)  der  unbestimmten  Gleichung  immer  gefunden  werden 
kann,  gehen  wir  dazu  über,  alle  anderen  Lösungen  (t,  u)  auf 
diese  eine  zurückzuführen.  Der  Bequemlichkeit  halber  wollen  wir, 
wenn  t,  u  irgend  zwei  (positive  oder  negative)  der  Gleichung 
P  —  Du^  =  6^  genügende  Zahlen  sind,  und  VD  stets  positiv 
genommen  wird,  die  Ausdrücke 

t  +  uVD     t  —  uVD 

die  zu  dieser  Lösung  (t,  u)  gehörigen  Factoren  nennen  und  als 
ersten  und  zweiten  Factor  von  einander  unterscheiden;  dasProduct 
beider  ist  stets  =  1;  sie  haben  daher  immer  gleiche  Zeichen,  und 
zwar  das  positive  oder  negative,  je  nachdem  t  positiv  oder  negativ 
ist;  haben  ferner  t  und  u  gleiche  Zeichen,  so  ist  der  erste  Factor 
numerisch  grösser  als  der  zweite,  folglich  ist  dann  der  erste 
numerisch  >  1,  der  zweite  numerisch  <  1;  das  Gegentheil  findet 
statt,  wenn  t  und  u  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  und  wenn 
i«  =  0  ist,  sind  beide  Factoren  =  i  1.  Ist  also  z.  B.  (^,  u)  eine 
aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehende  Lösung,  so  ist  ihr  erster 
Factor. ein  positiver  unechter  Bruch;  und  umgekehrt,  ist  der  erste 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch,  so  sind  beide  Zahlen  ^,  u 
positiv. 

Sind  (^,  «')  und  {if\  tt")  irgend  zwei  identische  oder  verschie- 
dene Lösungen,  so  kann  man 

setzen,  wo  (<,  u)  wieder  eine  Lösung  bedeutet.  Denn  entwickelt 
man  das  Product  links  und  trennt  das  Rationale  vom  Irrationalen, 
80  findet  man 

^  =  ! 1^  = ! . 

da  femer  aus  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  durch  Verwand- 
lung von  VD  in  —  VD  oder  auch  durch  den  blossen  Anblick  der 
Ausdrücke  für  ^,  u  die  andere  Gleichung 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  24 
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a  -u'yP    t"  --u"\D  _  t  —  uVD 

folgt,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  beider 

es  braucht  daher  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  u  eine  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  von  selbst 
folgt,  dass  P^  also  auch  t  eine  ganze  Zahl  ist.  Geht  nun  6^  in  D, 
folglich  auch  in  Ü^^  t"^  auf,  so  sind  t\  V  theilbar  durch  tf,  und 
folglich  ist  u  eine  ganze  Zahl;  ist  aber  42)^0^  (mod.  4<y*),  so 
folgt  (2^')2  =  {pu'y  (mod.  4(52),  hieraus  2^'  ^  6u\  und  ebenso 
2r  =  6u"  (mod.  2<y),  folgUch  2(^'  w"  +  u'  O  =  2ött'M"  =  0 
(mod.  2<;);  mithin  ist  u  auch  jetzt  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  beliebig  viele  Lö- 
sungen {t\  u'\  {t'\  ti"),  {ff'\  u"*)  .  .  .  ausdehnen:  setzt  man 

a  +  u'VD    ^'  +  u'^VD    r  +  «*'" VD  t  +  u\D 

ö  <y  <y  ö        ' 

so  wird  (f,  ti)   stets   wieder   eine  ganzzahlige  Lösung  sein.    Be- 
stehen femer  alle  jene  Lösungen  aus  zwei  positiven  Zahlen,  so 
sind  alle  Factoren  linker  Hand  positive  unechte  Brüche;  dasselbe 
gilt  also  auch  von  dem   ersten  Factor  der  Auflösung  (f,  m),  und. 
folglich  sind  f,  u  zwei  positive  Zahlen. 

Setzen  wir  alle  die  einzelnen  Lösungen  (^,  m'),  (f ',  «")  . . . 
identisch  mit  der  kleinsten  positiven  Lösung  (T,  CT),  so  können 
wir 

setzen,  wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  es 
wird  dann  (tn^  Un)  jedesmal  eine  positive  Lösung  werden;  zu- 
gleich leuchtet  ein,  dass  mit  wachsendem  Exponenten  n  der  Werth 
der  linker  Hand  stehenden  Potenz  eines  unechten  Bruches,  und 
folglich  auch  tn  +  WnVD  beständig  wächst,  so  dass  verschiedene 
Werthe  von  n  auch  verschiedene  Lösungen  (<n?  t^n)  liefern;  und 
da  die  beiden  Zahlen  fn,  «n  entweder  beide  gleichzeitig  wachsen, 
oder  beide  gleichzeitig  abnehmen,  so  tritt  oflfenbar  das  erstere 
oder  letztere  ein,  je  nachdem  n  wächst  oder  abnimmt. 

Umgekehrt  können  wir  zeigen,  dass  durch  die  vorstehende 
Formel  in  der  That  jede  positive  Lösung  (^,  u)  geliefert  wird. 
Denn  wäre  der  erste  Factor  einer  solchen  Lösung  keine  genaue 


( 
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Potenz  des  ersten  Factors  der  kleinsten  Lösung  (T.  17),  so  müsste 
er,  da  beide  positive  unechte  Brüche  sind,  zwischen  zwei  successiven 
Potenzen 

des  letzteren  liegen,  wo  n  mindestens  =  1  ist.    Dann  wäre  also 

tn  +  ^nVD  ^    t  +   UVD  tn   +   UnVD       T+    UV D 

nnd  folglich,  wenn  man 

t  4-  uVD    tn  —  UnVD      f  +  u'VD 


setzt, 


^      r  +  u'VD      T+  UVB 


es  existirte  daher  eine  positive  Lösung  (f,  m'),  welche  aus  klei- 
neren Zahlen  ^',  u'  bestände,  als  die  kleinste  Lösung  (7,  ZT);  was 
unmöglich  ist. 

Man  findet  daher  alle  aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehenden 
Lösungen  durch  die  Formeln 

^  =  lj»r-tf+"(»-')(;;-'')r.-.g.j  +  ...) 

wenn  man  der  Reihe  nach  für  n  alle  positiven  ganzen  Zahlen  setzt. 
Da  nun  femer 

tn-UnVD ^  /T--ÜVDY     /T+  UVJPy^ 

ist,  so  ergiebt  sich,  dass  durch  die  Formel 

tn  +  UnVD  ^  /Tj-JTVDy 

sämmtliche  Lösungen  tn^  Wn  gegeben  sind,  in  welchen  f„  positiv 
ist,  wenn  man  für  n  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen 
setzt,  indem  ti_n  =  —  ti„,  ^_„  =  fn  ist.  Für  n  =  0  ergiebt  sich 
femer  ^^  =  4-  <j,  w^  =  0.  Will  man  daher  alle  Lösungen  ^,  u 
ohne  Ausnahme  in  eine  Formel  zusammendrängen,  so  braucht 
man  nur 

14* 
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t  +  uVD       ,   /T+  ÜVDV 


=  ±  /THL^V^y 


zu  setzen,  und  hierin  jedes  der  beiden  Vorzeichen  mit  jedem 
ganzzahhgen  Exponenten  n  zu  combiniren.  Dass  auf  diese  Weise 
keine  Lösung  übergangen,  und  jede  nur  einmal  erzeugt  wird, 
folgt  unmittelbar  daraus,  dass  unter  den  vier  verschiedenen  Lö- 
sungen 

(<,  w),  {t,  —  m),  {—t,  w),  (— ^,  —  «), 

wenn  u  nicht  =  0  ist,  immer  eine  und  nur  eine  aus  zwei  positiven 
Zahlen  besteht. 

Hiermit  ist  nun  das  zweite  Hauptproblem  der  Lehre  von  der 
Aequivalenz  auch  für  Formen  von  positiver  Determinante  vollständig 
gelöst.  Wir  sind  durch  die  vollständige  Auflösung  der  unbestimm- 
ten Gleichung  P  —  Du^  =  6^  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Trans- 
formationen einer  solchen  Form  in  sich  selbst,  und  folglich  auch 
alle  Transformationen  einer  Form  in  eine  äquivalente  aus  einer 
einzigen  gegebenen  solchen  Transformation  zu  finden  (§§.  61,  62); 
mithin  ist  auch  die  Aufgabe,  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer 
gegebenen  Zahl  durch  eine  gegebene  Form  von  positiver  De- 
terminante zu  finden,  als  vollständig  gelöst  anzusehen  (§.  60). 


N 


Fünfter  Abschnitt. 

Bestimmung    der    Anzahl    der    Classen,    in 

welche    die    binären    quadratischen    Formen 

von  gegebener  Determinante  zerfallen. 


§.  86. 

Wir  schreiten  nun,  nachdem  die  elementaren  Theile  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  behandelt  sind,  zu  tieferen 
Untersuchungen,  und  namentlich  zur  Bestimmung  der  Classen- 
aneaJd  der  Formen  von  einer  gegebenen  Determinante*),  Hierbei 
dürfen  wir  uns  auf  ursprüngliche  Formen  der  ersten  oder  zweiten 
Art  beschränken,  weil  die  Classenanzahl  derivirter  Formen 
{ta\  xh\  xc')  sich  offenbar  aus  der  der  ursprünglichen  Formen 
{a\b\cf)  ergiebt  (§.61);  wenn  fem  er  die  Determinante  negativ  ist, 
80  beschränken  wir  uns  auf  die  Formen  mit  positiven  äusseren 
Coeffieienten^  da  die  Classenanzahl  der  anderen  Formen  offenbar 
genau  ebenso  gross  ist  (§.  64).  Unter  dieseq  Beschränkungen  denken 
wir  ans  ein  vollständiges  Formensystem  S  der  tften  Art  für  die 
Determinante  D  gebildet  (§.  59).  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der 
in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  (a,  6,  c)  führt  die  Be- 
trachtung und  genaue  Definition  aller  durch  sie  darstellbaren 
Zahlen.   Da  durch  eine  Form  der  zweiten  Art  nur  gerade  Zahlen 


*)  G.  L^eune  Dirichlet:  Becherches  sur  diverses  applications  de  Vana- 
lyse  infinitisimale  ä  la  theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal  Bdde.  19, 21.  — 
Vergl.  Gauss:  D.  Ä,  Additam.  ad  art.  306.  X,  und  die  nachgelassenen 
Abhandlungen:  De  nexu  inter  multitudinem  classium  in  quas  formae  bi- 
nariae  secundi  gradus  distribuuntur  earumque  determinantem^  Gauss  Werke 
Bd.  IL  1863.  —  Vergl.  ferner  Hermite:  Sur  la  theorie  des  formes  quctdr<i^ 
Uques  (Comptes  rendus  de  l'Ac.  de  Paris,  3.  novembre  1862). 
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dargestellt  werden  können,  so  bezeichnen  wir,  um  beide  Fälle 
zusammenzufassen,  die  darstellbaren  Zahlen  allgemein  mit  tfm, 
und  ausserdem  beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  derjeni- 
gen, in  welchen  m  positiv^  ungerade  und  relative  TrimzaM  gegen 
die  Determinante  D  ist.  Endlich  beschränken  wir  uns  vorläufig 
noch  auf  eigentliche  Darstellungen,  d.  h.  auf  die  Annahme,  dass 
die  beiden  darstellenden  Zahlen  x^  y  relative  Primzahlen  sind 
(§.  60). 

Um  den  Charakter  dieser  Zahlen  m  genau  festzustellen,  er- 
innern wir  uns,  dass  die  Determinante  D  quadratischer  Rest  von 
jeder  darstellbaren  Zahl  <5m,  d.  h.  dass  die  Congruenz 

;ef»  ^  2)  (mod.  öm) 

möglich  ist  (§.  60).  Es  können  daher  in  der  ungeraden  Zahl  m 
nur  solche  Primzahlen  /  aufgehen,  für  welche 


(7)= 


ist.  Umgekehrt:  enthält  m  nur  solche  Primzahlen  /,  und  ist  die 
Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  =  ft  (wo  der  Fall  fi  =  0 
nicht  ausgeschlossen  bleibt),  so  ist  D  quadratischer  Rest  von  m, 
also  auch  von  0ti>,  und  die  obige  Congruenz  hat  genau  2f^  incon- 
gruente  Wurzeln  (§.  37).  Ist  w  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
bestimmten  dieser  Wurzeln,  so  können  wir  n*  —  D  =  c^ml  setzen, 
wo  l  eine  ganze  Zahl  bedeutet  (denn  wenn  <J  =  2,  also  D  ^  1 
(mod.  4)  ist,  so  ist  n  ungerade,  also  n^ — D  durch  ö«  =  4  theil- 
bar).  Dann  ist  ((Jm,  n,  tfZ),  weil  m  relative  Primzahl  zu  2D,  eine 
ursprüngliche  Form  der  öien  Art  von  der  Determinante  D  und 
folglich  einer  und  nur  eijier  in  dem  System  S  enthaltenen  Form 
äquivalent*).  Ist  (a,  &,  c)  diese  Form  des  Systems,  so  liefert  nur 
sie  solche  Darstellungen  (x,  y)  der  Zahl  <Tm,  welche  zu  der  durch 
n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  und  zwar 
ebenso  viele  verschiedene  solche  Darstellungen  (ar,  y),  als  es  Trans- 
formationen (*'  ^  der  Form  (a,  &,  c)  in  die  Form  (<Jw,  w,  öZ),  d.  h. 
ebenso  viele,  als  es  Lösungen  (tj  u)  der  unbestimmten  Gleichung 
<«  —  Dti«  =  <y»  giebt  (§§.  60,  61,  62).  Den  Complex  aller  dieser 
Darstellungen  der  Zahl  <Jw,  welche  zu  einer  und  derselben  durch 


^)  Da  der  Goefficient  cm  positiv  ist,  so  gilt  dies  auch  für  den  Fall,  in 
welchem  D  negativ  ist,  und  also  jS*  nur  Formen  mit  positiven  äusseren 
Coefficienten  enthält. 
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n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Gongruenz  gehören,  wollen 
wir  eine  Gruppe  von  Darstellungen  nennen.  Den  2"  incongruenten 
Wurzeln  dieser  Gongruenz  entsprechen  daher  2"  solche  Gruppen 
Ton  Darstellungen  derselben  Zahl  öm  durch  Formen  des  Systems  S, 
und  in  jeder  Gruppe  sind  ebenso  viele  Darstellungen  enthalten,  als 
es  Lösungen  der  Gleichung  t^  —  Dw«  =  ö«  giebt 

Das  System  der  Zahlen  m  ist  nun  also  vollständig  definirt 
durch  die  Bedingungen: 

1.  m  ist  positiv; 

2.  m  ist  relative  Primjsahl  gegen  27); 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  m. 


§.87. 

Jetzt  haben  wir  die  Darstellungen  von  öm,  welche  einer  und 
derselben  Gruppe  angehören,  genauer  zu  betrachten. 

Für  den  Fall  einer  negativen  Determinante  2)  ist  die  Anzahl 
X  der  Lösungen  (<,  u)  der  unbestimmten  Gleichung  t^  —  Du^  =  ö^ 
endlich;  dieselbe  ist  zugleich  die  Anzahl  aller  zu  einer  Gruppe 
gehörenden  Darstellungen  einer  jeden  Zahl  öm;  bedeutet  also  fi 
wieder  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen /,  so  ist  2**  die  Anzahl  der  Gruppen,  deren  jede  x  Dar- 
stellungen enthält,  und  folglich  ist 

X  .  2«* 

die  Gesammtanzahl  aller  Darstellungen  der  Zahl  6fn\  und  hierin 

ist  (§.  62) 

x,=  2  im  Allgemeinen; 

X  =  4,  wenn  D  =  —  1, 

X  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  ö  =  2 
ist. 

Für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  D  dagegen  ist 

die  Anzahl   der  Lösungen   (tj  u)    der  unbestimmten   Gleichung 

*'  — Z>M^=ö2,  und  folglich  auch  die  Anzahl  der  in  jeder  der  2^* 

Gruppen  enthaltenen  Darstellungen  der  Zahl  öm  unendlich  gross. 

Wir  gehen  daher  zunächst  darauf  aus,  durch  neue  Bedingungen, 

welche  den  darstellenden  Zahlen  a:,  y  aufzuerlegen  sind,  aus  den 

unendlich  vielen  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Darstellungen  stets 

eine  einzige  zu  isoliren.   Dazu  betrachten  wir  die  allgemeine  Form 
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aller  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  (x^  y)  der 
Zahl  6fn.  Ist  wieder  (a,  ft,  c)  die  Form  des  Systems  /S,  mit  welcher 
die  Form  (öm,  n,  6l)  äquivalent  ist,  und  ist  (y'  J)  eine  bestimmte 
Transformation  der  ersteren  Form  in  die  letztere,  so  erhält  man 
(nach  §.61)  aus  dieser  einen  alle  anderen  durch  die  Zusammen- 
setzung 

(K  f*\  /«,  ß\  =  ßo^  +  f*y,  ^ß  +  f*«\ 

aller  Substitutionen  (i;  ^),  durch  welche  {a^h^c)  in  sich  selbst 
übergeht,  mit  dieser  bestimmten  Substitution  (";  ^.  Da  nun  (nach 
§.  60)  jedesmal  der  erste  und  dritte  Coefficient  einer  solchen  Sub- 
stitution eine  zu  der  Wurzel  n  gehörende  Darstellung  liefern,  und 
da  auch  umgekehrt  jede  solche  Darstellung  (a;,  y)  auf  diese  Weise, 
und  zwar  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird,  so  ist  die  allgemeine 
Form  aller  dieser  Darstellungen  folgende: 

da  (a,  y)  selbst  eine  solche  Darstellung  ist,  so  kann  man  sagen, 
dass  diese  beiden  Gleichungen  aus  einer  bestimmten  Darstellung 
(a,  y)  alle  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  (x^  y) 
finden  lehren.    Nun  war  aber  (§.  62) 

.  t  —  bu cu 

au         t  -^  bu 

wo  (^,  u)  jede  beliebige  Lösung  der  Gleichung  f«  —  Dm*  =  tf' 
bedeutete;  folglich  erhalten  wir 

a;  =  a  ~  —  (6a  +  cy)  -,    y  =  y  -  +  (aa  +  6y)  -  • 

Für  alle  diese  Werthe  ist  daher 

ax^  +  Ibxy  -f-  cy*  =  öm; 

durch  Multiplication  mit  dem  ersten  Coefficienten  ergiebt  sich 
wie  früher 

eam  =  (ax  +  {b  +  VD)y){ax  +  (6  —  Vi))y), 

und  es  tritt  nun  die  höchst  merkwürdige  Erscheinung  auf,  dass 
jeder  der  beiden  irrationalen  Factoren  rechter  Hand  eine  geome- 
trische Reihe  constituirt;  setzt  man  nämlich  die  vorstehenden 
Werthe  von  x^  y  ein,  so  ergiebt  sich  leicht 


§.  87.  Classenanzahl  der  Formen.  217 

a^  +  (6  +  yD)y  =  (aa  +  (6  +  yD)y)  L±_^, 

ar,  +  (6  -  Vi))y  =  (aa  +  (6  -  VZ))y)  Iziii]^; 

wenn  man  also  mit  T,  U  wie  früher  die  kleinsten  positiven  Werthe 
von  t^  u  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  den  positiven  unechten 
Bruch 

setzt,  so  ist  (nach  §.  85) 

ax  +  (b  +  \D)y  =  ±  (aa  +  (&  +  V2))y)0»' 
ax  -{•  {b  —  VB)y  =  ±  (aa  +  (6  —  V D)y)Ö-«, 

wo  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
sein  kann.  Wir  betrachten  nur  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen ,  da  aus  ihr  die  zweite  schon  von  selbst  folgt.  Ist  nun  h 
irgend  ein  von  Null  verschiedener  reeller  Zahlwerth,  so  leuchtet 
ein,  dass  man  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  und  den  Ex- 
ponenten n  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen 
kann,  dass  der  algebraische  Werth  von  ax  -^{b  -\-y D)y  zwischen 
den  Grenzen  h  und  TcQ  liegt;  denn  nachdem  das  Zeichen  +  so 
gewählt  ist,  dass  -^(aa-\-(b  +  y'B)y)  gleichstimmig  mit  ä  wird, 
giebt  es  nur  noch  ein  einziges  Glied  der  geometrischen  Reihe 
zwischen  den  beiden  vorgeschriebenen  Grenzen,  wenn  man,  um 
fiir  jeden  Fall  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  die  eine  derselben, 
2.  B.  i6,  von  dem  Intervall  ausschliesst.  Durch  diese  Forderung 
für  den  Werth  von  ax  -\-  (b  ~\~  \ D)y  ist  dann  aus  der  unend- 
lichen Anzahl  von  Darstellungen  (rr,  y)  eine  einzige  vollständig 
isolirt.  Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  Tc  zweckmässig  zu 
wählen. 

Dazu  können  wir  immer  voraussetzen,  dass  die,  eine  ganze 
Classe  ripräsentirende  Form  (a,  6,  c)  des  Systems  8  einen  posi- 
tiven ersten  Coefficienten  a  hat;  denn  es  giebt  ja  in  jeder  Classe 
sogar  reducirte  Formen,  welche  diese  Eigenschaft  haben.  Wir 
machen  daher  von  jetzt  ab  diese  Voraussetzung  über  die  Wahl 
der  in  S  enthaltenen  Formen  (für  negative  Determinanten  haben 
w  schon  früher  dieselbe  Forderung  gemacht,  um  dort  die  eine 
Hälfte  aller  Classen  ganz  von  der  Betrachtung  auszuschliessen) 
^d  müssen  sie  dann  natürlich  für  alles  Folgende  festhalten. 
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Dann  wählen  wir  für  Je  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  posi- 
tiven Zahl  6am^  und  erhalten  so  die  Bedingungen 

Yöam  ^ax  +  (b  +  'VD)y  <  dl/öam, 

durch  welche  aus  allen,  derselben  Gruppe  angehörigen  Darstel- 
lungen von  öm  durch  (a,  6,  c)  eine  einzige  (a;,  y)  isolirt  wird.  Sie 
lassen  sich,  da  ihre  drei  Glieder  positiv  sind,  so  umformen:  qua- 
drirt  man,  und  bedenkt,  dass 

öam  =  {ax  +  (6  +  VD)y)  (ax  +  (i  —  VD)y) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

aa;  +  (J  —  yD)y  <ax  +  {b  +  VD)y  <  Ö« (ax  +  (6  —  VD)y)] 

durch  Vergleichung  der  beiden  ersten  Glieder  ergiebt  sich,  da 
VD  stets  positiv  genommen  wird,  die  Bedingung 

y  ^  0; 

die  beiden  letzten  Glieder  geben  durch  Division  mit  0  zunächst 

(ö  -  Ö-i)  (ax  +  hy)  >  (ö  +  Ö-Oy  VD, 
und  wenn  man  ö,  Qr-^  durch  ihre  Werthe 

r+  WD      .   ,  ^  T-  ÜVD 
<j         '  <J 

ersetzt,  so  ergiebt  sich 

U(ax  +  6y)>  Ty. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen  beiden 

Bedingungen 

y  ^  0,  U(ax  +  hy)  >  Ty 

rückwärts  die  obigen  ursprünglichen  Isolirungsbedingungen  folgen. 
Ausserdem  zeigt  sich,  was  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  in 
Folge  dieser  beiden  Bedingungen  auch  der  Werth  der  Form 
ax^ -{-2bxy  +  cy^  von  selbst  positiv  ausfällt;  denn  da  T>  UVD 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  +  Uy\D  auf  beiden  Seiten 
der  zweiten  Bedingung,  dass  die  beiden  Factoren 

ax  -\'  (b  +  yD)y,    ax  -^  (b  —  VD)y 

positiv  sind ;  mithin  gilt  dasselbe  auch  für  ihr  Product  öam  und 
folglich,  da  a  positiv  ist,  auch  für  die  dargestellte  Zahl  öm  (für 
Formen  von  negativer  Determinante  versteht  sich  dies  von  selbst, 
da  wir  nur  solche  betrachten,  deren  äussere  Coefficienten  positiv 
sind). 
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§.88. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Bemerkung  können  wir  nun 
das  Yorbergehende  in  folgender  Weise  noch  einmal  zusammen- 
fassen : 

Es  sei  8  ein  vollständiges  System  ursprüfiglicher  Formen 

(a,  ft,  c),    (a\  h\  c')  ... 

der  6ten  Art  für  eine  gegebene  Determinante  Z),  mit  positiven  ersten 
Coefficienten  tty  a'  .  . .  Dann  setze  man  in  jede  dieser  Formen^ 
s.  IB.  (a,  6,  c),  für  die  Yaridbelen  alle  ganzzdhligen  Werthenpaare 
Xy  y  ein,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen : 

I. ^ ^-^t — L  ist  relative  Primzahl  zu  2D; 

IL  im  Fall  einer  positiven  Däerminante  D  ist 

y  ^  0,  U{ax  +  by)>  Ty, 
wo  Tj  U  die  Ideinsten  positiven^  der  Bedingung 

T^  —  Dü^  =  ö^ 
genügenden  ganzen  Zahlen  bedeuten; 

ill.  X  und  y  sind  relative  Primzahlen  zu  einander. 

Auf  diese  Weise  werden  durch  die  Formen  S  alle  diejenigen 
ganzen  Zahlen  om  und  nur  solche  dargestellt,  welche  folgenden 
Bedingungen  genügen  -. 

1.  m  ist  positiv^ 

2.  m  ist  relative  Primzahl  zu  2D^ 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  w, 

und  die  GesamnUanzahl  dieser  Darstellungen  einer  jeden  solchen 

ZM  6  m  ist  gleich 

«.2'*, 

wo  fi  die  Anzahl  der  in  m  aufgehenden  verschiedenen  Primzahlen 

bedeutet,  wahrend  x  von  m  unabhängig  ist,  nämlich 

X  =  1  für  positive  Determinanten  D, 
=  4  /ür  D  =  —  1, 
=  6  für  D  =  —  S  und  0  =  2, 
=  2  in  den  übrigen  Fällen. 
Dasselbe  System  der  unendlich  vielen  Zahlen  m  kann  daher 
auf  doppelte  Art  erzeugt  werden,  erstens  durch  Zusammensetzung 
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aus  den  Primzalilen  /,  von  welchen  B  quadratischer  Rest  ist,  und 
zweitens  durch  die  Substitution  aller  erlaubten  Zahlenpaare  ar,  y 
in  die  Formen  des  Systems  S.  Dieses  Resultat  der  früheren 
Untersuchungen  über  die  Aequivalenz  der  Formen  und  die  Dar- 
stellbarkeit, der  Zahlen  bildet  das  Grundprincip  der  folgenden 
Untersuchung.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Identität  der 
auf  die  beiden  verschiedenen  Arten  erzeugten  Zahlensysteme  nicht 
aufhören  wird,  wenn  wir  von  jeder  der  erzeugten  Zahlen  eine 
bestimmte  Function  ^  nehmen,  d.  h.  es  wird  wieder  Identität 
bestehen  zwischen  dem  Complex  der  Zahlen 

/ax^  -I-  2bxy  +  cy^\  fa^x^  ^2Vxy-\-  d y^\ 

und  dem  System  der  Zahlen  ^(m),  vorausgesetzt,  dass  der  einem 
bestimmten  Individuum  m  entsprechende  Functionswerth  ^(i») 
genau  x  •  2'*mal  in  den  letzteren  Complex  aufgenommen  wird.  Ißt 
daher  die  sonst  ganz  beliebige  Function  t^  so  gewählt,  dass  die 
Summe  aller  dieser  Werthe  eine  von  der  Anordnung  derselben 
unabhängige  convergente  Reihe  bildet,  so  folgt  aus  der  angegebenen 
Identität  die  Fundamentalgleichung 

^^/aj:^  +  2bxy  +  cy«\  ^  ^^/a'x^  +  2b' xy  +  &y^\  ^ 

=  xl2f't{rn). 

Die  linke  Seite  derselben  besteht  aus  ebensoviel  Summen,  als  das 
System  S  Formen  (a,  6,  c),  (a',  6',  c') . . .  enthält,  d.  h.  als  es  Formen- 
classen  für  diese  Determinante  giebt.    Jede  Summe,  wie  z.  B. 

ax^  +  2bxy  +  cy^ 


^^/aa:g  +  2  6a:y  +  cy^\ 


ist  eine  doppelt  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  den'sämmtlichen 
durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III.  definirten  Zahlenpaaren  x^  y 
entsprechen  (die  Bedingungen  I.  und  IL  sind  natürlich  für  die 
folg^de  Summe  so  zu  modificiren,  dass  (a',  6',  c')  an  die  Stelle 
von  (a,  6,  c)  tritt).  Endlich  bezieht  sich  die  rechts  angedeutete 
Summation  auf  alle  aus  den  Primzahlen  /  zusammengesetzten 
Zahlen  m,  und  ebenso  behalten  n  und  x  ihre  frühere  Bedeutung. 
Wir  specialisiren  nun  die  Function  ^  so,  dass  wir 
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setzen,  wo  s  ein  beliebiger  positiver  Werth,  aber  >  1  ist;  diese 

letztere  Bedingung  ist,  wie  wir  später  nachträglicb  zeigen  werden, 

nothwendig,  damit  die  vorstehenden  unendlichen  Reihen  conver- 

giren.    Hierdurch  geht  unsere  obige  Gleichung  in  die  folgende 

über : 

(ax^-\-2hxy+cyy'     ^^^^         2. 

V  0  )    ^  »»•' 

wo  der  Bequemlichkeit  halber  links  nur  eine  einzige  der  den  ver- 
schiedenen Formen  entsprechenden  Summen  aufgeschrieben  ist. 


§.  89. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  einer  Umformung*) 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung;  zu  dem  Zweck  betrachten  wir 
das  System 

/i  ?  y  2  >  /s  •  •  • 

der  sämmtlichen  Primzahlen  /,  welche  nicht  in  2  D  aufgehen,  und 
von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist.  Jede  der  oben  definirten 
Zahlen  m  ist  dann  von  der  Form 

wo  die  Exponenten  iti,  n^,  n^  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  und  jedes  m  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  diese 
Form  gebracht  werden.  Bilden  wir  nun  die  diesen  Primzahlen 
entsprechenden  unendlichen  Reihen 

2  2  2  2 

2  2  2  2 

so  erkennt  man  leicht  mit  Berücksichtigung  der  eben  gemachten 
Bemerkung,  dass  das  Product  aller  dieser  Reihen  nichts  Anderes 
als  die  Summe 


*)  Wii*  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Umformung  auch  auf 
die  allgemeinere  Reihe  JS2.'^V'(m)  anwendbar  ist,  wenn  nur  die  Function 
^  für  ganze  Argumente  der  Bedingung  i/;(^)  V/(^)  =  y^{z  sf)  genügt 
(vergl  §.  124). 
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IIa' 


ist.    Denn  das  Product  aus  beliebigen  Gliedern  der  ersten,  zweiten, 
dritten  Reihe  u.  s.  f.  hat  die  Form 


2/* 


CA^'/a'^/s"»...)^ 


wo  ft  die  Anzahl  der  wirklich  in  m  aufgehenden  Primzahlen/ 
bedeutet,  d.h.  derjenigen,  deren  Exponent  n  von  Null  verschieden 
ist;  es  entsteht  daher  auf  diese  Weise  wirklich  jedes  GUed  der 
genannten  Reihe,  und  jedes  auch  nur  ein  einziges  MaL  Da  nun 
andererseits 


2  2  2 

1-I---4-—  4-—  4- 


+  ^.+ 


=  1  + 


/• 


'-/= 


-7= 


ist,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung 


14--- 

2i=n  —  1 ' 

in  welcher  das  Productzeichen  IT  sich  auf  die  sämmtlichen  oben 
definirten  Primzahlen  /  bezieht. 

Bezeichnen  wir  mit  q  allgemein  jede  positive  nickt  in  2D 
aufgehende  Primzahl^  so  leuchtet  ein,  dass  man  die  vorstehende 
Gleichung  auch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 


2** 


1 


-  (-)  - 


denn  so  oft  q  nicht  zu  den  Primzahlen  /  gehört,  reducirt  sich  der 
entsprechende  Factor  des  Productes  auf  +  1.  In  der  so  erhaltenen 
Gleichung  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  des  allgemeinen 
Factors  zur  Rechten  mit  1  —  g— ',  wodurch  derselbe  gleich 
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^-k 


{^-t)i^-m 


wird,  und  indem  wir  das  unendliche  Product  in  drei  unendliche 
Producte  zerlegen,  erhalten  wir 

„       1         „  1 


1 

1           1     " 
1_1        i_ 

^m» 

Jetzt  können  wir  endlich  jedes  der  drei  rechts  befindlichen 
Producte  wieder  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.  Da  nämlich 

ist,  so  wird,  wenn  man  für  q  alle,  nicht  in  2  2)  aufgehenden 
Primzahlen 

?li  49  9  9^8  •  •  • 

setzt,  das  Product  aller  dieser  Factoren  gleich  der  Summe  aller 
Glieder  von  der  Form 

(^"^  {RX*  f£X''         l 

WJ     \qJ    U/     '  '  '  (2/^  «a''«  «s*-».  .  .)•' 

wo  die  Exponenten  ^i,  r^,  rj  .  .  .  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
und  Null  zu  durchlaufen  haben.  Das  System  aller  der  in  den 
Nennern  unter  dem  Exponenten  s  vorkommenden  Zahlen 

ä'i'"*  &*"«  as"""  .  .  .  =  n 
besteht  offenbar  aus  sämmtlichen  positiven  ganzen  Zahlen  »,  welche 
relative  Primzahlen  gegen  2D  sind;  jede  solche  Zahl  n  wird  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  durch  ein  bestimmtes  System  von  Expo- 
nenten ^1,  ra,  r3  .  .  .  erzeugt;  gleichzeitig  ist  dann  mit  Benutzung 
der  von  Jacobi  erweiterten  Bedeutung  des  Legendre'schen  Zeichens 


'J. 


<J 
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U/  w  \«3/  ' " '     Ui'v  wv  W'/ 

=( ^ )=(^V 

Hierdurch  gewinnen  wir  also  folgende  Verwandlung 

wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  positiven  Zahlen  n 
bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  22)  sind. 

Verfährt  man  ganz  ebenso,  indem  man  alle  die  Entwick- 
lungen 


mit  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  offenbar 


1        ^n» 


und  folglich  auch 


1  — - 


n 


1 


1         ^w»» 


28 


Hierdurch  haben  wir  die  wichtige  Umformung 


2M 
V  —  = 


m* 


V 


n 


3« 


gewonnen. 


§.  90. 

Wir  multipliciren  nun  beide  Seiten  unserer  Hauptgleichung 
(§.  88)  mit  der  unendlichen  Reihe 

wodurch  sie  dem  eben  gewonnenen  Resultat  gemäss  in  die  fol- 
gende übergeht: 
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,^.X,(-±a|3^-+...=«vi,x.(?)i. 

Führen  wir  in  dem  ersten  Gliede  links  die  Multiplication  der 
beiden  Summen  aus,  so  kann  das  Resultat  als  die  dreifach  un- 
endliche Reihe 

geschrieben  werden,  in  welcher  für  rr,  y  alle  den  früheren  Bedin- 
gungen L,  II.,  ni.  genügenden  Werthe  (§.  88),  und  für  n  alle 
positiven  relativen  Primzahlen  gegen  2D  zu  setzen  sind.  Diese 
Reihe  kann  man  aber  auch  wieder  als  eine  doppelt  unendliche 

ansehen,  wenn  man 

nx  =  x^^    ny  =  y' 

setzt;  denn  dann  nimmt  sie  die  Gestalt 


/ax'^+2öx'y'  +  cy'^\- 


an,  und  es  fragt  sich  nur,  welche  Bedingungen  den  neuen  Summa- 
tionsbuchstaben  x\  \f  aufzuerlegen  sind.  Diese  ergeben  sich  aus 
den  Bedingungen  für  a;,  y,  n  folgendermaassen.  Erstens :  Da,  x^  y 
zufolge  der  Bedingung  I.  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

ax^  +  2bxy  +  cy^ 
6 

relative  Primzahl  gegen  2D  wird,  und  da  n  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  2D  ist,  so  gilt  dasselbe  von 

ax'^  +  2ix'y'  +  cy'^         _    ax^  +  2hxy  +  cy^ 
ö  ö 

Zweitens:  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  waren  x^  y 
den  Isoürungsbedingungen  IL 

y  S  0,     U(ax  4-  by)>  Ty 
zu  unterwerfen ;  multiplicirt  man  dieselben  mit  n,  so  ergeben  sich 
die  ganz  gleichlautenden  Bedingungen 

y'  ^  0,     U{ax'  +  hrf)  >  Ty\ 

Drittens:  aus  der  Bedingung,  dass  rr,  y  relative  Primzahlen  sein 
sollen,  würde  jetzt  nur  noch  folgen,  dass  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  n  von  x\  y'  relative  Primzahl  gegen  2D  sein 
inuss;  allein  diese  Bedingung  kann  man   gänzlich  fallen  lassen, 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  J5 
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da  sie  schon  in  der  ersten  enthalten  ist;  denn  sobald  rr',  %f  einen 
gemeinschaftlichen  Divisor  hätten,  der  nicht  relative  Primzahl 
gegen  2D  wäre,  so  könnte  auch 

ö 

nicht  relative  Primzahl  gegen  2  2)  sein. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  neuen  Variabelen  a;',  y'  nur  den 
beiden  Bedingungen  L  und  IL  zu  unterwerfen  sind,  wenn  man  in 
denselben  die  Variabelen  accentuirt,  dass  dagegen  die  Bedingunglll. 
ganz  fortgefallen  ist.  Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
ein  jedes  solches  Werthenpaar  a:',  y'  einmal  und  nur  einmal  durch 
ein  Werthenpaar  x^  y  und  eine  Zahl  n  erzeugt  wird. 

Wir  lassen  nun  der  Bequemlichkeit  halber  die  Accente  der 
Variabelen  wieder  fort,  und  schreiben  daher  unsere  Hauptgleichung 
in  folgender  Form*): 

wo  nun  in  der  ersten,  auf  die  Form  (a,  6,  c)  bezüglichen  Summe 
die  Summationsbuchstaben  Xy  y  nur  noch'  den  beiden  folgenden 
Bedingungen  zu  unterwerfen  sind: 

I.  Der  Werth   ^^'  +  ^^^y  +  ^y'   goU   relative   Primzahl 

ö 

gegen  2D  sein. 

II.  Im  Fall  einer  positiven  Determinante  soll 

y  ^  0,     U(ax  +  by)  >  Ty 
sein,  wo  T,  U  die  frühere  Bedeutung  haben. 


§.  91. 

Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  aus  unserer  letzten  Glei- 
chung einige  interessante  Folgerungen  ziehen:  die  erste  derselben 
ist  rein  zahlentheoretischer  Natur  und  vervollständigt  unsere 
frühere  Theorie  der  Darstellung.  Wir  multipliciren  die  beiden 
unendlichen  Reihen 


*)  Aaf  dieselbe  Weise  kann  auch  die  allgemeinere  Gleichung  abgeleitet 
werden,  in  welcher  statt  der  Function  -?— »  irgend  eine  Function  ^  (s)  auf- 
tritt, welche  der  Bedingung  ^(z)^>(z*)  =  ^(^^)  genügt,  so  oft  z  und  / 
ganze  Zahlen  sind. 
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8 


rechter  Hand,  nachdem  wir  die  Summationsbuchstaben,  um  sie  von 
einander  zu  unterscheiden,  accentuirt  haben;  dann  erhalten  wir 
als  Product  die  doppelt  unendliche  Reihe 


1 


\n'7(n'n")" 


in  welcher  sowohl  n'  als  auch  w"  das  Gebiet  aller  Zahlen  n,  d.  h. 
aller  derjenigen  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat,  welclie 
relative  Primzahlen  gegen  22)  sind.  Offenbar  ist  jedes  Product 
von  der  Form  n'  n"  wieder  in  demselben  Gebiet  enthalten ;  fassen 
wir  daher  alle  Glieder  der  Doppelsumme,  in  welchen  das  Product 
n'n"  denselben  Werth  n  hat,  immer  in  ein  einziges  zusammen,  so 
können  wir  diese  Doppelsumme  wieder  in  die  Form  einer  einfach 
unendlichen  Reihe 

n' 

bringen;  bezeichnet  man  mit  8  die  sämmtlichen  Divisoren  der 
Zahl  w,  so  wird  offenbar 


-^(?) 


Di?idiren  wir  ferner  die  Gleichung  auf  beiden  Seiten  durch  <J*,  so 
nimmt  sie  folgende  Form  an: 


{ax'^  +  2bxy  +  cy^)'    ^  ^  (ön)' 

Passen  wir  nun  auch  links  alle  in  den  verschiedenen  Doppelsummen 
vorkommenden  Glieder,  welche  denselben  Werth  haben,  in  ein  ein- 
ziges zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 


Wo  mit  V  alle  die  durch  die  sämmtlichen  Formen  (a,  6,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  darstellbaren  Zahlen  bezeichnet  werden,  und  A^  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  v 
bedeutet.  Hierbei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  jetzt  ebensowohl 
uneigentliche  wie  eigentliche  Darstellungen  zugelassen  werden, 
indem  die  darstellenden  Zahlen  x^  y  nur  noch  den  Bedingungen  I. 
und  II.  des  vorigen  Paragraphen  unterworfen  sind,  während  sie 
früher  auch  relative  Primzahlen  unter  einander  sein  mussten. 

• 

15* 
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Besteht  nun  für  jeden  über  einer  gewissen  Grenze  liegenden 
positiven  Werth  des  Exponenten  s  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  a,  6,  c  .  .  .  sowohl  wie  a',  b\  c'  .  .  .  positive  und  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  wachsende  Zahlwerthe  bedeuten,  und  sind  die 
sämmtlichen  Coefficienten  a,  /3,  y  .  .  .  a',  /3',  y'  .  .  .  von  Null 
verschieden,  so  folgt  hieraus  die  vollständige  Identität  beider 
Reihen,  d.  h.  es  ist 

a  =  a\    h  =  h\    c  ^=^  d  .  . , 

Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  annehmen,  es  sei  a  <  a'; 
multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a*,  so  erhalten 
wir 

+ 


Da  nun  sowohl  die  Werthe 

a      a 

— ^ .    ■     •  •  • 

&'    c 

als  auch  die  Werthe 

a      a 

——  _    — ^—  •  •  •  • 

6"    & 

fortwährend  abnehmende  echte  Brüche  sind,  und  beide  Reihen 
convergiren,  so  überzeugt  man  sich  leicht*),  dass  mit  unbegrenzt 
wachsendem  s  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  sich  dem 
Grenzwerth  a  nähert,  und  ebenso  die  rechte  dem  Grenzwerth  a' 
oder  0,  je  nachdem  a  =  a'  oder  <  a'  ist.  Da  nun  beide  Seiten 
sich  nothwendig  demselben  Grenzwerth  nähern  müssen,  und  a  von 
Null  verschieden  ist,  so  muss  a  =  a',  und  folglich  auch  a  =  a' 
sein.  Nachdem  so  die  Identität  der  ersten  Glieder  auf  beiden 
Seiten  bewiesen  ist,  kann  man  dieselben  fortlassen;  aus  der  so 
entstehenden  Gleichung 

^  4-  y  4-       -ß'  ^  r'  4. 


*)  Vergl.  Supplement  IX,  §.  143. 
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folgt  dann  auf  dieselbe  Weise,  dass  6  =  6'  und  ß  =  ß'  sein  muss, 
und  so  kann  man  fortfahren. 

Wendet  man  dies  Princip  auf  unsere  obige  Gleichung  an,  so 
ergiebt  sich,  dass  jedes  0n,  dem  ein  von  Null  verschiedenes  r« 
entspricht,  nothwendig  eine  Zahl  t;,  d.  h.  eine  durch  die  Formen 
S  darstellbare  Zahl,  und  dass  die  Anzahl  ky  der  verschiedenen 
Darstellungen  eines  solchen  v  =  6n  gleich  xr«  ist;  wenn  dagegen 
Tu  =  0  ist,  so  kann  auch  on  keine  durch  die  Formen  S  darstell- 
bare Zahl  V  sein;  wir  können  daher  in  beiden  Fällen  sagen: 
die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  Zahl  ön  durch  die  Formen  S 
ist  inmier 

wo  d  cMe  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss*). 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.  Ist  D  =  —  1  (und  folglich  <J  =  1),  so  ist  nur  eine  einzige 
Form  in  dem  System  S  enthalten,  für  welche  wir  die  Form  (1,  0,  1) 
wählen  können;  das  System  der  Zahlen  6n  ist  das  der  positiven 
ungeraden  Zahlen,  und  da  x  =  4  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  beliebigen  positiven  un- 
geraden Zahl  n  durch  die  Form  (1,  0,  1)  =  a:^  +  y»  ist  gleich 

4  2  (_i)V.(cr-i)  =  4(3f— JV), 

d.  Ä.  gleich  dem  vierfachen  Ueberschuss  der  Anzahl  M  ihrer  Divi- 
soren d  von  der  Form  4  ä  +  1  w6er  die  Anzahl  N  der  Divisoren  d 
von  der  Form  4ä  +  3. 

Die  darstellenden  Zahlen  rr,  y  sind  gar  keiner  Beschränkung 
unterworfen;  es  leuchtet  ferner  ein,  dass  jedesmal  acht  verschiedene 
Darstellungen  eine  einzige  Zerlegung  in  zwei  Quadrate  geben;  nur 
wenn  eine  der  beiden  darstellenden  Zahlen  =  0  ist,  findet  eine 
Ausnahme  statt,  weil  dann  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 
dieselbe  Zerlegung  liefern,  ein  Fall,  der  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  n  eine  Quadratzahl  ist  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Zer- 
legungen ist  daher  l(M — ^+  1)  oder  \(M^N)^  je  nachdem  n 
eine  Quadratzahl  ist  oder  nicht.    So  ist  z.  B. 

25  =  0«  +  5«  =  3«  +  4» 
45  =  32  +  6« 
49  =  0«  +  7« 

65  =  1«  +  8«  =  4«  +  7«. 

*)  Vergl.  §.  124. 
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Ist  endlich  n  eine  Primzahl,  so  ergiebt  sich  wieder,  dass  n 
auf  eine  einzige,  oder  auf  gar  keine  Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegt 
werden  kann,  je  nachdem  n  von  der  Form  4ä  +  1,  oder  von  der 
Form  4A  +  3  ist  (§.  68). 

2.  Für  die  positive  Determinante  D  =  2  existiren  nur  die 
beiden  einander  äquivalenten  reducirten  Formen  (1,  1,  —  1)  und 
( —  1,  1,  1),  also  nur  eine  einzige  Classe;  als  repräsentirende  Form 
kann  man  daher  auch  (1,  0,  —  2)  =  x^  ^^  2y^  wählen.  Da  die 
kleinsten  der  Gleichung  T^  —  2U^  =  1  genügenden  Zahlen  T=  3/ 
U=  2  sind,  so  werden  nur  solche  Darstellungen  betrachtet,  in 
welchen  y^O,  2x  >  3y  ist.    Da  femer 

(-|)  =  (-  ly/si^'-^)  =  +  1  oder  =  -  1 

ist,  je  nachdem  d  =  8  Ä  +  1  oder  ä  ==  8  Ä  +  5  ist,  so  bekommen 
wir  folgendes  Resultat:     . 

Die  Anzahl  edler  den  obigen  Bedingungen  genügenden  Dar- 
stellungen (x,  y)  einer  beliebigen  positiven  ungeraden  Zaiü  n  durch 
die  Form  x^  —  2y^  ist  gleich  dem  Ueberschuss  der  Anzahl  derjenige» 
Divisoren  von  n,  welche  die  Form  Sh  ±  l  haben ^  über  die  Anzahl 
der  anderen  Divisoren. 


§.  92. 

Eine  zweite  interessante  Anwendung  der  vorstehenden  Unter- 
suchung machen  wir  auf  die  Analysis.  Wir  haben  gesehen,  dass 
durch  Einsetzen  aller  den  Bedingungen  I.  und  II.  genügenden 
ganzzahligen  Werthenpaare  a?,  y  in  die  Formen  (a,  6,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  die  Zahlen  an  erzeugt  werden,  und  zwar  ist 


xr. 


=  ''s(t) 


die  Anzahl  der  verschiedenen  Erzeugungen  einer  solchen  ZM-ön^ 
wenn  wieder  für  d  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden.  Nehmen 
wir  daher  von  jeder  der  Zahlen  ax^-\-  2b  xy  +  cy^  eine  bestimmte 
Function  ^,  so  entsteht  auf  diese  Weise  jeder  Werth  ^(ön)  so 
oft  als  xtk  angiebt.    Hieraus  folgt  wieder,  dass 

2  ^{ax^  -f  2bxy  +  et/«)  +  .  .  .  =  x2r„^(tfn) 
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sein  wird,  sobald  die  Function  tjf  so  gewählt  wird,  dass  diese 
unendlichen  Reihen  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder 
unabhängige  Summen  haben.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  man 

*  W  =  a' 

setzt,  wo  q  eine  reelle  oder  complexe  Grösse  bedeutet,  deren 
Modulus  ein  echter  Bruch  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  fol- 
gende sehr  allgemeine  Gleichung 

da  auf  der  rechten  Seite  der  Coefficient  tn  selbst  wieder  eine 
Summe  ist,  in  welcher  ä  die  sämmtlichen  Divisoren  von  n  zu 
durchlaufen  hat,  so  kann  man,  indem  man  n  in  n'Ä  verwandelt, 
die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

wo  nun  rechts  eine  Doppelsumme  steht,  in  welcher  jeder  der  beiden 
Summationsbuchstaben  n'  und  d  das  Gebiet  aller  Zahlen  n  zu 
durchlaufen  hat. 

Wir  wollen  die  vorstehende  Gleichung  auf  einige  specielle 
Fälle  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B.  D  =  —  1,  also  ö  =  1,  so 
haben  wir  links  nur  eine  einzige  Doppelsumme;  nehmen  wir 
wieder  (1,  0,  1)  als  die  repräsentirende  Form,  so  ist  dieselbe  gleich 

worin  a:,  y  alle  Werthenpaare  zu  durchlaufen  haben,  für  welche 
x^  -f  y2  ungerade  ausfällt;  es  muss  daher  eine  der  beiden  Zahlen 
ar,  y  ungerade,  die  andere  gerade  sein;  da  man  nun  in  jeder  er- 
laubten Combination  x  mit  y  vertauschen  kann,  so  setzen  wir  fest, 
dass  X  nur  die  ungeraden,  y  nur  die  geraden  Werthe  durchlaufen 
soll,  müssen  dann  aber  die  so  beschränkte  Doppelreihe  mit  2 
multipliciren ;  wir  erhalten  so 

2  2  «*•+«'"  =  2  2  3*"  g«''  =  2  2  g*'  X  2  q^\ 

wo  X  alle  positiven  und  negativen  ungeraden,  y  alle  positiven  und 
negativen  geraden  Zahlen  undljfull  zu  durchlaufen  hat;  beschränken 
wir  aber  x  auf  alle  positiven  ungeraden,  und  y  auf  alle  positiven 
geraden  Zahlen,  so  können  wir  das  vorstehende  Product  auch  so 
schreiben 

4  2  (Z'*  X  (1  +  2  V  qy'y 
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Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  (nach  §.  8d)  die  Doppelsmiuiie 

4  2  (=^)  ^«-^  =  4  V  (-  lyM(^-i)  q^^^ 

wo  n'  und  d  alle  positiren  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen  haben; 
die  Summation  in  Bezug  auf  n'  ergiebt 

mithin  wird  die  rechte  Seite  gleich 

nnd  wir  erhalten  daher  folgende  merkwürdige  Gleichung 
(1  +  g*  +  3»»  +  3"  +  •  •  •)  (1  +  2g«  +  2g>«  +  2««  +  •  -  •) 
_     3  ^*      -u  _i! ?!_  -L 


4  2r-i)v.(.'-x)^« 


■  •  • 


1  —  g«        1  —  g«    '    1  —  gio        1  —  g" 

welche,  wie  die  anderen  Gleichungen^  welche  negativen  Determi- 
nanten entsprechen,  auch  aus  der  Theorie  der  Elliptischen  Func- 
tionen abgeleitet  werden  kann*). 

Für  positive  Determinanten  fallen  die  entsprechenden  Glei- 
chungen weniger  einfach  aus,  weil  auf  der  linken  Seite  die 
Variabelen  x,  y  immer  noch  der  Bedingung  IL  unterworfen  sind. 
Nehmen  wir  z.  B.  2)  =  2,  also  ö  =  1,  x  =  1,  so  erhalten  wir  in 
ähnlicher  Weise  die  Gleichung 


1  i^-'^  =  2  (I)  3 


dn' 


_     q ?! ?!_  ,      g'      I 

1  — g«  1— g6  1— glO    "^    l_gl4    "^   •  •     ' 

wo  auf  der  linken  Seite  für  x^  y  alle  Werthenpaare  zu  setzen  sind, 
die  den  Bedingungen  y^0y2x>Sy  genügen,  und  für  welche 
ausserdem  x^  —  2j/*  und  also  x  ungerade  ist. 


♦)  Man  vergleiche    Jacöhi:    Fundamenta   nova    theariae  functionum 
ellipticarum  1829,  pagg.  92,  103,  184. 
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§.  93. 

Wir  kehren  nun  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande,  der 
weiteren  Behandlung  der  Gleichung  (§.  90) 

\  ö  )     ^  ^n'"^^\n)n* 

zurück,  und  es  wird  gut  sein,  den  Gang  der  Untersuchung  hier 
mit  wenigen  Worten  im  Voraus  anzugeben.    Man  würde  auf  un- 
übersteigliche  Schwierigkeiten  stossen,  wenn  man  die  auf  der  linken 
Seite  angedeuteten  Summationen  für  einen  beliebigen  Werth  von 
s  >  1  wirklich  ausfuhren  wollte.    Lässt  man  dagegen  den  Expo- 
nenten s  immer  mehr  abnehmen  und  gegen  den  Werth  1  conver- 
giren,  so  wird  gleichzeitig  jede  dieser  Summen  über  alle  Grenzen 
wachsen,  und  bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich,  dass  das  Product 
aus  einer  solchen  Summe  und  aus  (s  —  1)  sich  einem  festen  end- 
lichen Grenzwerth  L  nähert,  welcher  nur  von  der  allen  Formen 
gemeinschaftlichen  Determinante  D  abhängt,  und  folglich  wird  der 
Grenzwerth  der  ganzen  mit  (s  —  1)   multiplicirten  linken  Seite 
=  hL  sein,  wenn  man  mit  h  die  Anzi^hl  der  Summen,  d.  h.  also 
die   Anzahl   der    in   dem  Formensystei  t,  S    enthaltenen   Formen 
(a,  6,  c)  . . .  bezeichnet.    Da  ferner  der  Grenzwerth  der  mit  (s  —  1) 
multiplicirten  rechten  Seite  sich  direct  bestimmen  lässt,  so  erhält 
man  auf  diese  Weise  einen  Ausdruck  für  die  Classenzahl  &,  deren 
Bestimmung  ja  den   Gegenstand    unserer  ganzen  Untersuchung 
bildet. 

Bevor  wir  aber  dazu  übergehen,  diesen  Grenzprocess  durch- 
zuführen, müssen  wir  noch  einige  vorläufige  Fragen  erörtern,  deren 
Beantwortung  für  unseren  Zweck  durchaus  erforderlich  ist.  Zu- 
nächst wenden  wir  uns  dazu,  die  den  Summationsbuchstaben  x^  y 
auferlegte  Bedingung  I.  (§.  90)  so  umzuformen,  dass  man  einen 
deutlichen  Ueberblick  über  das  System  der  ihr  genügenden  Wer- 
thenpaare  x^  y  erhält.  Zu  dem  Ende  dürfen  wir  annehmen,  dass 
der  Repräsentant  (a,  &,  c)  einer  ganzen  Glasse  immer  so  gewählt 
ist,  dass  der  Quotient  a:ö  nicht  nur,  wie  schon  früher  festgesetzt 
wurde,  positiv,  sondern  auch  relative  FrimzaM  gegen  2  D  ist.  Von 
der  Berechtigung  zu  dieser  Annahme  wird  man  sich  durch  die 
folgende  Betrachtung  überzeugen.    Ist 

(a,  6,  c)  =  6{Ax^  +  Bxy  +  Cy^)  =  6F 
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eine  beliebige  Form  vom  Theiler  ö,  und  r  irgend  eine  Primzahl, 
so  kann  man  den  beiden  Variabelen  rr,  y  der  Form  stets  solche 
Werthe  beilegen,  dass  der  Werth  von  F  nicht  durch  r  theilbar 
wird;  denn  ist  eine  der  beiden  Zahlen  A^  C,  z.  B.  -4,  nicht  durch 
r  theilbar,  bo  gebe  man  x  einen  durch  r  nicht  theilbaren,  y  da- 
gegen einen  durch  r  theilbaren  Werth;  sind  aber  beide  Coefii- 
cienten  J.,  C  durch  r  theilbar,  so  ist  B  gewiss  nicht  durch  r  theil- 
bar, und  folglich  genügt  es  dann,  x  und  y  Werthe  beizulegen,  die 
beide  nicht  durch  r  theilbar  sind.  Man  "kann  folglich  auch  x  und  y 
immer  so  wählen^  dass  der  Werth  von  F  relative  PrimzoM  gegen 
irgend  eine  vorgeschriebene  Zahl  &  wird;  denn  bezeichnet  man  mit 
r',  r",  r"'  .  .  .  die  sämmtlichen  in  k  aufgehenden  Primzahlen,  so 
braucht  man  nur  zu  bewirken,  dass  F  durch  keine  einzige  der- 
selben theilbar  wird,  was  nach  dem  eben  Gesagten  sich  stets  dadurch 
erreichen  lässt,  dass  die  beiden  Variabelen  x^  y  durch  einige  dieser 
Primzahlen  theilbar,  durch  andere  nicht  theilbar  angenommen 
werden  —  Bedingungen,  die  sich  stets  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  erfüllen  lassen.  Man  kann  hinzufügen,  dass  x^  y 
ausserdem  noch  so  gewählt  werden  können,  dass  der  Werth  von  F 
positiv  ausfällt;  für  eine  negative  Determinante  D  versteht  sich 
dies  von  selbst,  da  wir  Formen  mit  negativen  äusseren  Coefficienten 
ausschliessen ;  für  eine  positive  Determinante  braucht  man,  da 

aöF=  (ax  +  byy -- Dy^ 
ist,  nur  dafür  zu  sorgen,  dass,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  entsprechend  (ax  +  by)  absolut  genommen  grösser  oder  kleiner 
als  yV D  ausfällt,  und  offenbar  lassen  die  bisher  den  Variabelen 
Xy  y  auferlegten  Bedingungen,  durch  einige  Primzahlen  theilbar, 
durch  einige  andere  nicht  theilbar  zu  sein,  noch  solchen  Spielraum 
für  ihr  Grössenverhältniss,  dass  auch  dieser  Forderung  noch  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  genügt  werden  kann.  Endhch 
können  wir  noch  behaupten,  dass  für  die  Variabelen  a?,  y  auch  solche 
Werthe  gewählt  werden  können,  welche  unter  einander  rdative 
Primzahlen  sind  und  doch  die  übrigen  Bedingungen  erfüllen,  dass 
F  positiv  und  relative  Primzahl  gegen  die  vorgeschriebene  Zahl  i 
ist;  denn  haben  x  und  y  einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so 
braucht  man  sie  nur  durch  Division  von  demselben  zu  befreien, 
und  die  Quotienten,  die  unter  einander  relative  Primzahlen  sind, 
bilden  ein  solches  allen  Anforderungen  genügendes  Werthenpaar. 
Wir  machen  von  der  vorstehenden  (auch  für  andere  Unter- 
suchungen nützlichen)  Betrachtung  eine  specielle  Anwendung  auf 
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den  Fall,  in  welchem  &  =  2i)  ist;  wir  können  dann  so  sagen:  ist 
(a,  6,  c)  irgend  eine  Form  vom  Theiler  0  und  von  der  Determinante 
2>,  so  kann  man  stets  zwei  relative  Primzahlen  a,  y  von  der  Be- 
schaffenheit finden,  dass 

o^  _  gg«  +  2bay  +  cy^ 

6  6 

positiv  und  relative  Primzahl  gegen  2  D  wird.  Da  nun  a,  y  rela- 
tive Primzahlen  sind,  so  kann  man  (§.  24)  irgend  ein  Paar  von 
Werthen  ß^d  wählen,  welche  der  Gleichung  ad  —  ßy  =  ^  genügen, 
und  dann  geht  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Substitution  (";  §)  in 
eine  äquivalente  Form  über,  deren  erster  Coefficient  a'  positiv  ist 
und  ausserdem  die  Eigenschaft  hat,  dass  a' :  6  relative  Primzahl 
gegen  2  D  ist.  Und  hiermit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nach- 
weis geliefert,  dass  in  jeder  Formenclasse  solche  Repräsentanten 
ausgewählt  werden  können,  welche  die  obige  neue  Bedingung 
erfüllen. 


§.94. 

Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  die  repräsentirende  Form 
(a,  6,  c)  so  gewählt  ist,  das  a:ö  nicht  nur  positiv,  sondern  auch 
relative  Primzahl  gegen  2  D  ist,  und  fragen  nun  nach  dem  System 
aller  Werthenpaare  x,  y,  welche  der  Bedingung  I.  genügen,  dass 

_ 

relative  Primzahl  gegen  22)  wird*).    Bezeichnen  wir  wie  früher 

mit  z:/  den  absoluten  Werth  der  Determinante  2),  so  kann  man 

stets 

a;  =  2  jdv  -h«i    y  =  2z/M;-}-y 

setzen,  wo  a  und  y  irgend  welche  der  2  d  Zahlen 

0,  1,  2,..  .(2z/  —  1), 

und  V  und  w  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten;  jede  Gombination 
zweier  ganzen  Zahlen  x^  y  kann  stets  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  diese  Form  gebracht  werden.    Da  nun  aus 

*)  Ganz  ähnlich  läest  sich  auch  der  Fall  behandeln,  wenn  (a,&,  c)  keine 
uraprüngliche  Form  ist;  man  kann  dann  gleich  darauf  ausgehen,  die  An- 
zahl der  Classen  von  beliebigem  Theiler  <r  zu  bestimmen,  und  erhält  auf 
diese  Weise  ebenfalls  das  unten  (in  §.  100)  gewonnene  Resultat. 
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X  ^  u  (mod.  2  ^)    und    y  ^  y  (mod.  2  z/) 
auch 

ax^  +  2bxy  +  cy^  _  g«»  +  2&ay  +  cy^  ,     ^  ^^ 

folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  man  unter  den  sämmtlichen  4-^/* 
Combinationen  (a,  y)  nur  diejenigen  zu  ermitteln  hat,  für  welche 

g«'^  +  2bay  +  cy^ 
_ 

relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.  Die  gesuchten  Combinationen 
(Xy  y)  vertheilen  sich  dann  in  zusammengehörige  Paare  von  arith- 
metischen Reihen,  deren  Differenz  =  2  ^  ist,  und  deren  Anfangs- 
glieder a,  y  specielle  solche  Combinationen  sind,  die  dieselbe 
Bedingung  erfüllen.  Uns  kommt  es  nun  weniger  darauf  an,  wirk- 
lich alle  diese  Combinationen  (a,  y)  genau  zu  definiren,  als  viel- 
mehr, nur  ihre  AnzaM  sicher  festzustellen,  weil  diese  allein  bei 
dem  späteren  Grenzübergang  eine  Rolle  spielt.  Hierzu  ist  es  aber 
nöthig,  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens:  ö  =  1.  Wir  fragen  nach  der  Anzahl  der  Combi- 
nationen (a,  y),  für  welche  aa^  -\-2bay  -{- cy^  oder,  da  a  relative 
Primzahl  gegen  2zi  ist,  für  welche 

g(ga2  -f.  2bay  +  cy«)  =  (ga  +  by)^  +  ^y^ 

relative  Primzahl  gegen  2  ^J  wird.  Setzt  man  zunächst  für  y  irgend 
eine  der  z/  geraden  Zahlen 

0,  2,  4  ..  .(2^:/  — 2), 

so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  (ga  +  fty)*  und  folglich 
(ga  +  by)  relative  Primzahl  gegen  2z^  werde;  lässt  man  aber  a 
das  in  Bezug  auf  den  Modulus  2  J  vollständige  Restsystem 

0,  1,  2  .  ..  (2^—1) 

durchlaufen,  während  y  seinen  Werth  behält,  so  durchläuft  (nach 
§.  18)  der  Ausdruck  (ga-f-  by\  weil  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modulus  ist,  ebenfalls  ein  vollständiges  Restsystem,  und  folglich 
gehören  zu  jedem  solchen  geraden  y  genau  tp  (2  z/)  erlaubte  Werthe 
von  g,  wo  die  Charakteristik  (p  im  früheren  Sinne  (§.  11)  gebraucht 
ist.    Jedem  der  z/  ungeraden  Werthe 

1,  3  ..  .(2z/  — 1) 

von  y  entsprechen  ebenfalls  9  (2  z/)  erlaubte  Werthe  von  a;  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  wenn  z/  gerade  ist,  weil  die  Forderung 
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sich  dann  ebenfalls  darauf  reducirt,  dass  (aa-\-bY)  relative  Prim- 
zahl gegen  2^  werden  muss.  Ist  aber  J  und  also  auch  ±-^y* 
ungerade,  so  muss,  da 

(au  -f-  byy  ±  ^y^ 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  J  werden  soll,  (aa-\-by) 
gerade  und  relative  Primzahl  gegen  J  werden,  und  folglich  muss 
auch  der  Rest  von  (aa-\'by)  in  Bezug  auf  den  Modul  2^J  gerade 
und  relative  Primzahl  gegen  z/  sein,  und  umgekehrt  wird,  sobald 
dies  der  Fall  ist,  die  obige  Forderung  erfüllt  sein.  Durchläuft 
nun  a  alle  seine  2z^  Werthe,  so  durchläuft  der  Rest  von(aa+  by) 
dieselben  2  ^  Werthe ;  unter  diesen  sind  die  folgenden  J  Reste 
gerade 

0,  2,  4  .  .  .  2(.^  — 1), 

und  unter  diesen  sind  q)  (^)  relative  Primzahlen  gegen  die  un- 
gerade Zahl  ^.  Dies  ist  also  die  Anzahl  der  zu  jedem  ungeraden 
y  gehörenden  erlaubten  Werthe  von  a;  da  nun  aber  ^  ungerade, 
also  relative  Primzahl  gegen  2  ist,  so  ist  auch  9  (2  z/J  =  9  (2)  tp  (J) 
=  9)(^j,  und  folglich  haben  wir  in  allen  Fällen  dieselbe  Antwort: 
zu  jedem  geraden  oder  ungeraden  y  gehören  stets  9  (2  z/)  erlaubte 
Werthe  von  a;  mithin  existiren  im  Ganzen  2Jq>(2^^)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Zweitens:  0  =  2;  a  und  c  gerade,  b  ungerade,  und  J5  ^  1 
(mod.  4).    Es  fragt  sich:  für  wie  viele  Combinationen  (a,  y)  ist 

^aa«  +  buy  +  \cy^ 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  ^?  —  Wir  beschränken 
uns  zunächst  darauf,  die  Combinationen  zu  bestimmen,  für  welche 
dieser  Werth  ungerade  ausfallt.  Da  wir  den  Repräsentanten 
(a,  6,  c)  so  gewählt  haben,  dass  \  a  relative  Primzahl  gegen  2  z/ 
und  also  auch  ungerade  ist,  so  wird 

D  =  b^  —  ac  =:  l     oder    ^  5  (mod.  8), 

je  nachdem  \c  gerade  oder  ungerade  ist;  im  ersten  Falle  muss 
daher  a(^aa  +  ^y)  ungerade,  also  a  ungerade  und  y  gerade 
sein;  im  zweiten  Falle  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  a 
und  y  ungerade  sein.  Die  Anzahl  der  erlaubten  Combinationen 
ist  hierdurch  im  ersten  Falle  auf  ^^^  im  zweiten  auf  3  ^^  herab- 
gedrückt 
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Soll  nun  der  Werth  von  \aa^  +  buy  +  a^y*  auch  relative 

Primzahl  gegen  z/  werden,  so  ist  erforderlich  und  hinreichend, 

dass 

{acc  +  byy  ±Jy^  =  2a(^aa^  +  bocy  +  |cy«) 

oder  also  (acc  +  by)  relative  Primzahl  gegen  ^  werde.  Im  ersten 
Falle,  wo  D  ^  1  (mod.  8)  ist,  dürfen  für  y  nur  gerade,  für  a  nur 
ungerade  Werthe  gesetzt  werden.  Giebt  man  daher  y  einen  be- 
stimmten der  z/ Werthe 

0,  2,  4  .  .  .(2-^  —  2) 
und  lässt  dann  a  die  sämmtlichen  z/ Werthe 

1,  3,  5  .  ..  (2z^— l) 

durchlaufen,  welche  offenbar  in  Bezug  auf  den  Modul  z/  ein  voll- 
ständiges Restsystem  bilden,  so  gilt  (da  a  relative  Primzahl  gegen 
^  ist)  dasselbe  von  den  J  entsprechenden  Zahlen  (aa  +  by)^  und 
folglich  sind  unter  denselben  q>(J)  =  q>(2^)  relative  Primzahlen 
gegen  z/.  Im  Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  Falle  ^d  q>(2J) 
erlaubte  Combinationen  (a,  y),  —  Im  zweiten  Falle,  wo  D  ^  5 
(mod.  8)  ist,  und  in  welchem  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
a,  y  ungerade  sein  muss,  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass 
jedem  geraden  Werthe  von  y  wieder  (p{^)  =  9  (2  z/)  ungerade 
Werthe  von  a  entsprechen,  woraus  zunächst  ^q)(2^)  zulässige 
Combinationen  entspringen;  ist  aber  y  ungerade,  und  durchläuft 
a  seine  sämmtlichen  2z/  Werthe,  so  durchläuft  der  Ausdruck 
{au  +  by)  zweimal  dasselbe  vollständige  Restsystem  in  Bezug  auf 
den  Modulus  z/;  es  giebt  daher  immer  2  q>(^)=  2  qp  (2z^)  erlaubte 
Werthe  von  a,  so  dass  aus  den  z/  ungeraden  Werthen  von  y 
genau  2  z/  g;  (2  z/)  erlaubte  Combinationen  (a,  y)  entspringen.  Im 
Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  zweiten  Falle  S'J(p(2^)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Wir  können  die  sämmtlichen  Fälle  so  zusammenfassen:  die 
Anzahl  der  Paare  von  zusammengehörigen  arithmetischen  Reihen 

a;  =  2z/t;-|-a,    y  =  2/Jw  -\-  y^ 

welche  der  Bedingung  I.  genügen,  ist 

=  (ö  .  z/  9?  (2  ^), 
wo 

cj  =  2,    wenn     0=1 

oj  =  1,    wenn     <J  =  2     und    2)  ^  1  (mod.  8) 

0)  =  3,    wenn     <J  =  2     und    D  ^  b  (mod.  8) 
ist. 
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§.  95. 

Wir  kehren  nun  zu  unserer  Hauptgleichung  zurück,  der  wir 
die  Form 

1 


Q  2. 


{ax^-\-2bxy  4-  cy^y^^f    '  ö^  +  Q  ^  n^  +  i'     \n/n^-^Q 

geben,  indem  wir  s  =  1  -f-  ^  setzen,  mit  q  multipliciren  und  durch 
6^-^Q  dividiren;  lassen  wir  jetzt  die  positive  Zahl  q  unendlich  klein 
werden,  so  haben  wir  die  Grenzwerthe  der  einzelnen  Glieder  zu 
bestimmen,  welche  sich  auf  der  linken  und  rechten  Seite  befinden. 
Indem  wir  mit  der  Discussion  der  linken  Seite  beginnen,  wird  es 
wieder  nothwendig,  den  Fall  einer  negativen  Determinante  von 
dem  einer  positiven  vollständig  zu  trennen. 

Wir  nehmen  daher  zunächst  an,  die  Determinante  D  sei 
negativ  =  —  ^.  Dann  sind  die  Variabelen  a;,  y  in  der  der  Form 
(a,  6,  c)  entsprechenden  Summe  nur  der  Bedingung  I.  unterworfen, 
und  wir  haben  eben  gesehen,  dass  eine  solche. Summe  ina^  (p(2zJ) 
Partialreihen  zerfällt,  welche  den  einzelnen  zulässigen  Combinatio- 
nen  (a,  y)  entsprechen.  Betrachten  wir  daher  zunächst  nur  eine 
einzige  solche  Partialsumme 

V l 

^  ^  (ax^  +  2b xy  +  cy^j^  +  o  ' 

in  welcher  x^  y  alle  Werthe 

X -^^Jv  -\-  a^    y  =  2^w-\'y 

zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  zulässigen  Combination 
(a,y)  und  allen  denkbaren  ganzzahligen  Werthen  v^w  entsprechen. 
Nach  den  in  den  Supplementen  (II.  §.  118)  aufgestellten  Principien 
ist  der  Grenzwerth  des  vorstehenden  Productes  identisch  mit  dem 
des  Quotienten  T\  t,  wo  t  eine  über  alle  Grenzen  wachsende  posi- 
tive Zahl,  und  T  die  zugehörige  Anzahl  der  dargestellten  Zahlen 
ax^  -f  2bxy  +  cy^  bedeutet,  welche  nicht  grösser  als  t  sind, 
für  welche  also 


<vi)'^^'vih+'m'^ 


1 


ist.  Dieser  Grenzwerth  des  Quotienten  T:t  lässt  sich  leicht  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Betrachtung  bestimmen;  setzt  man 
nämlich 
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yt      *'   vt  ~^' 

so  ist  T  die  Anzahl  der  Werthenpaare 

für  welche 

a|«  +  26S>?  +  01^2  ^  1  (2) 

wird;  sieht  man  nun  1,1^  ^.Is  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punctes  in  einer  Ebene  an,  und  lässt  man  t;  und  w  alle  ganz- 
zahligen Werthe  durchlaufen,  so  bilden  die  durch  die  Formeln  (1) 
bestimmten  Puncte  (|,  ij)  ein  Gitter,  welches  durch  die  recht- 
winklige Kreuzung  zweier  Systeme  von  Geraden  entsteht,  die  den 
Axen  parallel  sind,  und  von  denen  je  zwei  benachbarte  die  cou- 
stante  Distanz  d  =  ^J\yt  haben.  Die  ganze  Ebene  wird  auf 
diese  Weise  in  Quadrate  von  dem  Flächeninhalt 

*"  =  -r 

zerlegt,  deren  Eckpuncte  jene  Puncte  (|,  iy)  sind;  und  folglich 
ist  T  die  Anzahl  derjenigen  dieser  Gitterpuncte  (^,  iy),  welche 
nicht  ausserhalb  der  durch  die  Gleichung 

ai^ +  Uin  +  cri^=\  (3) 

dargestellten  Curve  liegen ;  da  nun  h^  —  a  c  =  —  d  negativ  (und 
a  positiv)  ist,  so  ist  diese  Curve  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunct 
mit  dem  NuUpunct  des  Coordinatensystems  zusammenfallt.  Nach 
einem  ebenfalls  in  den  Supplementen  (III.  §.  120)  aufgestellten 
Hülfssatz  hat  folglich  das  Product 

r 

den  Flächeninhalt  A  dieser  Ellipse  zum  Grenzwerth,  wenn  t  un- 
endlich gross  und  also  8  unendlich  klein  wird;  es  ist  daher  der 
gesuchte  Grenzwerth 

,.     T  A 

hm  -r-  =  -. 


t   ~  4z/2' 


woraus  schon  folgt,  dass  derselbe  von  (a,  y)  unabhängig  und  also 
für  jede  der  foJq>{2J)  Partialsummen,  welche  unsere  Summe 
constituiren,  derselbe  ist.  Mithin  ist  der  Grenzwerth  dieser,  der 
Form  (a,  6,  c)  entsprechenden  Summe 


J 
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Ql 


gleich 


(ax^  +  2bxy  +  cy*y^9 


d 


wo  A  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  (3)  bezeichnet'*').  Um  diesen 
za  bestimmen,  transformire  man  die  Gleichung  der  Ellipse  durch 
Emführung  solcher  rechtwinkliger  Coordinaten,  welche  mit  den 
Hauptaxen  der  Ellipse  zusammenfallen,  wodurch  sie  die  Form 

annehmen  wird.  Bekanntlich  bleibt  bei  einer  solchen  orthogonalen 
Transformation  die  Determinante  h^  —  ac  ungeändert,  so  dass 

aV  =  ac  —  6«  =  ^ 

ist;  andererseits  sind  V a'  und  Vc'  die  reciproken  Werthe  der  beiden 
Halbaxen,  und  folglich  ist 

WO  natürlich  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Es  ergiebt 
sich  also  das  merkwürdige  Resultat,  dass  dieser  Flächeninhalt  A^ 
nnd  folglich  auch  der  obige  Grenzwerth 

CD  ff  9  (2  4^) 

der  auf  die  eine  Form  (a,  6,  c)  bezüglichen  Summe  von  den  ein- 
zelnen Coefficienten  a^  h^  c  und  folglich  von  der  individuellen 
Natur  dieser  Form  gänzlich  unabhängig  ist**).  Denselben  Grenz- 
werth wird  daher  jede  andere,  einer  anderen  Form  (a',  6',  d)  des 
Systems  8  entsprechende  Sunmie  haben;  bezeichnen  wir  daher 
nut  h  die  Anzahl  dieser  einzelnen  Summen  auf  der  linken  Seite 
unserer  Gleichung,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Glossen  ursprünglicher 


*)  Daraas,  dass  der  Quotient  T  :  t  sich  einem  bestimmten  Grenswerth 
nähert,  geht  zufolge  des  in  den  Supplementen  (II.  §.  118)  aufgestellten 
Satzes  nachträglich  hervor,  dass  die  bisher  betrachteten  unendlichen  Reihen 
Ar  jeden  positiven  Werth  von  ^,  also  für  alle  Werthe  8  !>  1  convergiren. 

**)  Durch  eine  tiefere  Untersuchung  des  Verhaltens  der  obigen  Reihen 
för  unendlich  kleine  Werthe  von  q  ist  Kronecker  zu  einem  Satze  gelangt, 
der  eine  der  wichtigsten  Grundlagen  für  die  complexe  Multiplication  der 
elliptischen  Functionen  bildet  (Monatsber.  d.  BerL  Ak.  vom  22.  Jan.  1863^ 
Q.  Sitzungsber.  aus  den  Jahren  1883,  1886,  1889). 

Biriohlttt,  ZaUeatheorie.  ]6 
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Formen  der  öten  Art  für  die  negative  Determinante  D  =  —  4 
so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  linken  Seite  gleich 

4z^Vzf     ^' 


§.  96. 

Gehen  wir  nun  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  üher,  so  haben 
wir  wieder  mit  Hülfe  der  in  den  Supplementen  (ü.  §.  117)  auf- 
gestellten Principien  den  Grenzwerth  des  Productes 

^  ^  ni  +  ? 

zu  ermitteln,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  n  bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  2^  sind.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  v,  v\  v"  . . .  die  9  (2  J)  ersten  dieser  Zahlen, 
nämlich  diejenigen,  welche  <  2 ^^  sind,  so  kann  man  die  vor- 
stehende Summe  in  9  (2  ^)  Partialsummen  von  der  Form 

^  W^+1  "*"  (v  +  2-^)1  +  ?  "^  (v  +  4^)1  +  ^  "^ (v  +  6-J)» +e  "^  "j 

zerlegen,  in  welcher  die  unter  dem  Exponenten  (1  -f-  q)  stehenden 
Zahlen  jedesmal  eine  arithmetische  Reihe  von  der  Differenz  2J 
bilden ;  da  nun  nach  dem  in  den  Supplementen  behandelten  spe- 
ciellen  Fall  der  Grenzwerth  einer  solchen  Partialreihe 

_  J_ 

und  also  unabhängig  von  v  ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen 
Summe 

und  mithin  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  rechten  Seite  der 
Hauptgleichung 


6.2^  \nj  wi  + 


Da  aber  beide  Seiten  für  jeden  Werth  von  s  >  1,  d.  h  für  jeden 
positiven  Werth  von  q  identisch  sind,  und  da  sie  folglich,  wenn 
überhaupt  einen,  nothwendig  denselben  Grenzwerth  haben  müssen, 


r 
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80  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung,  indem  wir  2)  =  —  /i 
restituiren, 

als  Ausdruck  für  die  Glassenanzahl  der  ursprünglichen  Formen 
tfter  Art  (mit  positiven  äusseren  Coefficienten)  für  eine  negative 
Determinante  D;  hierin  ist  ferner  (nach  §.  88) 

X  =  4,  wenn  D  =  —  1, 

X  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  ö  =  2, 

X  =  2  in  den  übrigen  Fällen; 

und  (nach  §.  94) 

©  =  2,  wenn  ö  =  1, 

CO  =  1,  wenn  <J  =  2  und  D  ^  1  (mod.  8), 

0  =  3,  wenn  <J  =  2  und  2)  ^  5  (mod.  8). 


§.  97. 

Für  Formen  der  ersten  Art  erhalten  wir  daher,  indem  wir 
tf  =  1,  X  =  2  und  fi>  =  2  setzen, 

Ä  =  1  yrr^ ,  lim  2  f^) -JL 

mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles  D=  —  1,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  =  4  ist,  und  folglich 

wird;  es  wird  später  (§.  101)  allgemein  gezeigt  werden,  dass 

Um2(^)l     =2(^)1 

ist,  Yorausgesetzt,  dass  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder  ihrer 
Grösse  nach  geordnet  werden;  in  dem  speciellen  Falle  D  =  —  1 
wd  daher 

»=io-i+^-^  ■••)='. 

da  der  Werth  der  in  der  Parenthese  befindlichen  unendlichen 
Beihe  Ton  LeQmitz  bekanntlich  =^  \n  ist;  hierin  liegt  also  eine 

16* 


i 
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Bestätigung  unserer  Principien,  da  in  der  That  für  die  Determi- 
nante D  =  —  1  nur  eine  einzige  Glasse  von  Formen  (mit  positiven 
äusseren  Goefficienten)  existirt. 

Wir  wollen  nun  mit  der  vorstehenden  Formel  für  die  Classen- 
anzahl  h  der  Formen  der  ersten  Art  die  für  die  Anzahl  V  der 
Formen  der  zweiten  Art  vergleichen.  Wir  unterscheiden  zu  dem 
Zweck  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  ^  1  oder  D  ^  5  (mod.  8) 
ist    Im  ersten  Falle  ist  x  =  2  und  ©  =  1,  folglich 

Ä'=lV=rD.lim2  f~')-iT  =  A; 

im  zweiten  Falle  dagegen  ist  cd  =  3  und  x  =  2,  also 

Ä'  =  1     2  yziD  .  lim  ^(R\^-\h, 
3     Ä  \nj  »1  +  ^        3    ' 

ausgenommen  den  einzigen  Fall  D  =  —  3,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  =  6,  und  folglich  wieder 

ist    Wir  können  daher  so  zusammenfassen:  es  ist 

V  =  fe,  wenn  D  ^  1  (mod.  8),  und  für  D  =  —  3 ; 

V  =  jÄ,  wenn  JD  ^  5  (mod.  8),  ausgenommen  D  =  —  3. 

Diese  Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  der  Formen  der  ersten 
und  der  zweiten  Art  hat  schon  Gauss  gefunden,  aber  auf  einem 
ganz  anderen  Wege*). 


§.  98. 

Wir  haben  nun  dieselbe  Untersuchung  für  den  Fall  einer 
positiven  Determinante  D  =  ^  zu  wiederholen.  Betrachten  wir 
zunächst  die  linke  Seite,  so  zerlegen  wir  wieder  jede  auf  eine 
bestimmte  Form  (a,  ft,  c)  bezügliche  Summe  in  cd  2^9(2  ^)Partial- 
summen  von  der  Form 

^ 1 

^  ^  (ax^  +  2b xy  +  cy»)^+e' 

in  deren  jeder  die  Summationsbuchstaben  alle  Werthenpaare 

X  =  2Jv  +  u^    y  =  2/iw  +  Y  0) 


*)  D.  A.  art.  256,  VI.  —  Vergl.  §.  161,  I. 
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zu  durchlaufeD  haben,  die  einer  bestimmten  Gombination  (m,  y) 
und  allen  ganzzahligen  Werthen  t;,  w  entsprechen;  jetzt  aber 
treten  ausserdem  noch  die  Isolirungsbedingungen  IL  hinzu,  denen 
gemäss 

y^O,     V(ax  +  hy)  >  Ty  (2) 

sein  soll.  Diese  letzteren  Bedingungen  haben,  wie  wir  schon 
früher  gesehen  haben  (§.  87),  zur  Folge,  dass 

ao:  +  (6  +  yB)y,    ax  +  {b  ^  VD)y, 
und  also  auch 

ax^  -\-  2bxy  +  cy^ 

positive  Zahlen  sind,  und  wir  können  daher  wieder  die  in  den 
Supplementen  aufgestellten  Principien  anwenden;  bezeichnen  wir 
mit  t  einen  beliebigen  positiven  Werth  und  mit  r  die  Anzahl  der- 
jenigen in  den  Reihen  (1)  enthaltenen  und  zugleich  den  Bedin- 
gungen (2)  genügenden  Werthenpaare  rc,  y,  für  welche 

ax^  +  2bxy  -{-  cy^  ^  t  (3) 

ist,  so  haben  wir  nur  den  Grenzwerth  des  Quotienten  r  :  t  für 
unbegrenzt  wachsende  Werthe  von  t  zu  bestimmen,  um  dadurch 
zugleich  den  Grenzwerth  der  obigen  Partialsumme  zu  finden, 
welche  der  einen  Gombination  (a,  y)  entspricht.  Setzen  wir  wieder 
(indem  wir  Vt  positiv  nehmen) 

y        X  y 

und  sehen  wir  |,  i^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punctes 
einer  Ebene  an,  so  ist  r  die  Anzahl  derjenigen  in  der  Doppelreihe 

enthaltenen  Gitterpuncte,  welche  den  drei  Ungleichheiten 

1?  S  0,     U(ai  +  bri)  >  Tri, 
a^^  +  26f  1?  +  C7^2  <  1 

Genüge  leisten,  d.  L  welche  innerhalb  eines  Stückes  der  £  17-Ebene 
liegen,  das  zum  Theil  durch  die  Axe  der  |,  zum  Theil  durch  eine 
durch  den  NuUpunct  gehende  Gerade,  und  endlich  durch  eine 
Hyperbel  begrenzt  wird,  die  den  NuUpunct  zum  Mittelpuncte  hat. 
Bezeichnen  wir  mit  B  den  Flächeninhalt  dieses  Stückes  der 
1 17 -Ebene,  so  wird  nach  den  in  den  Supplementen  aufgestellten 
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Prindpien,  wenn  t  unendlich  gross,  und  also  die  Kante  d=:2J:'Vt 
der  Gitterquadrate  unendUch  klein  wird, 


also 


lim  r  .  d»  =  4^/»  .  lim  ^  =  B, 

V 


sein.  Da  dieser  Grenzwerth  zugleich  der  Grenzwerth  der  Partial- 
siunme  ist,  welche  sich  auf  die  eine  Gombination  (a,  y)  bezieht,  so 
wird,  da  hierin  die  Werthe  a,  y  ganz  herausgefallen  sind,  jede  der 
0^/9(2^)  Partialsummen,  welche  den  verschiedenen  Gombi- 
nationen  (a,  y)  entsprechen,  und  welche  zusammen  die  auf  die 
Form  (a,  &,  c)  bezügliche  Summe  constituiren,  denselben  Grenz- 
werth haben;  und  mithin  wird 

Q  y  (2  ^)  j. 
der  iGrenzwerth  der  ganzen  Summe 

y    1 

sein.  Um  nun  den  Flächeninhalt  B  des  durch  die  drei  obigen 
Ungleichheiten  definirten  Hyperbelsectors  zu  finden,  wird  man 
am  besten  Polarcoordinaten  r,  9)  einführen,  indem  man 

I  =  r  cos  9,    iy  =  r  sin  9 

setzt,  wo,  wie  gewöhnlich,  r  stets  positiv  und  9  zwischen  0  und  2  % 
genommen  werden  soll,  was  hinreicht,  um  jeden  Punct  (|,  17)  der 
Ebene  einmal  und  nur  einmal  zu  erzeugen.  Durch  diese  Trans- 
formation verwandeln  sich  die  früheren  Grenzbedingungen  in 
folgende: 

sin 9  ^  0;     lJ{a  cotang9  +  &)  >  T\ 
r*  (a  cos  9^  +  2  6  cos  9  sin  9  -f  c  sin  9^)  ^  1, 

und  wir  wiederholen  die  frühere  Bemerkung,  dass  für  jeden,  den 
beiden  ersten  Bedingungen  genügenden  Winkel  9  die  Grössen 

a  cos  9  +  (6  +  VD)  sin  9,    a  cos  9  -|-  (6  —  VD)  sin  9, 
acos9^  -f  2 6 cos 9 sin 9  -|-  c^mq>^ 

positiv  sind,  so  dass  also  innerhalb  des  durch  diese  beiden  ersten 
Bedingungen  begrenzten  Winkelraumes  keine  Asymptote,  sondern 
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nur  ein  endliches  Stück  der  Hyperbel  liegt,  woraus  schon  folgt, 
dass  der  entsprechende  Sector  jedenfalls  einen  endlichen  Werth 
hat*).    Dieser  wird  bekanntlich  durch  die  Formel 


5=/  I  rdrdq)=z-  I  r^d(p 


j  =  —  d  cotang  tp 


gefunden,  wo  nun  in  dem  einfachen  Integral  rechts  für  r>  der  in 
der  Peripherie  der  Hyperbel  geltende  Werth 

,,= i 

a  cos  9^  +  2  6  cos  9  sin  9  -f  c  sin  9* 

=_fL_f__ l 1 ^\^_ 

2  YD  [acotang  9  +  b  —  VD      acotang  9  +  6  +  VDJ  sin 92 

zu  setzen  ist;  wir  erhalten  daher,  indem  wir  cotang  9  als  neue 
Yariabele  betrachten,  und 

dip    

sin  9' 

setzen,  das  unbestimmte  Integral 

1      /*        ad  cotang  9  1      P        ad  cotang  9 

~'TVDj  a cotang 9  +  6  +  VD  ""  rVnJ  acotang 9 +  6— VI) 

1      ,      a  cotang  9  +  ^  +  VD 

~  rVD  ^^  acotang9  +  6  — VD' 

diese  Integration  ist  aber  auszudehnen  über  alle  Werthe  von  9, 
•welche  einen  positiven  Sinus  haben,  also  von  9  =  0  ab  bis  zu  dem 
Werth,  wo  [/"(a cotang 9  -f  6)  =  T  wird;  dieser  Endwerth  von  9 
ist  durch  die  Bedingung,  dass  sin 9  positiv  sein  soll,  vollständig 
bestimmt,  und  wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass 
innerhalb  dieses  ganzen  Winkelraumes  die  beiden  Grössen 

a  cotang  9  +  6  +  VA    a  cotang  9  +  6  —  V-D 

stets  das  positive  Zeichen  behalten,  so  dass  das  obige  unbestimmte 
Integral  eine  stetige  reelle  Function  von  9  ist,  woraus  folgt,  dass 
wir  nur  die  beiden  Grenzen  in  dasselbe  einzusetzen  haben.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir 


*)  Hieraus  folgt  wieder  nachträglich  die  Gonvergenz  der  bisher  be- 
trachteten Reihen  für  jeden  positiven  Werth  von  ^,  d.  h.  für  jeden  Werth 
Ton  «  >  1. 


248  Fünfter  Abschnitt.  §.99. 

Der  Grenzwerth  der  auf  die  Form  (a,  (,  c)  bezüglichen  Samme 
wird  daher,  wenn  man  statt  d  wieder  B  schreibt,  gleich 

a)y(2J),_T+  WD 

snyi)  ^        ö 

wo,  wie  früher,  T,  ü"  die  beiden  kleinsten  der  Bedingung 
T*  —  Dü^  =  6^  genügenden  positiven  Zahlen  bedeuten.  Mithin 
zeigt  sich  auch  hier,  wie  früher  bei  den  Formen  yon  negativer 
Determinante,  dass  der  Grenzwerth  einer  auf  eine  einzelne 
Form  (a,  6,  c)  des  Systems  S  bezüglichen  Summe  nur  von  der 
Determinante  D  (und  der  Art  <y),  dagegen  gar  nicht  von  dem 
individuellen  Charakter  der  Form  abhängt,  dass  er  also  für  alle 
diese  Formen  derselbe  ist.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  h  die  An- 
zahl aller  in  S  enthaltenen  Formen,  d.  h.  die  Anzahl  aUerClassen 
ursprünglicher  Farmen  öter  Art  für  die  positive  Determinante  D, 

so  ist  daher 

mq>(2D)        T+UVD 

"  8DVD   ^^^  ö 

der  Grenzwerth,  welchem  für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe 
von  Q  die  linke  Seite  unserer  Hauptgleichung  sich  nähert  Auf 
der  rechten  Seite  ist  x  =  1,  femer  ebenso  wie  früher  bei  Formen 
von  negativer  Determinante 

*  -^  „i  +  ?  —     2^  2D    ' 

und  ^folglich  erhalten  wir  durch  Vergleichung  beider  Seiten  der 
Hauptgleichung  das  Besultat 

,  1  iVD  ..     „  /D\     1 


§.  99. 

Für  Formen  der  ersten  Art  ist  tf  =  1,  und  a»  =  2  (§.  94); 
hieraus  folgt  für  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher  Formen 
erster  Art  der  Ausdruck 

.  _         2VD  ,.     „  /J)\     1 
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wo  T,  ZJ  die  kleinsten  der  Bedingung 

T«  —  D  £7»  =  1 

genügenden  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Ist  femer  2)  ^  1 
(mod.  4),  so  existiren  auch  Formen  der  zweiten  Art,  deren  Anzahl 
-wir  mit  V  bezeichnen  wollen;  es  ist  dann  <J  =  2,  und  ©  =  1  oder 
=  3  zu  setzen,  je  nachdem  D  eiz  1  (mod.  8)  oder  ^  5  (mod.  8) 
ist ;  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  zur  Unterscheidung  mit  T\  U' 
die  kleinsten  der  Bedingung 

genügenden  ganzen  positiven  Zahlen  bezeichnen, 

1  2yD  y  /D\        1 

^  =  «  •  logi(r  +  Ü'VD)  '  ^"^  ^  \n)i^9' 

Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Lösung  (t^  u)  der  Gleichung 
i* — Du^  =  l  durch  Verdoppelung  eine  Lösung  (t'  =  2t^  u'  =  2u) 
der  Gleichung  t'^  —  Du'^  =  4:  giebt,  und  umgekehrt,  dass  man 
durch  Halbirung  jeder  geraden  Lösung  (t\  u*)  der  letzteren  eine 
Lösung  (t,  u)  der  ersteren  erhält.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  (t'  =  2T^  u^  =  2U)  jedenfalls  die  kleinste  gerade  Lösung 
der  Gleichung  i'^  —  Dw'«  =  4  ist.  Ist  nun  zunächst  D  ^  1 
(mod.  8),  so  kann  diese  Gleichung  überhaupt  nur  gerade  Lö- 
sungen haben;  denn  wäre  eine  der  beiden  Zahlen  t\  vi  und  folglich 
auch  die  andere  ungerade,  so  wäre  die  linke  Seite  durch  8  theil- 
bar,  während  sie  doch  =  4  sein  soll;  in  diesem  Falle  ist  daher 

T'  =  2  T,     U'  =  2Ü,         ^^     ^     =  T+  UVD, 

und  da  ausserdem  cd  =  1  ist,  so  ergiebt  sich 

Ä'  =  A,    wenn  D  ^  1  (mod.  8). 

Ln  anderen  Falle  D  ^  5  (mod.  8)  kann  die  Regel  nicht  so 
bestimmt  ausgesprochen  werden,  indem  bei  manchen  dieser  De- 
terminanten die  kleinste  Lösung  {T\  ü')  wieder  eine  gerade,  bei 
anderen  aber  eine  ungerade  ist.  Ln  ersten  dieser  beiden  Fälle 
ist  dann  wieder  T'  =  2  T,    ü'  =  2Ü  und  folglich,  da  ©  =3  ist, 

Ä'  =  i  Ä,  wenn  JD  =  5  (mod.  8),  und  T\  U'  gerade; 
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es  giebt  unterhalb  200  nur  5  Determinanten,  nämlich  37,  101,  141, 
189,  197,  für  welche  dieser  Fall  eintritt*). 

Im  zweiten  Falle,  wenn  T',  ü'  ungerade  sind,  haben  wir  unter 
allen  positiven  Lösungen  (t\  m'),  welche  (§.  85)  aus  der  Formel 

2  -\  2  ) 

für  positive  Werthe  von  n  entspringen,  die  kleinste  gerade  auf- 
zusuchen. Versuchen  wir  daher  die  nächst  grössere  Lösung,  welche 
dem  Exponenten  n  =  2  entspricht,  so  erhalten  wir 


T  +  UVB  =  C 


da  u'  offenbar  ungerade  ist,  so  gehen  wir  zu  dem  folgenden  Ex- 
ponenten n  =  3  über,  um  die  nächst  grössere  Lösung  zu  prüfen; 
da  finden  wir 

«-  4  -^  4  » 

und  da 

T'2  =  CT'a  =  1  (mod.  8),     3i)  =  —  1  (mod.  8) 

ist,  so  folgt,  dass  t'  und  folglich  auch  u'  gerade  Zahlen  werden, 
und  also  i'  =  2T,  m  =  2  ü  ist.  Wir  haben  daher  in  diesem 
Falle 

T'+  ü'VDy 

und 

T'  4-  77'  VT) 
log       ^^   ^^  =  i  log  (T+  C/VD); 

berücksichtigt  man  ferner,  dass  o  =  3  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Relation 

h!  =  Ä,    wenn  D  ^  5  (mod.  8),    und  T\  U'  ungerade. 

Auch  für  positive  Determinanten  hat  Gauss**)  ebenfalls  die 
Relationen  zwischen  den  Anzahlen  der  Formen  der  ersten  und 
zweiten  Art  aufgestellt,  für  den  letzten  Fall  aber,  in  welchem 
2)  ^  5  (mod.  8)  ist^  in  ganz  anderer  Form;  er  zeigt  nämlich,  dass 
die  drei  ursprünglichen  Formen 

*)  Vergl.  Cayley:  Note  8ur  VSquation  x^ -- D y^  =  ±^4,  D  =  5(mod.8), 
Grelle's  Journal,  Bd.  63,  p.  369.  Man  findet  daselbst  eine  Tabelle,  welche  bis 
D  =  997  reicht. 

♦*)  2>.  A,  art.  266.  VI.  —  Vergl.  §.  151,  I. 
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(1,  0,  -  D),   (4,  1,  1^    (4,  3,  t=^ 

entweder  alle  äquivalent  sind,  oder  drei  verschiedenen  Glassen 
angehören;  und  je  nachdem   das  Erstere  oder  Letztere  eintritt, 


ist  W  =  h  oder  V  =  |ä. 


§.  100. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  für  alle  Fälle  gezeigt  haben, 
wie  die  Classenanzahl  der  Formen  zweiter  Art  aus  der  der  Formen 
erster  Art  gefunden  werden  kann,  beschränken  wir  die  fernere 
Untersuchung  lediglich  auf  die  Bestimmung  der  letzteren.  Bevor 
wir  aber  dazu  übergehen,  können  wir  eine  weitere  Zurückfuhrung 
unserer  Aufgabe  vornehmen,  indem  wir  zeigen,  dass  man  nur  solche 
Determinanten  D  zu  betrachten  braucht,  welche  durch  keine 
Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Ist  D  eine  beliebige  Determinante,  so  kann  man  immer 
D  =  D'  S*  setzen,  wo  S^  das  grösste*)  in  D  aufgehende  Quadrat, 
and  also  D'  ein  Product  aus  lauter  ungleichen  Primzahlen  (oder 
auch  =  —  1)  ist,  welches  dem  Zeichen  nach  mit  D  übereinstimmt; 
dann  lässt  sich  die  Classenanzahl  der  Formen  von  der  Determi- 
nante D  auf  die  der  Formen  von  der  Determinante  D'  zurück- 
führen. Bezeichnen  wir  alle  auf  die  Determinante  D  bezüglichen 
Grössen  durch  beigesetzte  Accente,  so  wollen  wir  zunächst  die 
beiden  Summen 


(^\i,     und    2(^U 


mit  einander  vergleichen,  in  welchen  wir  der  Bequemlichkeit 
halber  s  statt  1  -|-  9  geschrieben  haben.  In  der  zweiten  muss 
der  Buchstabe  n'  alle  positiven  Zahlen  durchlaufen,  welche  relative 
Primzahlen  gegen  2  D'  sind.  Bezeichnen  wir  mit  g'  alle  positiven 
ungeraden,  nicht  in  D'  aufgehenden,  und,  wie  früher,  mit  q  alle 
positiven  ungeraden,  nicht  in  D  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist, 
^e  wir  früher  gesehen  haben, 


'*)  Die  folgende  Untersuchnng  gilt  auch  fär  den  Fall,  dass  D'  selbst 
nooh  quadratische  Factoren  hat. 
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und  natürlich  ebenso 


VaVä" 


Offenbar  bildet  nun  das  System  der  Primzahlen  q  nur  einen 
Theil  der  Primzahlen  q\  denn  eine  in  D=D'  S^  nicht  aufgehende 
Primzahl  q  geht  auch  nicht  in  2)'  auf  und  ist  folglich  eine  der 
Primzahlen  g'.  Das  System  der  Primzahlen  g'  besteht  daher  ans 
dem  der  Primzahlen  q  und  aus  solchen  ungeraden  Primzahlen  r, 
welche  nicht  in  I)\  wohl  aber  in  D,  also  auch  in  8  aufgehen,  und 
deren  Anzahl  offenbar  endlich  ist.  Das  auf  die  Determinante 
D'  bezügliche  unendliche  Product  wird  sich  daher  in  folgender 
Weise  zerlegen 

1  1  1 


da  nun  femer  D  =  D'  8^  und  folglich 

(f)=(^)=(f) 

ist,  so  erhalten  wir,  indem  wir  statt  der  beiden  unendlichen  Pro- 
ducte  wieder  die  unendlichen  Reihen  aufschreiben,  das  Besultat 

und  hieraus 

''"■^©;n^.  =  n(i-(5:)l)«..(^);^, 

WO  also  das  Productzeichen  sich  auf  alle  ungeraden  in  5,  aber 
nicht  in  D'  aufgehenden  Primzahlen  r  bezieht. 

Nachdem  wir  so  für  positive  wie  negative  Determinanten  das 
Yerhältniss  zwischen  den  beiden  analogen  Grenzwerthen  bestimmt 
haben,  die  als  Factoren  in  den  Classenanzahlen  h  und  h!  für  die 
Determinanten  D  und  D'  auftreten,  müssen  wir  wieder  die  beiden 
Hauptfälle  von  einander  trennen. 


r 
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Ist  zunächst  D'  und  folglich  auch  D  negativ ^  so  haben  wir 
(da  wir  uns  auf  Formen  der  ersten  Art  beschränken) 


und,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  in  welchem  D'  =  —  1, 


Mit  Ausnahme  des  Falles  2)'  =  —  1  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
das  eben  gefundene  Yerhältniss  der  beiden  Grenzwerthe  der  un- 
endlichen Beihen, 

»  =  »"x«.n(.-(2:)l> 

ist  aber  D'  =  —  1,  also  x'  =  4,  ä'  =  1,  und  D  =  —  S^  nicht 
ebenfalls  =  —  1,  also  /S  >  1,  so  ist  die  Classenanzahl  für  eine 
solche  Determinante  D  gleich 

(—  l)^(r-l) 


jsn(i-4=l>^') 


Für  positive  Determinanten   haben  wir   folgende   Formeln 
erhalten : 

log(r+  ÜVD)       ^\nj  n^  +  9 

_  2-VB'  ..     ^/B\      1 

~  log(T'  +  Ü'YD')       ^\n'Jn'^  +  f ' 

vo  T',  U'  die  kleinsten  positiven  Zahlen  bedeuten,  die  der  Be- 
dingnng  T'*  —  D'  D'*  =  1  genügen;  hieraus  ergiebt  sich 

,  _  , ,  log (T' +  Ü'YD')  ^  o    n  A      t^'\  l^ 
*  =  *     log  (T+  ÜYBT  ^  ^■^V~\t)t)^ 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  das  Yerhältniss  der  beiden 
Logarithmen  in  rationaler  Form  anzugeben.  Offenbar  liefert  nun 
jede  Lösung  (<,  u)  der  Gleichung 

*«  — 2)u«=l,    ih    ^«  — D'S«fia=l 

eine  Losung  der  Gleichung 

f'a  — i)'f*'«  =  1, 
in  welcher 

t'  =  t,    u'  =  Su, 
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also  das  zweite  Element  vi!  durch  S  theilbar  ist;  und  umgekeHrt, 
sobald  in  der  Lösung  (^',u')  das  zweite  Element  vi  durch  S  theilbar 
ist,  so  erhält  man  hieraus  eine  Lösung  der  ersteren.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Zahlen 

die  kleinste  positive  Lösung  der  zweiten  Gleichung  bilden,  in 
welcher  das  zweite  Element  durch  S  theilbar  ist,  man  kann  daher 

T+  8  UVB'  =  T+  U\D  =  {T  +  U'yD'Y 

setzen,  wo  A  der  kleinste  positive  ganze  Exponent  ist,  für  welchen 
der  irrationale  Bestandtheil  der  Potenz  einen  durch  S  theilbaren 
Goefficienten  erhält;  und  dann  ist 

»  =  vxi...n(:-(^)l). 

Setzt  man,  wie  früher, 

(T'  +  WDy  =  *;  +  Mi  VD', 

80  lässt  sich  der  Werth  von  X  unmittelbar  angeben,  wenn  für 
jede  einzelne  in  S  aufgehende  Primzahl  p  die  kleinste  Zahl  v 
bekannt  ist,  für  welche  Uv  durch  p  theilbar,  und  zugleich  die 
höchste  Potenz  von  p  gegeben  ist,  welche  dann  in  uV  aufgeht"^); 
doch  gehen  wir  hierauf  nicht  weiter  ein,  da  der  Hauptzweck,  das 
Yerhältniss  zwischen  den  Glassenanzahlen  h  und  h'  für  die  De- 
terminanten D  und  D'  zu  finden,  erreicht  ist. 

Dieselbe  Aufgabe  ist,  wenigstens  für  negative  Determinanten, 
auch  schon  von  Gauss  vollständig  gelöst**). 


§.  101. 

In  Folge  der  vorhergehenden  Untersuchungen  können  wir  uns 
auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  die  Determinante  D  durch 
kein  Quadrat  ausser  1  theilbar  ist,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig, 
den  Grenzwerth  der  unendlichen  Reihe 


*)  Dirtchlet:  üeher  eine  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  von 
positiver  Determinante  (Crelle's  Journal,  Bd.  53). 

**)  D.  Ä.  art.  256.  V.  Uebrigens  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  Gauss 
auch  für  positive  Determinanten  die  obige  Lösung  vollständig  gefunden 
hat;  vergl.  die  Abhandlung  des  Herausgebers:  lieber  die  Anzahl  der  J<iea2- 
Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körpers  (Braun* 
schweig,  1877).  —  Yergl.  §.  151 ,  11.  —  Die  obigen  Sätze  sind  auf  anderem 
Wege  auch  von  Lipschitz  bewiesen  (Grelle's  Journal,  Bd.  53). 
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l(^)  — 


für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe  von  q  wirklich  zu 
bestimmen. 

So  lange  g  positiv  bleibt,  ist  diese  Reihe  immer  convergent,  und 
zwar  ist  ihre  Summe  durchaus  unabhängig  von  der  Ordnung,  in 
welcher  man  ihre  Glieder  auf  einander  folgen  lässt;  ist  aber  (>  =  0, 
so  gehört  diese  Reihe  zu  der  Classe  derjenigen,  in  welcher  die 
Summe  der  positiven  Glieder  für  sich,  so  wie  die  der  negativen 
Glieder  für  sich  genommen  unendlich  gross  ist  Da  nun  unter  der 
Summe  einer  unendlichen  convergirenden  Reihe  stets  der  Grenz- 
werth  verstanden  wird,  welchem  sich  die  Summe  ihrer  ersten 
n  Glieder  nähert,  wenn  die  GliederaDzahl  n  unbegrenzt  wächst,  so 
sieht  man  leicht  ein,  dass  bei  einer  unendlichen  Reihe  von  dieser 
eigenthümlichen  Beschaffenheit  erst  dann  von  ihrer  Gonvergenz 
und  von  ihrer  Summe  die  Rede  sein  kann,  nachdem  ihre  sämmt- 
lichen  Glieder  in  eine  bestimmte  Ordnung  gebracht  sind,  nach 
welcher  eines  auf  das  andere  folgt;  denn  die  Summe,  wenn  sie 
überhaupt  existirt,  hängt  wesentlich  von  der  Gompensation  ab, 
welche  zwischen  den  für  sich  allein  unendlich  wachsenden  posi- 
tiven und  negativen  Bestandtheilen  gerade  durch  diese  Anordnung 
der  Glieder  hervorgebracht  wird.  Eine  solche  unendliche  Reihe 
hat  daher  ganz  verschiedene  Summen,  je  nach  der  verschiedenen 
Anordnung  der  Glieder.  Aber  gesetzt  auch,  dies  wäre  gar  nicht 
der  Fall,  sondern  die  Reihe  hätte  auch  für  den  Werth  p  =  0  einen 
vollständig  bestimmten  Werth,  so  würde  sich  immer  noch  fragen, 
ob  dieser  Werth  auch  der  Grenzwerth  ist,  welchem  sich  der  Werth 
der  Reihe  unendlich  nähert,  wenn  g  unendlich  klein  wird,  d.  h.  es 
würde  sich  fragen,  ob  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  sich  an 
der  Stelle  g  =  0  stetig  mit  g  ändert. 

lieber  alle  diese  Zweifel  entscheidet  nun  der  folgende  allge- 
meine Satz*):  Sind  «i,  oe«},  a,  .  .  .  tmendlich  viele  Constanten  von 
der  Beschaffenheit^  dass  die  Summe 

-wie  gross  auch  n  werden  mag^  ihrem  absoluten  Werth  nach  stets 
Meiner  bleibt  als  eine  feste  Constante  (7,  so  convergirt  die  unend- 
liche Reihe 


*)  DirichUt:  Becherches  etc.  §.  1.  —  Vergl.  §.  143. 
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1«  i"  2»  "^  3»  "^  ^  m''^  "  ' 

für  jeden  positiven  Werth  des  Exponenten  s  (excl,  $  =  0)  und  ist 
eugleich  eine  stetige  Function  von  s. 

Um  dies  zu  beweisen,  vergleichen  wir  die  vorstehende  Reihe 
mit  der  folgenden 

Die  Summen  der  ersten  n  Glieder  der  ersteren  und  letzteren  Reihe 
unterscheiden  sich  von  einander  nur  um 

ßn         . 


•     •     • 


(n  +  1)" 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  ßn  seinem  absoluten  Werth  nach 
stets  unterhalb  der  endlichen  Grösse  C  bleibt,  und  s  positiv  ist, 
so  wird  dieser  Unterschied  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  unend- 
lich klein  werden.  Nähert  sich  daher  die  Summe  der  ersten 
n  Glieder  der  einen  Reihe  einem  bestimmten  Grenzwerth,  d.  h 
convergirt  die  eine  Reihe,  so  ist  dies  auch  mit  der  anderen  der 
Fall,  und  zwar  hat  sie  dieselbe  Summe.  Wir  brauchen  daher  die 
obigen  Behauptungen  nur  für  die  letztere  Reihe  zu  beweisen; 
dazu  betrachten  wir  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern, 
welche  auf  die  ersten  n  Glieder  folgen: 

^»^^((irri?-(irF2p)  +  -'- 

■^  ^'•  +  ~  \(n  +  m)'  ~"  (n  +  w  +  1)V ' 
da  die  Differenzen 

1111 


(n  +  !)•       {n  +  2)-'    (n  +  2)'       (n  +  3)' 
sämmtlich  positiv  sind,  und  ihre  Goefficienten 

Pn  +  l»      ^«  +  2  •  •  • 

absolut  genommen  sämmtlich  kleiner  als  C  sind,  so  ist  die  Summe 
dieser  m  Glieder  absolut  genommen  auch  kleiner  als  das  Prodact 
aus  C  und  der  Summe  jener  m  Differenzen,  d.  h.  kleiner  als 


^\(n  +  iy       (n  +  m  +  iy) 
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und  folglich  auch  kleiner  als   die  von  der  Gliederanzahl  m  un- 
abhängige Grösse 

C  C^ 

(n  +  ly^  n'' 

die  Summe  dieser  m  Glieder  der  Reihe  kann  daher,  wie  gross  ihre 
Anzahl  m  auch  genommen  werden  mag,  durch  hinreichend  grosse 
Werthe  von  n  kleiner  gemacht  werden,  als  jeder  vorher  vor- 
geschriebene noch  so  kleine  Werth.  Das  Stattfinden  dieser  Erschei- 
nung ist  aber  bekanntlich  nicht  nur  ein  erforderliches,  sondern 
auch  ein  ausreichendes  Kennzeichen  für  die  Gonvergenz  einer 
unendlichen  Reihe. 

Nachdem  so  für  jeden  positiven  Werth  von  s  die  Gonvergenz 
der  Reihe  gezeigt  ist,  haben  wir  noch  zu  beweisen,  dass  der  Werth 
der  Reihe  sich  stetig  mit  s  ändert;  wir  weisen  dies  nach  für  das 
Gebiet  aller  positiven  Werthe  von  s,  die  grösser  sind,  als  ein  be- 
stimmter positiver  Werth  ö;  da  man  nämlich,  wie  klein  ein  von 
Null  verschiedener  positiver  Werth  s  auch  sein  mag,  immer  noch 
einen  positiven  Werth  6  angeben  kann,  welcher  unterhalb  s  liegt, 
80  wird  der  Beweis  dann  wirklich  für  alle  positiven  Werthe  s 
(excl.  s  =  0)  gelten.  Nun  können  wir  die  ganze  Reihe  als  aus 
zwei  Theilen  bestehend  ansehen,  deren  erster  die  Summe  ihrer 
ersten  n  Glieder 

also  eine  stetige  Function  von  s  ist,  während  der  zweite,  wie  im 
Vorhergehenden  bewiesen  ist,  sicher 

C  C 

<  —-  und  also  auch  <  — - 

ist;  dieser  letztere  Theil  kann  also  durch  die  Wahl  eines  hin- 
reichend grossen  Werthes  von  w,  d.  h.  durch  eine  zweckmässige 
Zerlegung  der  ganzen  Reihe,  kleiner  gemacht  werden,  als  irgend 
ein  vorgeschriebener  Werth;  und  zwar  wird,  was  besonders  wichtig 
ist,  für  alle  Werthe  von  s  >  6  dies  durch  einen  und  denselben 
Werth  von  n,  d.  h.  durch  eine  und  dieselbe  Zerlegung  der  unend- 
lichen Reihe  bewirkt  werden.  Da  nun  der  erste  Bestandtheil 
stetig  ist,  so  kann  eine  etwaige  Unstetigkeit  des  Ganzen  nur  von 
einer  Unstetigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  herrühren ,  und  folg- 
lich muss,  da  dieser  zweite  Theil  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  s  absolut  genommen  <  Cn"^  ist,   die  Grösse   einer 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  ij 
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plötzlichen  Werthänderung  beim  Durchlaufen  eines  bestimmten 
Werthes  von  s  jedenfalls  <  2  Cn~^  sein.  Da  wir  aber  durch 
zweckmässige  Wahl  von  n  diesen  Werth  beliebig  klein  machen 
können,  so  folgt,  dass  gar  keine  Unstetigkeit  vorkommen  kann; 
denn  fände  wirklich  ein  Sprung  um  eine  Grösse  ft  statt,  so  nehme 
man  n  so  gross,  dass  2  Cn"^  <  ^  wird,  so  ergiebt  sich  augen- 
blickUch  der  Widerspruch. 

Nachdem  so  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen  ist,  wenden 
wir  ihn  auf  unsere  Reihe*) 


an,  in  welcher  die  Glieder  von  jetzt  ab  stets  so  geordnet  werden 
sollen,  dass  die  Zahl  n  beständig  wächst.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung erkennt  man  leicht,  dass  diese  Reihe  einen  speciellen  Fall 
der  in  dem  vorstehenden  Satze  untersuchten  Reihe  bildet;  setzt 
man  nämlich 


"^  =  (m)  ^^'^  =  ^' 


je  nachdem  m  relative  Primzahl  zu  2  2)  (also  eine  Zahl  n)  ist  oder 
nicht,  und  lässt  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  4  D)  durch- 
laufen, so  ist  die  Summe  der  entsprechenden  Goefficienten  ot^  stets 
=  0,  weil  diese  Goefficienten  ««  theils  selbst  =  0  sind  und  die 
übrigen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  (§.  52)  ergeben  hat,  zur 
Hälfte  den  Werth  +  1,  zur  anderen  Hälfte  den  Werth  —  1  besitzen. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe  von  noch  so  vielen  auf 
einander  folgenden  Goefficienten  «m  stets  unterhalb  einer  endlichen 
Grösse  (±  2  2))  bleibt.  Mithin  ist  die  in  der  oben  angegebenen 
Art  geordnete  Reihe 

convergent,  so  lange  s  positiv  bleibt,  und  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s;  und  folglich  wird,  wenn  q  unendlich  klein  wird, 


\nj  n^  +  e        ^  \n/  n  ' 


wo,  wie  wir  nochmals  hervorheben,  die  Glieder  der  Reihe  so  ge- 
ordnet sind,  dass  n  beständig  wächst, 

*)  Die  Eigenschaften  derselben  als  Function  der  unbeschränkten  Varia- 
belen  s  =  1  -|~  ^  ^i^^  ^^u  HurwiU  untersucht  (Schlömilch,  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  Jahrg.  27;  1882). 
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l 


§,  102. 

Es  ist  nun  zweckmässig,  bei  der  Bestimmung  der  Summe  der 
unendlichen  Beibe 


\n/  n 


dieselben  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  welche  wir  früher  (§.  52) 
aufgestellt  haben.  Wir  wenden  uns  zunächst  zu  dem  Fall,  in 
welchem 

D  =  ±  P  =  1  (mod.  4),  also  (^\  =  (^\ 

ist,  wo  P  den  absoluten  Werth  von  D  bedeutet,  und  also  eine 
positive  ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahl  und  >  1  ist. 
Dann  läset  sich  die  Reihe 

leicht  auf  die  Reihe 

ziinickführen ,  in  welcher  m^  beständig  wachsend,  alle  positiven 
relativen  Primzahlen  zu  P,  auch  die  geraden^  durchläuft.  Da  jedes- 
mal, wenn  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  P)  durchläuft, 
zufolge  §.  52,  (3) 


(f)=» 


ist,  so  convergirt  die  Reihe  M\  ist  ferner  Je  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl,  und  betrachtet  man  alle  diejenigen  Zahlen  n»,  welche 
<2iPsind,  so  sind  dieselben  zum  Theil  ungerade,  zum  Theil 
gerade;  die  ersteren  stimmen  offenbar  mit  allen  Zahlen  n<2X:P 
überein,  und  die  letzteren  sind  von  der  Form  2w',  wo  m!  alle 
diejenigen  Zahlen  m  durchläuft,  welche  <.kP  sind.  In  dieser 
Ausdehnung  ist  daher 


=  ^(f)  n +(?)  T^w;^' 


17* 
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und  hieraus  folgt,  wenn  man  k  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 

Allgemeiner  findet  man  leicht,  dass 

^  \p)  IT'^V^  \p)  T'J  ^  \p)  m' 

ist;  man  braucht  nur  den  reciproken  Werth  des  ersten  Factors 
auf  der  rechten  Seite  in  eine  geometrische  Reihe  zu  verwandeln, 
und  diese  mit  der  Reihe  auf  der  linken  Seite  zu  multipliciren, 
so  ergiebt  sich  als  Product  der  zweite  Factor  auf  der  rechten 
Seite;  oder  man  kann  auch  genau  so  wie  oben  verfahren,  indem 
man  die  Zahlen  m  zerlegt  in  die  Zahlen  n  und  2  m'. 


§.  103. 

Die  nun  noch  auszuführende  Summation  kann  mit  Hülfe 
eines  in  den  Supplementen  (I.  §.  116)  bewiesenen  Satzes  auf  ver- 
schiedene Arten  bewerkstelligt  werden,  entweder  durch  Zurück- 
führung  auf  Fourier'sche  Reihen,  oder  durch  die  Integration  eines 
rationalen  Bruches.  Wir  schlagen  den  letzteren  Weg  als  den 
directeren  ein.  Bedeutet  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so 
ist  bekanntlich 

^  =z  I  x^^^  dx, 
m      J 

0 

und  folglich  ist  auch 

Da  nun  das  Jacobi^sche  Symbol  für  alle  einander  nach  dem  Modul 
P  congruenten  Zahlen  m  denselben  Werth  hat,  so  ist  die  Summe 
der  Glieder  unserer  Reihe,  in  welchen  m  <JcP^  gleich 

'dx   .,  ,  l  —  x^^ 


ß 


wo  zur  Abkürzung 


X  -^^-^^   \  —  x^' 

0 


/W  =  2  (^)  a;.« 
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gesetzt  ist,  und  der  Sammationsbuchstäbe  /i  die  Werthe  m  durch- 
laufen muss,  welche  <  P  sind.  Da  dieselben  ein  vollständiges 
Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  bilden,  so  ist  nach  einem 
schon  öfter  benutzten  Satze  (§.  52) 


/(i)  =  ^  (I)  =  0; 


es  ist  folglich  f{x)  theilbar  durch  x{x  —  1),  und  mithin  hat  der 
Bruch 

■^^  •  ^— ■»■■■ 

X       1  —  x^ 

im  reellen  Integrationsintervall  0  <  a?  ^  1  endliche  Werthe.  Hier- 
aus folgt  leicht,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  h  das  Integral 


1 

/dx  f(x)x 
Xi    1  — -a 


kP 


x^ 

0 

anendlich  klein  wird,  und  wir  erhalten  folglich 

1 


^  \Pj  m      J    X   l  —  x^' 


die  Aufgabe  ist  mithin  darauf  zurückgeführt,  einen  echten  ratio- 
nalen Bruch  zu  integriren,  was  bekanntlich  durch  Zerlegung  des- 
selben in  sogenannte  Partialbrüche  geschieht.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

80  ist  in  unserem  Falle  der  Nenner 

x^  —  l  =  n(a:-Ö«), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  welcher 
ein  vollständiges  Restsjstem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  durch- 
laufen muss;  wir  setzen  fest,  dass  a  die  Werthe 

0,  1,  2  ...  (P  —  1) 

durchlaufen  soll;  man  erhält  dann  nach  bekannten  Begeln 

X    l  —  x^  P^aj  —  Ö«' 

wo  das  Snmmenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht.  Nach 
der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist  nun 
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und  diese  Summe  ist  vermöge  des  in  den  Supplementen  (I.  §.116) 
bewiesenen  Satzes 

wo  die  Quadratwurzel  VP  positiv^  und 


©=» 


zu  nehmen  ist,  wenn  a  keine   relative  Primzahl  zu  P  ist. 
Zerlegung  in  Partialbrüche  liefert  uns  also  das  Resultat 


Die 


1    f(x)    ^       i 
X   1 — x^ 


fV4(P-l)«  \P) 


VF 


X  —  Ö«' 


wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  der 
nur  alle  die  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  braucht^ 
welche  <  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind. 

Die  nun  auszuführenden  Integrationen   der  einzelnen  q>{P)    ^ 
Partialbrüche  sind  in  der  einen  Formel 


fx  —  d^hi  =^^^^  {^^ -«)'  +  &')+  i  arctang 


X  —  a 


oder 


/ Ti  =2  ^^8  p'  — 2a; cos*  +  1 1  +  i  arctang 

enthalten,  aus  welcher,  wenn  0  <  #  <  2  ä  ist, 

1 


X  — C08Ä 

sind 


/ 


dx 

X  —  e^* 


log  (2  sin  1 5)  +  i  I  arctang  (tang  \S)  +  arctang  (cotang  S)  \ 


folgt,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Arcus,  welche  in  der  Paren- 
these stehen,  in  dem  Intervall  zwischen  -\-\7C  und  —  \n  genom-    • 
men  werden.    Mag  nun  8  zwischen  0  und  sr,  oder  zwischen  n  und 
2n  liegen,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht,  dass  immer 

1 
^  J^  =  log(28iniÄ)  +  i  i\n-\6) 

0 

ist. 


/.- 
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Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an,  so  erhalten  wir 
1 

j  ^130--=  log  (2  sin  ^j  +  ^  (2  "  pj 


0 

und  folglich 


wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  q>  (P)  Werthe  von  a 
erstreckt.    Da  nun 


"L 


©=» 


ist,  so  können  die  in  der  Parenthese  befindlichen  Glieder,  welche 
von  a  unabhängig  sind,  wie  log  2  und  \ni  weggelassen  werden, 
und  man  erhält  dann 

-  (p)  m  =  -  -vT-  -  (p)  r«  ''°  P"  -    P-  • 

Dieses  Resultat  nimmt  xjoch  einfachere  Formen  an,',  wenn  man 
die  beiden  Fälle  P  ^  1  (mod.  4)  und  P  ^  3  (mod.  4)  von  ein- 
ander trennt.    Im  ersteren  Falle  ist  nämlich 

und  folglich,  da  die  linke  Seite  reell  ist, 

im  letzteren  Falle  dagegen  ist 
und  folglich 

-  (?)  i  =  -  FFT  ^  (f)  " 

2  {^  log  sin  ^  =  0. 

Diese  beiden  Vereinfachungen  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise 
verificiren.  Bedenkt  man,  dass  (P  —  a)  dieselben  Werthe  wie  a 
durchläuft,  so  folgt 
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2  y-pj  log  8in  -p-  =  1  (^— p— )  log  Sin ' — p^— 

~  ^  ("i>")  ^°^  ^^°  ¥ ' 

ist  nun  P  ^;  1  (mod.  4),  so  folgt  hieraus 

ist  dagegen  P  e=  3  (mod.  4),  so  ergiebt  sich 

2  \^y)  ^^8  sin  ^  =  —  2  (^^)  log  sin  ^  =  0. 

§.  104. 

Hiermit  ist  nun  für  den  von  uns  betrachteten  Fall,  in  welchem 
die  Determinante  D  =  +  P  ^  1  (mod.  4)  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  ist,  der  gesuchte  Grenzwerth 

wirklich  in  Form  eines  geschlossenen  Ausdrucks  gefunden,  und 
um  die  Anzahl  h  der  zu  dieser  Determinante  D  gehörenden  ur- 
sprünglichen Formen  der  ersten  Art  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  negativ  oder  positiv  ist, 
von  einander  zu  trennen. 

Erstens.  Ist  B  negativ  =  —  P,  und  also  P  ^  3  (mod.  4),  so 
ist  (§.  97) 

n  \  nj  n 

und  da  in  diesem  Falle 

^  (?)  I = (-  m)^  (t)  ^ 

=  -('-(p)T)pfp-(T)« 

ist,  so  ergiebt  sich 
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wo  a  wieder  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss,  die 
<  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind.  OflFenbar  muss  dieser 
Ausdruck  für  die  Classenanzahl  sich  noch  in  der  Weise  umformen 
lassen,  dass  der  Divisor  P  verschwindet.  Dies  lässt  sich  in  der 
That  durch  folgende  Betrachtung  erreichen.  Bezeichnet  man  mit 
a'  diejenigen  Zahlen  a,  welche  <\F  sind,  so  stimmen  die  Zahlen 
(P — «')  mit  denjenigen  Zahlen  a  überein,  welche  >  \P  sind; 
es  ist  daher  | 

WO  die  Summenzeichen  rechts  sich  auf  den  Buchstaben  od  beziehen ; 
da  nun  P  ^  3  (mod.  4),  und  aho 

(^)=(^)(t)=-© 

ist,  80  erhalten  wir 

2(J).  =  2V(J)^_PV(J). 

Offenbar  wird  die  Reihe  aller  Zahlen  a  aber  auch  erschöpft  durch 
die  sämmtlichen  Zahlen  2  a'  und  (P —  2  a')   und  folglich  ist  auch 

oder  nach  leichten  Reductionen  • 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  früheren  ab,  nachdem  dieselbe 
mit  2  multiplicirt  ist,  so  erhält  man 

1^  -  (Dl  ^  (t) — ^^  ii) 

und  hierdurch  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl in  den  folgenden  einfachsten: 

Wir  können  daher  für  diesen  Fall  als  Resultat  unserer  ganzen 
Untersuchung  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ist  P  eine  positive^  durch  kein  Quadrat  theiVbare  Zahl  van  der 
Form  4  n  +  3,  und  bezeichnet  man  mit  od  alle  relativen  Primzahlen 
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jgu  P,  welche  <\P  sind^  so  findet  man  die  ClassenansaM  h  der  bu 
der  Determinante  D  =  —  P  gehörenden  Formen  der  ersten  Ärt^ 
wenn  man  von  der  Anzalü  derjenigen  der  Zahlen  a\  für  welche 


(7)= 


+  1 


ist^  die  Anzahl  der  übrigen  Zahlen  al  abzieht 

Der  Ausdruck  dieses  Satzes  vereinfacht  sich  in  dem  speciellen 
Falle,  wenn  P  eine  einfache  Primzahl  ist,  folgendermaassen : 

Ist  der  absolute  Werth  p  der  t^gativen  Determinante  D  =  — p 
eine  Primzahl  von  der  Form  4  w  +  3,  so  ist  die  Classenaneahl  h 
der  zu  ihr  gehörigen  Formen  der  ersten  Art  gleich  dem  Ueberschuss 
der  Anzahl  der  zwischen  0  und  ^p  liegenden  quadratischen  Reste 
von  p  über  die  Anzahl  der  zwischen  denselben  Grenzen  liegenden 
quadratischen  Nichtreste  von  p. 

Dieser  letztere  Satz  ist  in  einer  nicht  wesentlich  verschiedenen 
Form  schon  einige  Zeit  vor  der  Veröffentlichung  der  Lösung  des 
allgemeinen  Problems*)  durch  Induction  von  Jacobi**)  gefunden. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D=  —  11;  unter 
den  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  sind  vier  quadratische  Reste  1,  3,  4,  5, 
und  ein  quadratischer  Michtrest  2  von  11;  mithin  ist  die  Anzahl 
der  Formen  erster  Art  =  4  —  1  =  3.  In  der  That  giebt  es  für 
diese  Determinante  nur  drei  (nicht  äquivalente)  reducirte  Formen 
erster  Art,  nämlich  (1,  0,  11),  (3,  1,  4)  und  (3,  —I,  4). 

Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  zufolge  des  gewon- 
nenen Resultats  die  Anzahl  der  Zahlen  a',  für  welche 


©= 


+ 1, 

stets  grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  Zahlen  «',  für  welche 

1 


($)  =  - 


ist,  da  h  immer  eine  positive  Zahl,  nie  =  0  ist:  ein  Satz,  welcher 
auch  für  den  einfachsten  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  von  der  Form 


♦)  Dirichlet:  Reckerches  8ur  diverses  applications  de  VanaJyse  infim- 
tisimale  ä  la  theorie  des  nomhres  in  Crelle's  Journal  Bdde.  19,  21. 

♦♦)  Ohservatio  arithtnetica  in  Crelle's  Journal  Bd.  9;  verjfl.  Dirichlet: 
Gedächtnissrede  auf  C.  G,  J.  Jacobi,  und  Kummer:  Gedächtnissrede  auf 
G,  P.  Lejeune  Dirichlet. 


i 
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4n  -{-  3  ist,  auf  anderem  Wege  noch  nicht  hat  bewiesen  werden 
können  (vergl.  das  Theorem  über  die  arithmetische  Progression, 
Supplement  VI.). 

Zweitens.    Ist    die  Determinante  positiv  =  -f-  P,  und  also 
P  ^  1  (mod.  4),  so  ist  (nach  §.  99)  die  Classenanzahl 

,  _  2VI> 

^—\og{T+üyD) 

and  da  in  diesem  Falle 


V  (R)  1 


= fp —  i  [y)  lo«  «°  T 

ist,  so  ergiebt  sich 

*  =  -  log {T  +  UV P)^  [pr^  ""^  P  • 
Bezeichnet  man  die  Zahlen  u  mit  a  oder  mit  6,  je  nachdem 

(-J)  =  -f  1  oder  =  -  1 
ist,  60  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 


—  (pj  n  sin 


*  =  i„^/T  I    Tfi/T>\  log 


bn 

T 


iog(T+t/yP)-j^^.^^' 

hierin  beziehen  sich  die  Productzeichen  FI  ini  Zähler  und  Nenner 
resp.  auf  alle  h  und  auf  alle  a;  und  ausserdem  bedeuten  P,  JJ  die 
Ideinsten  positiven  ganzen  Zahlen,  welche  der  Peirschen  Gleichung 

pj  _  pu%  =  1 

genügen.  Der  wahre  Charakter  dieses  Resultates  wird  durch  eine 
weitere  Umformung  (§.  107)  noch  deutlicher  werden. 
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§.  105. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  (§§.  102  bis  104)  der  Fall,  in 
welchem  2)  ^  l  (mod.  4)  ist,  seine  vollständige  Erledigung  ge- 
fanden hat,  begnügen  wir  uns,  die  Hauptmomente  für  die  allge- 
meine Untersuchung  hervorzuheben.  Es  handelt  sich  zunächst  um 
die  Bestimmung  der  Reihe 


\n /  n 


in  welcher  n,  beständig  wachsend,  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
durchlaufen  muss,  die  relative  Primzahlen  zu  2  D  sind. 

Gebrauchen  wir  nun  die  Buchstaben  P,  ö,  s  genau  in  derselben 
Bedeutung,  wie  sie  am  Schluss  des  §.  52  festgesetzt  ist,  so  ist 

und  folglich  stets 

wenn  n^  v  (mod.  8 P)  ist.    Setzt  man  daher 

1 


und 


n       J 

0 


wo  V  alle  die  Zahlen  n  durchläuft,  welche  <  8  P  sind,  und  berück- 
sichtigt, da88/(l)=0  ist  (§.  52),  so  findet  man  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Modulus  von  x  auf  dem  Integrationswege  <  1 
bleibt,  ähnlich  wie  in  §.  103, 

~J    l-x^^  X  ~      8FJ  ^  x^m  ' 


0  0 


wo  CD  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

G}8^=  1 
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durchlaufen  muss;  diese  sind  bekanntlich  von  der  Form 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist;  lässt  man  r  und  s  vollständige  Restsysteme  resp.  nach 
den  Moduln  8  und  P  durchlaufen  ^  so  erhält  (o  seine  sämmtlichen 
8  P  Werthe. 

Bedeuten  nun  ft  und  m  resp.  die  kleinsten  positiven  Reste  der 
Zahl  V  in  Bezug  auf  die  Moduln  8  und  P,  so  ist  ft  eine  der  vier 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  und  m  eine  der  <p  (P)  relativen  Primzahlen  zu  P; 
und  da  umgekehrt  jedem  solchen  Restpaare  ft,  m  eine  und  nur 
eine  bestimmte  Zahl  v  entspricht  (§.  25),  so  findet  man,  mit  Zu- 
ziehung des  in  den  Supplementen  (§.  116)  bewiesenen  Hülfssatzes, 

WO  VP  positiv  ist,  und  das  Jacobi'sche  Symbol  den  Werth  Null 
hat,  wenn  s  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist.  Wenn  P  =  1,  so 
sind  die  Factoren,  in  welchen  P  vorkommt,  wegzulassen.  Setzen 
wir  nun  zur  Abkürzung 

0 

WO  s  alle  incongruenten  Zahlen  (mod.  P)  zu  durchlaufen  hat,  die 
relative  Primzahlen  zu  P  sind,  so  ergiebt  sich 


jr=-?^ 


wo  r  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  8)  durchlaufen  muss. 
Trennt  man  jetzt  die  vier  Fälle  von  einander,  so  erhält  man 
folgende  Resultate: 
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L   D  =  +  P  =  1  (mod.  4),  *  =  +  1,  f  ==  +  1 ; 

N.2VP  =  —  i  {t(P)—f{4)\- 

n.    D  =  ±  P  =  3  (mod.  4),  d  =  —  1,  £  =  +  1; 

N.2VP  =  —i.i  {V'(2)  — ^(6)}. 

III.  B  =  ±2P  =  2  (mod.  8),  *  =  +  1,  «  =  —  1; 

iV.2V2P  =  -j     *   ^{ ,(,(!)_ ^(3) -^(5)  +  * (7)}. 

IV.  D  =  +  2  P  =  6  (mod.  8),d  =  —  1,  £  =  — 1; 


^.2VTp  =  -t.t 


[i,(l)  +  i>(B)—i>(5)—i>(l)\- 


Dieselben  Formeln  gelten  auch  noch  für  den  Fall  P  =  1,  d.  h. 
für  die  Fälle  2)  =  —  1,  2)=  +  2,  i)  =  —  2,  wenn 


*«  =f^- 


gesetzt  wird.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  i/'Cr),  auf  welche  es 
jetzt  allein  noch  ankommt,  dient  wieder  die  unter  der  Voraus- 
setzung 0  <  q)  <2x  gültige  Gleichung 

1 

/dx 
^_gy<=  log  (2  sin  1 9)  +  1  (ä  —  9)  i, 

0 

und  man  findet  hieraus  für  den  Fall  P  =  1  leicht  folgende  Re- 
sultate: 


D  =  _l;    Nr=j 


D=  +  2;    N  = 
D  =  -2;   N  = 


log(H-V2) 


V2 


(1) 


9r 


2V2 


wo  V2  positiv  zu  nehmen  ist.    Schliessen  wir  von  jetzt  an  den 
Pall  P  =  1  gänzlich  aus,  so  ist 
1 

_-^  =  1««  (2  «^  8P)  +(2 -8P)  *' 


w 
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wo  m  den  kleinsten  positiven  Rest  der  Zahl  (Pr-f  8  s)  nach  dem 
Modal  8P  bedeutet,  so  dass 

m=iVr  (mod.  8),  m  =  8  s  (mod.  P),  0  <  w  <  8  P 

ist;  hieraus  folgt 

♦  «=(|)l(?){.o«(...n=|)+(f-=|).), 

WO  m  diejenigen  qp(P)  positiven  Zahlen  durchlaufen  muss,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P,  kleiner  als  8P  und  zugleich  ^  Pr 
(mod.  8)  sind;  da  dieselben  nach  dem  Modul  P  incongruent  sind, 
so  ist  (§.  52) 

.  (f ) = ». 

und  folglich  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  einfachere 
Gestalt  an 

*  W  =  ( p)  i  ( p)  (log  Bin  ^  -  -^j,  ^2) 

m^  Pr  (mod.  8),    0  <  w  <  8  P. 

Hierdurch  ist  nun  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  in 
allen  Fällen  auf  eine  Summe  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Glieder!^  zurückgeführt;  dieselbe  ist  aber  noch  bedeutender 
Vereinfachungen  fähig,  zufolge  gewisser  Eigenschaften  der  acht 
Ausdrücke  t('(r),  die  entweder  aus  der  soeben  gefundenen  Form, 
oder  auch  aus  ihrer  ursprünglichen  Definition  leicht  abgeleitet 
werden  können.  Indem  wir  den  letzteren  Weg  einschlagen, 
setzen  wir  zur  Abkürzung 

WO  die  Buchstaben  a  und  b  die  in  §.  52  festgesetzte  Bedeutung 
haben;  dann  wird  zufolge  der  obigen  Definition 


M. 

fl>(r)  =  fd  log  Fixj-r)^ 


wo  der  Modulus  der  Yariabelen  x  auf  dem  Wege  von  0  bis  1  stets 
<  1  bleibt,  oder  auch 


tl^(r)=fd\ogF(x), 


0 

wo,  wenn  die  complexen  Grössen  in  der  bekannten  Weise  geo- 
metrisch durch  Puncto  einer  Ebene  dargestellt  werden,  der  Punct 


l 
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X  von  0  bis  j—^  sich  so  bewegen  muss,  dass  er  im  Inneren  des  mit 
dem  Halbmesser  1  um  den  Punct  0  beschriebenen  Kreises  bleibt 
Die  acht  Puncte  j^  zerlegen  die  Peripherie  dieses  Kreises  in  acht 
gleiche  Octanten,  auf  welche  sich  die  (p{P)  Puncte  Ö*  vertheilen> 
die  ihrerseits  wieder  in  zwei  Classen  0^  und  6*  zerfallen. 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  geht  zunächst  hervor, 
dass  sie  mit 


conjugirt  ist,  wenn  x'  den  mit  x   conjugirten   complexen  Werth 
bedeutet;  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  ^(r)  und 


.r 
3 


0 

ebenfalls  conjugirt  sind.    Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

R{r)  =  ^  (-  r)  +  {^)  i,  (r), 

(4> 
J(r)  =  t(-r)-(^'^n.'(r), 

SO  wird  R  reell,  und  J  rein  imaginär  oder  =0;  und  man  erkeunt 
leicht,  dass  die  Summe  N  sich  auf  Ausdrücke  von  der  Form  R 
oder  J  reducirt,  je  nachdem  die  Determinante  D  positiv  oder 
negativ  ist. 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  folgt  ferner  leicht  die 

Relation 

(1) 
F(x)Fi-x)  =  F(x^y''^',  (5) 

da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  J"***  geht,  gleich- 
zeitig —  X  von  0  bis  i~^'*  +  *\  und  x^  von  0  bis  j^^'^  fortrückt, 
so  ergiebt  sich 

lC(r)  +  *(r  +  4)  =  ^^)^(2r);  (6) 

dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  auch  den  Ausdrücken  R  und 
J  zu. 

Die  Function  F{x)  besitzt  endlich  noch  die  folgende  Eigen- 
schaft 


©  = 
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da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis^*"^*"  geht,  der 
reciproke  Werth  y  ausserhalb  des  Kreises  von  oo  bis  j^  fortrückt, 
so  folgt 

ydlogFCy)=(=^)*(r), 

OD 

und  hieraus  ergiebt  sich 


OD 


J{r)  =  fd  log  F{er\ 

0 

wo  Zr  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  j**,  dann  ausserhalb  des- 
selben von  y  bis  00  geht.  Die  Differenz  J{r)  —  J{r  +  1)  ist  daher 
ein  geschlossenes  Integral,  in  welchem  die  Integrationsvariabele 
einen  positiven  Umlauf  um  diejenigen  Puncto  0^  macht,  die  auf 
demvondenPuncten  ^'»'  und  j'''  +  ^  begrenzten  Octanten  liegen,  und 
folghch  ist  nach  bekannten  Sätzen  der  complexen  Integration 

WO  s  alle  Werthe  durchläuft,  die  der  Bedingung 

r         8       r  4- 1 
"8  ^  P  "^"8" 

genügen;  hieraus  ergiebt  sich  weiter 

J(r)_J(r  +  4)  =  2«tT(-i), 

und  ebenso,  wenn  r  positiv  ist, 

J(r)-Ji2r)  =  2ni'i(^^y, 

setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  J{r-\-4t)  und  J(2r) 
in  die  aus  (6)  abgeleitete  Gleichung 

ein,  80  erhält  man 
Bedenkt  man  femer,  dass 

Dirichletf  Zahlentheorie.  2g 


4+r 
V 
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ist,  so  ergiebt  sich 
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J(l)  +  (  pl)/(3)  =  2  .<  |i  {i).+  {-^)  i{i)\ 
Da  endlich  zufolge  (6)  und  (4) 

^  (0)  -  ^  (4)  =  [2  -  (^)  j  fl>  (0), 

i>  (6)  -  (=^)  t  (2)  =  J-(2), 

{*(7)-t(3)l  +  (^)  {*(5)-*(3)}  =  J(l)  +  (^)/(3) 

ist,  so  wird,  wenn  die  Determinante  D  negcUiv^  also  P  im  ersten 
und  dritten  Falle  ^  3,  im  zweiten  und  vierten  Falle  ^  1  (mod.  4)  ist, 


)■ 


I  N=^^i(^ 

2yp  t\P 

IV.    N= 


V2P 


I  (?)-?(?)) 


wenn  man  berücksichtigt,  dass  im  zweiten  und  vierten  Falle 


m = » 


ist. 

Für  positive    Determinanten    erhält  man    ebenfalls  Verein- 
fachungen durch  die  Betrachtung  des  reellen  Ausdrucks  (4) 


*«=/^(i)i^ 


r.  + 


dx 


'0'   '    x—j'-d- 

0 

=  1  (|r)  log{0>-ö')  (j-r-e-')] 

=  iog{Fo-)^o-r    }. 


§.  106.  Classenanzahl  der  Formen.  276 

welcher  zufolge  (7)  in  den  folgenden  übergeht 

R(r)  =  log  [cFU^yi 
wo 

ist,  je  nachdem  P  =  3  oder  von  3  verschieden  ist  (§.  140).    Da 
nan  zufolge  (6)  und  (4) 


^(0)-*(4)  =  {2-(l)}*(0) 

*  (6)  +  (^)  t(2)  =  R  (2) 
*'(7)  +  (^)«C(l)=Ä(l) 


*(5)  +  (-7^)*(3)  =  -R(3) 

ist,  so  erhält  man,  weil  im  ersten  und  dritten  Falle  P  ^  1 ,  im 
zweiten  und  vierten  Falle  ^  3  (mod.  4)  ist, 

I.  iV^.2yP  =  -.{l-(|-)l)log{2^(l)«} 

II.  JV.2VP  =  — log  {cF(i)«} 

III.  N.2V2F  =  \og[^. 

IV.  N.2 V2F  =  -  log  {c» F(jy F(i3)a}. 

§.  106. 

Nachdem  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  für  alle  Fälle 
bestimmt  ist,  in  welchen  die  Determinante  D  durch  kein  Quadrat 
(ausser  1)  theilbar  ist,  können  wir  nun  die  Anzahl  h  der  Classen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art  in  geschlossener  Form 
angeben  *). 


*)  Vergl.  Kronecker:  Ueher  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  qua- 
dratischer Formen  von  negativer  Determinante ^  Crelle's  Journal,  Bd.  57. 
Daselbst  findet  man  für  negative  Determinanten  wesentlich  neue  Formeln, 
Welche  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  sind« 

18* 
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A.    Für  negative  Determinanten  D  ist  (nadi  §.  97) 

.        « 
mit  Ausnahme  des  Falles  D= —  1,  wo  der  Ausdruck  rechter  Hand 
zu  verdoppeln  ist.    Hieraus  ergeben  sich  folgende  vier  Resultate: 


I.    D  =  -P=l(mod.4);    A  =  v  / J-V 
II.   2)=— P  =  a(mod.4);    Ä  =  2  v  ^-^\ 


ni 


.    i)  =  — 2P  =  2(mod.8);  Ä  =  2v/iJ.^ 
IV.    i)  =  -2P=6(mod.8);Ä  =  2  {|(^^)_|(^)|, 

•  < 

WO  die  Grenzen  der  Summationeü  sich  immer  auf  den  Werth  Ss:P 
beziehen*).  Aus  II.  und  IV.  sind  resp.  die  Fälle  D  =  —  1  und 
D  =  —  2  auszunehmen,  in  welchen  A  =  I  ist. 

B.    Für  positive  Determinanten  D  ist  (nach  §^.  99) 

h\og(T+UyD)  =  N.2VD, 

wo  T,  U  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten,  welche 

der  Bedingung 

T^  —  jDÜ^=1 

genügen  und  nach  der  angegebenen  Methode  (§.  84)  stets  gefunden 
werden  können.  Der  Werth  ^.  21/2)  ist  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bestimmt;  statt  der  dortigen  Formeln  kann  man 
auch  die  folgenden  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ableiten : 

I.    D  =  F  =  l  (mod.  4) 

Äiog(r+  uyp)=^  [^-^{i)}  ?  ( J) ^^^  '^°  T- 

IL    D  =  P  =  3  (mod.  4) 

.    *iog(r+c/yp)=-|(:^)(J)iogsin^ 


*)  Umgekehrt  kann  man  diese  Formeln  benutzen,  nm  die  Vertheilung 
der  Zahlen  a  und  b  auf  die  acht  Octanten  mit  Hülfe  der  ClassenanzaUen 
für  die  Determinanten  — P  und  — 2  P  zu  bestimmen  (Gauss  Werke,  Bd.  11» 
1863,  p.  288). 
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IIL   D  =  2P  =  2  (mod.  8) 

Vf.   Z)  =  2P  =  6(mod.8) 

Älog(T+ FV21Ö= -|(:^)  (^)  log  sin  IJ, 

WO  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  2P  durchlaufen  muss,  für 
welche  n :  P  zwischen  den  angegebenen  Summationsgrenzen  liegt 
Die  drei  letzten  Fälle  lassen  sich  ixx  der  gemeinschaftlichen  Formel 

Ä  log(T+  UVD)  =  -  v(^)  log  sin  ^ 

zusammenfassen,  wo  n  alle  zwischen  0  und  4  D  liegenden  relativen 
Primzahlen  zu  4  2>  durchlaufen  muss. 


§.  107. 

Betrachten  irir  die  so  gewonnenen  Resultate,  so  zeigt  sich  ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Determinanten.  Während  nämlich  der  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl  bei  einer  negativen  Determinante  unmittelbar  die  Form 
einer  ganzen  Zahl  hat  —  dass  dieselbe  zugleich  positiv  ist^  hat 
freilich  bis  jetzt  noch  Niemand  auf  elementarem  Wege  nachgewiesen 
—  so  ist  dies  keineswegs  unmittelbar  ersichtlich  bei  den  Aus- 
drücken, welche  die  Glassenanzahl  für  eine  positive  Determinante 
darstellen.  Es  ist  nun  von  hohem  Interesse,  dass  mit  Hülfe  eines 
Satzes  aus  der  von  Gauss*)  gegründeten  Theorie  der Kreistheilung 
(Supplement  VII)  die  obigen  Ausdrücke  für  h  log  (T  +  ÜV  JJ) 
wirklich  stets  in  die  Form  log  {t  -\-  uVD)  übergeführt  werden 
können,  wo  i,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
t^  —  Dtt'  =  1  genügen.    Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen**). 

Behalten  wir  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  so  können 
wir,  wie  im  Supplement  VII  gezeigt  ist,  stets 


♦)  D.  Ä,  Sectio  VII. 

♦♦)  Lejeune  Dirichlet:  Sur  la  maniere  de  risoudre  Vequation  t*  —  pu^ 
=  1  au  moyen  des  fonctions  circulairea  (Crelle's  Joarnal,  Bd.  17).  Yergl. 
Jacobi:  lieber  die  Kreistheilung  und  ihre  Anwendung  auf  die  Zahlentheorie 
(Berliner  Monatsberichte  1837). 
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2Ä(x)  =  2 n(a;— Ö«)  =  T(x)  —  i\         VP  .  Z(x) 

2B(x)  =  2n(x  —  0>')  =  Y{x)  +  t  VP  .  Z{x) 

setzen,  wo  y  P  positiv  ist,  und  F(a;),  Z{x)  ganze  Functionen  von 
X  bedeuten,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.    Zugleich  ist 

WO  yi^  jedes   positive,   ^j  jede^  negative  Glied  des  entwickelten 
Productes 

^CJ»)  =  (p- 1)  (/-i)  a>"- 1) . . .  =  2pi  -2p, 

bedeutet,  und 


i.(.)  =  n(.-ö'/^^=^]- 


Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  die  am  Schlüsse  des  §.  105 
gefundenen  Ausdrücke  für  das  Product  Älog  (r+  UVU)  =  JV.  2  VD 
zu  Grunde  legen,  zunächst  dem  Falle  I.  zu,  in  welchem  i)  =  P^l 
(med.  4),  und  also 

Älog(T+  JjyP)  =-{l  -  (^)  ij  log{F(l)«} 


ist.   Da  nun 


^(1)5(1)  =n^  =  p 


ist,  wo  X  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist  (§•  138),  so  ergiebt  sich 

^  ^ '    B{\)     B{\y 

da  ferner 

2A(l)  =  y  -gVF,    2B{l)  =  y  +  eVP 

ist,  wo  die  ganzen  Zahlen  Y(l),  Z(l)  zur  Abkürzung  mit  y,  e 
bezeichnet  sind,  so  wird 

yi  —  Pgi  =  4P«, 

und  folglich  muss,  wenn  P  eine  Primzahl  ist,  y  durch  P  theilbar 
sein;  mithin  kann  man  in  allen  Fällen 

y  +  ^VP  =  («  +  ^yP)(VP)« 


§.  107. 
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setzen,  wo  a,  ß  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 

a^  —  jpßi  =  4  (—1)* 
genügen,  und  man  erhält 

'a  +  ßVF^       ^^^ 


{T+üyF)^  =  (^ 


Sind  nun  die  Zahlen  j/,  z  gerade,  was  jedenfalls  eintreten 
muss,  wenn  P  ^  1  (mod.  8)  ist,  so  kann  man  a  =  2a',  /3  =  2^' 
setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  a\  ß*  der  Gleichung 

genügen;  setzt  man  femer 

so  genügen  die  ganzen  Zahlen  t,  u  der  Gleichung  ^'  —  Pu^  =  1 
und  man  erhält 

Sind  dagegen  die  Zahlen  y^  z  und  folglich  auch  a,  ^  ungerade, 
was  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  P^5(mod.  8)  ist  (z.  B.  wenn 
P  =  13,  während  z.  B.  für  P  =  37  der  frühere  Fall  stattfindet), 
so  kann  man 

'a-\-ß\P\^ 


(' 


)s 
=  a'  +  ^' 


VP 


setzen,  wo  ce',  ^'  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 

a'»  _  P/5's  =  (— 1)« 

genügen;  setzt  man  nun  wieder 

(«'  +  /J'VP)i+«  =  *4-mVP, 
80  wird  <«  —  P«'  =  1,  und 


I  — X 


Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  P^5  (mod.  8)  ist,  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintreten  wird,  je  nachdem  die  Classenanzahl  h  durch 
3  theilbar  ist  oder  nicht  (vergl.  §.  99).  Ebenso  leicht  erkennt  man, 
dass  in  allen  Fällen  A  ^  x  (mod.  2),  d.  h.  dass  die  Classenanzahl 
h  ungerade  oder  gerade  sein  wird,  je  nachdem  P  eine  Primzahl 
oder  zusammengesetzt  ist  (vergl.  §.  83,  Anm.).  Endlich  mag  noch 
bemerkt  werden,  dass  die  Zahlen  y,  e  beide  positiv  sind;  da  nämlich 
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P  ^  1  (mod.  4),  80  zerfallen  die  Zahlen  a  in  Paare  von  der  Form 
a  und  —  a ,  ebenso  die  Zahlen  b  in  Paare  von  der  Form  b  und 
—  6,  und  folglich  sind  ^(1),  B{\)  und  ^(1)  +  ^(1)  =  y  positiv; 
da  ferner 

{2 -(;!))  {logB(l)-16g^(l)}  =  Mog(T+  UVF) 

positiv  ist,  weil  h  positiv,  T+  UyF>  1  ist,  so  muss  ^(1)>  J.(l), 
und  folglich  0  positiv  sein:  ein  Resultat,  das  bisher  auf  anderem 
Wege  noch  nicht  bewiesen  ist. 


§.  108. 

Für  den  zweiten  Fall  D  =  P  ^  3  (mod.  4)  haben  wir  oben 
das  Resultat 

Älog(T+  UV P)  = -log  {cF(i)^} 

erhalten;  da  nun,  wenn  m  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

t t  =  eV-.(«-i)* 

t  —  1 

ist,  und  da  ferner 

^^,-v^,  =  (P-I)  (/-l)  (i>"- 1)  .  .  . 

li^!-'lih'  =  {p'-i)  (i>'^-i)  (p"»-i)  • . . 

ist,  so  findet  man  leicht 

WO  X  wieder  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.    Folglich  wird 


Fii)  =  4ft  = 


B{i)       5  (»■)»' 
und  also,  da  c>  =  1  ist, 

(T+  UVF)    =  c»  (—  lySii)*. 
Mit  Ausnahme  des  Falles  P  =  3  ist  nun  (nach  §.  140)  c  =  1,  und 

•wo  (p  (P)  =  2 1  gesetzt  ist,  folglich 

i*B(i)  =  A  (-  i),    i*  A  (t)  =  B  (—  t), 


r 


§-ioa 
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also  auch 

t *  .  r  (i)  =  r(- 1),    f *  .  i Z(i)  =  -  ♦^(-  i); 

berücksichtigt  man  nun,  dass 

i*  =  —  r  _  j  e    oder  =  1 

ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl   oder  zusammengesetzt  ist,  so 
folgt  hieraus,  dass  man 

r(0=(l  +  (|r)»)V    iZ(i)  =  (i+[^)iy,, 

also 

2^(»)=(l  +  (|)»)'(y-^VP),2B(t)  =  (l+(|)»)'(y+;»VP) 

setzen  kann,  wo  j/,  ;er  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  durch 
Multiplication  entstehenden  Gleichung 

y'--P^»=(|-«)2«-« 

genügen;  hieraus  folgt  weiter,  dass  man 

setzen  kann,  wo  t,  u  ganze  Zahlen,  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
t^  —  Pm*  =  1  genügen.    Zugleich  wird 


und  folglich 


^Oy+'  =  (p)i^(«  +  wyp), 


(T  +  UVP)^  =  (t  +  wVP)*-«*. 


Wir  erwähnen,  dass  h^2ii  (mod.  4)  ist,  und  dass  die  Zahlen 
y,  e  stets  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  P  =  3  ist  T=  2,  [/"==  1, 
c  =  ö,  ^(i)  =  ?■  —  0»,  woraus  leicht  folgt,  dass 


1 


also  Ä  =  2  ist. 


^,  =  c«(-  l)«P(i)*  =  (2  +  y  3)^ 
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§.  109. 

Für  den  dritten  Fall  JD  =  2  P  =  2  (mod.  8)  haben  wir  oben 

Älog(T+irV'2P)  =  log{^^') 

gefunden.  Berücksichtigt  man  nun,  dass,  wenn  m  irgend  eine 
ungerade  Zahl  bedeutet, 

(r-i)(i^"-i)  _  /"-2\ 

ist,  so  findet  man 

^o^i»o^^o')i>o--)=[;g:zi;g:::i'.>=(^). 

und  folglich 

{T+ü  \/2P)*  =  Ä  0»)«50>, 

wo  X  wieder  =  1  oder  =  0,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.  Da  nun  P  ;=  1  (mod.  4),  und  also  T  (j) 
=  i*  Y(J-^%  Z(j)=j*Z(j-^)  ist  (§.  HO),  so  kann  man 

Y(j)  =rhr  {y'  +y"(;_j»)},      ^0)  =  jV.«  {^  +  ^'O'-/)) 

setzen,  wo  y',  y",  y,  ät"  ganze  Zahlen  bedeuten;  da  ferner  j—j* 
=  V2  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 

«  =  (--   1)V.*   {y'S  — 2y"2  — P(;?'2  — 2i^'2)}, 

/3  =  (—  1)'/«*.  2(yV  —  y"^0 
setzt, 

4^0-3)JB(i)  =  «  +  /5V2P,  4^0')5(i3)  =  a-/jV2P, 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß  der  Gleichung 

2 


a'i-2P^«  =  16^.p^) 


genügen  und  folglich  beide  durch  4   theilbar  sind.    Man  kann 
daher 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  y,  z  der  Gleichung 


-^^'■  =  (t^) 


§.  110. 


Classenanzahl  der  Formen. 


28S 


genügen,  und  es  ist 

Hieraus  folgt,  dass  %^2  (mod.  4),  falls  P  eine  Prims^^hl  von 
der  Form  8n  -f  5,  sonst  aber  A^O  (mod.  4)  ist. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  D  =  2  war  NV  D  = 
log(l  +V2);  da  ferner  Tr=  3,  ü=2  ist,  so  folgt 

Älog(3  +  2y2)  =  21og(l  +  V2), 
also  Ä  =  1. 


AU)B{j^ÄU')B(P)=(^-y^'j 


§.  110. 

Für  den  vierten  Fall  D  =  2  P  ^  6  (mod.  8)  haben  wir  oben 
(§§.  105,  106)  das  Resultat 

Älog(T+  UyjP)  =-log  [c^FijyFWy] 
gefanden,  welches  yermöge  der  Gleichung 

—  2 

m  

(T+  UV2F)^  =  cB(jyB(j^y 

übergeht,  weil  c^  =  i  ist.  Lassen  wir  den  Fall  P  =  3  unberück- 
sichtigt, so  ist  (nach  §.  140)  c  =  1,  und  Y(J)  =  (—JY  Y(j-'^). 
-'Z(j)  =  ( — j)*  Z(j~^)]  da  femer  t  ungerade  oder  durch  4 
theilbar  ist,  je  nachdem  x  =■  1  oder  =  0,  d.  h.  je  nachdem  P 
eine  Primzahl  oder  zusammengesetzt  ist,  so  kann  man 

TU)  =  ü'A  *(>+«>  -  X)  (y'  +  y"U  -i»)) 
jtZ(j)  =  O"'/'*«*-^*^  -  *)  (^'  +^'0— i')) 

setzen,  wo  y',  y",  «',  xr"  ganze  Zahlen  bedeuten;  berücksichtigt  man, 
dassj — j'»  =  y2  ist,  und  setzt 

«  =  y»  —  P«*»  —  2y"«  +  2P«"« 

SO  erhält  man 

4^C/)^(j3)  =  (-j-_j«-)«(«_/J  V2P) 

wo  die  ganzen  Zahlen  o,  /3  der  durch  Multiplication  entstehenden 
Gleichung 
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§.m 


—  X 


««  -  2  P/J»  =  {-^  (-  2)* 
genügen;  man  kann  daher 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlend,  u  der  Gleichung  i*  — 7  2  Pt** 
genügen;  dann  wird 

und  folglich 

(T+  [7V2P)*  =  (^  +  mV2P)*-"«, 

woraus' leicht  folgt,  dass  %  ^  2%  (mod.  4)  ist. 

In  dem  ausgeschlossenen  Falle  P=3  ist  c  =  6  =  ö*,  T 
ö"  =  2,  und  man  erhält 

flaPO')» -B 0'«)«  =-(5  +  2  V6)  =  - (T+ tn/^) 
und  hieraus  Ä  =  2. 


=  1 


=  0, 


SUPPLEMENTE. 


■-i».^ 
^ 


."^S 


J 


I.    üeber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Krels- 

theilung  von  Oanss. 

§.  111. 

Wir  schicken  zunächst  ein  Lemma  aus  der  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen  voraus,  deren  Glieder  nach  den  Cosinus  der 
successiven  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten;  es  wird  in 
derselben  nachgewiesen*),  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  x 
zwischen  x  =  0  und  x  •=  n  mit  Einschluss  dieser  Grenzen  stets 

9  (a;)  =  I ao  +  «i  cosa;  +  (h  cos  2a;  +  a^  cos  3 a;  -1-  •  •  • 

ist,  wenn  q>{x)  eine  innerhalb  dieses  Intervalles  endliche  und 
«tetige  Function  bedeutet,  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  und  wo  die  Goefficienten  a^^a^^a^.,.  durch  die 
Oleichung 


n 

a,  =  —  /  q){x)co^sxdx 


bestimmt  werden.    Hieraus  folgt  für  a;  =  0 


n 

+  00       p 

3tq>{0)  =  ^    /  q)  (x)  COS sxdx^ 

—  coj 


w  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  s  bezieht,  für 
welchen  Null  und  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlwerthe 
der  Reihe  nach  einzusetzen  sind.  Auf  diesen  der  genannten  Theorie 
entlehnten  Satz  stützen  wir  uns  im  Folgenden. 


*)  Dirtchlet:  Sur  Ja  convergence  des  series  etc,  (Crelle'a  Jourual  Bd.  4); 
derselbe  Beweis  ist  vereiofacht  im  Repertorium  der  Physik  von  Dove  und 
Moser,  Bd.  I.  Vergl.  B.  liiemann :  Ueher  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
^ureh  eine  trigonometrische  Reihe.    1867.    (Riemann's  Werke,  S.  213.) 
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Zunächst  yerallgemeinem  wir  denselben,  indem  wir  das  In- 
tegral 

f(x)  COS  sxdx 

0 

betrachten,  in  welchem  h  eine  positive  ganze  Zahl,  s  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  und/(a:)  eine  Function  bedeutet,  welche 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  den  obigen  Bedingungen  ge- 
nügt.    Man  kann  dasselbe  in  2  A  Integrale  von  der  Form 


(r+  l)Tt 

f  (x)  COS  sxdx 


(r 


zerlegen,  wo  für  r  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2  ...  bis 
2Ä — 1  zu  setzen  sind;  je  nachdem  r  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist,  ersetzen  wir  die  Integrationsvariabele  x  durch  rjr  +  av 
oder  durch  (r  +  I)  ^  —  ^;  dadurch  geht  das  vorstehende  In- 
tegral in 

71  n 

I  f{rn-\- x)cossxdx^  oder  in    I  f{(r  -\-\)n  —  x)  cos sxdx 

0  0 

über,  und  hieraus  ergiebt  sich  zufolge  des  obigen  Satzes  ent- 
sprechend 

(r  +  l)« 

2    /  /(•^) ^os sxdx  =  nf{r n\    oder  =  nf{{r  4- 1) ^r), 

—  00  t/ 


rn 


WO  die  Summe  links  sich  wieder  auf  alle  ganzen  Zahlen  s  be- 
zieht. Setzt  man  hierin  für  r  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2  ...  2%  — 1, 
und  addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  den 
Satz 

2  Ä  {^/(O)  +/(2 7c)  +/(4 :i)  +  . . .  +/(2 (Ä -  1) «)  +  \f{2hn)] 

=  X    I  fix)  COS sxdx. 

00   c/ 
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Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  den  beiden  folgenden  bestimm- 
ten Integralen 

p  =  I  cos (x^)dx^    g  =  /  sin  {x^) dx\ 


—  00  — eo 


dass  dieselben  wirklich  bestimmte  endliche  Werthe  besitzen,  ob- 
gleich die  Functionen  unter  den  Integralzeichen  für  unendlich 
grosse  Werthe  von  x  nicht  unendlich  klein  werden,  erkennt  man 
leicht  durch  die  Transformationen 

p  =  2j  cos(x^)dx  =J  ^^  dy 

OD  OD       , 

q  =  ijBin  (x*)dx  =J  ^  dy; 


V  V 

denn  zerlegt  man  das  ganze  unendliche  Integrationsgebiet  der 
positiven  Variabelen  y  in  solche  Intervalle,  in  deren  jedem  die 
unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Function  ihr  Zeichen  nicht 
ändert,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bestandtheile,  welche  diesen  Inter- 
vallen entsprechen,  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  Glieder 
abwechselnde  Zeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig  und  zwar  ins  Unendliche  abnehmen;  woraus  folgt,  dass 
diese  Reihe,  sowohl  bei  dem  Integrale  j),  wie  bei  g,  eine  conver- 
gente  ist.  Für  unseren  Zweck  genügt  dieser  Nachweis  der  End- 
lichkeit von  p  und  q\  die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale 
werden  sich  von  selbst  aus  der  folgenden  Untersuchung  er- 
geben *). 

Beide  Integrale  bilden  nur  specielle  Fälle  des  folgenden 


♦)  Dtrichlet:  Recherches  sur  diverses  appl.  etc.  §.  9.  Vergl.  Dirichlet: 
Sur  Vusage  des  inUgrdles  definies  dans  la  sommation  des  series  finies  ou 
infinies  (Crelle's  Journal,  Bd.  17). 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  |9 
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+« 
d=    I  cos  (Ä  +  a;«) da?  =  p  cos  ff  —  g sin  ff, 


—  00 


wo  ff  eine  beliebige  Constante  bedeutet;  bezeichnen  wir  ferner  mit 
a  eine  beliebige  positive  Constante  und  mit  Va  die  positiv  ge- 
nommene Quadratwurzel  aus  a,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Integrationsvariabele  x  durch  xYa  eraetzt,  folgende  Gleichung: 

+«• 

— -  =    /  cos  (ff  +  a  x^)dx 

(wäre  y«  negativ,  so  müsste  man  auch  iü  dem  Integrale  rechter 
Hand  die  beiden  Grenzen  mit  einander  vertauschen).  Wir  führen 
nun  eine  zweite  positive  Constante  ß  ein,  und  zerlegen  das  vor- 
stehende Integral  in  unendlich  viele  Bestandtheile  von  der  Form 

I  cos(d  -{-ccx^)dx^ 

wo  für  s  successive  alle  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  -f  00  ein- 
zusetzen sind;  in  jedem  einzelnen  solchen  Integrale  ersetzen  wir 
die  Integrationsvariabele  x  durch  sß  -\-  x^  wodurch  es  in  das 
folgende  übergeht 

I  cos(d  +  ccs^ß^  +  2asßx  +  a x^) dx. 

b 

Wir  verfügen  nun  über  die  beiden  bis  jetzt  ganz  willkürlichen 
positiven  Constanten  a  und  ß  folgendermaassen :  unter  m  verstehen 
wir  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  setzen  a/5'  =  2mff, 
2  a/}  =  1,  d.  h.  also 

8m7c 
Da  nun  s  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

cos(ff +  as«/5a+  2asßx  +  ccx^)  =  cos(d +  sx  +  ax*) 

=  ^"^  (*  +  sl;?)  ^"^ ^^  -  ^^  (^  +  £i)  '^  ^^' 
und  folglich 
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j 


r«4-i)i3 
cos(Ä  +  ax^)dx 


s 

0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand,  welches  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  sin  sx  enthält,  verschwindet  offenbar  für  s=^0, 
und  nimmt  für  je  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von 
s  ebenfalls  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  an.  Summiren" 
wir  daher  den  vorstehenden  Ausdruck  für  alle  ganzen  Zahlwerthe 
g  von  —  00  bis  +  CD ,  so  ergiebt  sich 

:rr-=^  dV^mn  ==  i]    /  cos(5+  r )  co^sxdx. 

0 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  genau  so  gebaut,  wie  in 
dem  Satze  am  Schlüsse  des  vorhergehende^  Paragraphen;  setzen 
wir  zur  Abkürzung 


80  erhalten  wir 


/(.)  =  cos  {8  +  3^) 


^V8m3r==2;r{i/(0)+/(2;r)+...+/(2(2m— l)^)  +  l/(4w;r)}, 
wo  links  die  Quadratwurzel 


V« 

^sUiv  zu  nehmen  ist.    Nun  ist  ferner,  wenn  s  irgend  eine  ganze 

Zahl  bedeutet, 

/(4m;r+2s3r)  =zf(2sn\ 
also 

/(25;r)  =  i/(2s«)+l/(4w^+2sjr); 

mithin  kann  die  in  den  Parenthesen  eingeschlossene  Summe  auch 
in  die  Form 

ii:/(2s«) 

gebracht  werden,  wo  der  Buchstabe  s  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (4nt  — 1) 

oder  irgend  ein  anderes  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den 
Modul  4m  durchlaufen  muss;  und  man  erhält  also 

19* 
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\  2w/ 

Setzt  man  ferner  4m  =  n,  so  dass  n  irgend  eine  ganze 
positive,  aber  durch  4  theilbare  Zahl  bedeutet,  und  bezeichnet  man 
mit  Vn  und  V|w  die  jjostYiv  genommenen  Quadratwurzeln  aus  11 
und  l^r,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

z/Vw  =  Vf^.  2  cos(tf4-s^^), 

^0  s  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  n 
durchlaufen  muss.    Nun  ist 

z/  =p  cos  d  —  g  sin  tf, 

wo  j?,  g  die  obigen  Integralwerthe  bedeuten,  die  von  n  und  dem 
willkürlichen  ö  ganz  unabhängig  sind ;  wir  können  daher  p  und  q 
durch  eine  specielle  Annahme  für  n,  am  einfachsten  durch  die 
Annahme  n  =  4  bestimmen;  auf  diese  Weise  erhalten  wir 

2  (|)  cos  Ä  -7  g  sin  d)  =  2  (cos  d  —  sin  ä)  V|  jr , 

und  in  Folge  der  Willkürlichkeit  von  6 


p  =  q=Y\;c. 

Nachdem  so  die  Werthe  von  p  und  g  gefunden  sind,  nimmt  unsere 
obige  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

2  cos  U  +  s2  ^)  =  (cos  8  —  sin Ä)  V», 

und  sie  zerfällt  in  die  beiden  folgenden: 

2  cosTs*  — j  =Vw 

2ä^ 


2  sin  (s2^)=yn; 


hierin  bedeutet  also  n  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl,  welche 
-=:  0  (mod.  4)  ist,  und  Vn  die  positiv  genommene  Quadratwurzel 
aus  n.  Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  V — 1  mit  t,  und,  wie  ge- 
wöhnlich, mit  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems, 
so  kann  man  beide  Gleichungen  in  die  eine  Gleichung 

2/    ""  =(l-f  i)Vn 

zusammenziehen,  in  welcher  der  Buchstabe  s  ein  vollständiges 
Restsystem  (mod.  n)  zu  durchlaufen  hat. 
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Wir  wollen  jetzt  Summen  betrachten,  welche  die  vorstehende 
als  speciellen  Fall  enthalte!) ;  wir  bezeichnen  mit  n  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl,  mit  h  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  und  setzen  zur  Abkürzung 

wo  der  Sommationsbuchstabe  s  irgend  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modulus  n  durchlaufen  muss.  Mit  Hülfe  dieser 
Bezeichnungsweise  können  wir  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satz  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

gj  (1,  n)  =  (1  +  i)  V  n,    wenn    n  ^  0  (mod.  4). 

Der  Ausdruck  (p(h^n)  besitzt  nun  die  folgenden  drei  Eigen- 
schaften: 

1.    Ist  h  ^  V  (mod.  w),  so  ist 

9(A,  n)  =  9(V,  n); 

dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth 
▼on  s  stets 


-2Ä*<              _2fc'Ät 
gl «a  


ist. 

2.  Ist  a  relative  Primzahl  gegen  n,  so  ist 

9)(Äa«,  n)  =  (p{h,n)\ 

denn  es  ist 


(o»)i— 


9(Äa^,  n)  =  2  6 

und  wenn  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  n  durch« 
läuft,  80  gilt  (nach  §.  18)  dasselbe  von  as. 

3.    Sind  m,  n  irgend  zwei  relative  Primzahlen,  und  beide 
positiv,  so  ist 

9(%m,  n)  (p{hn^  m)  =  (p(h^  mn). 

£s  ist  nämlich 
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^  2hmT[t  ^  2hnn% 

m 


wo  die  Buchstaben  s^,  t  voUstäBdige  Restsysteme  resp.  in  Bezug 
auf  die  Moduln  n,  m  durchlaufen  müssen;  und  folglich  ist 

.     .  ( + )  2ÄÄt 

9(Äm,  n)  qp(Äw,  m)  =  2^  "*  , 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  auf  alle  wn  Com- 
binationen  jedes  Werthes  von  s  mit  jedem  Werthe  von  t  bezieht 
Da  nun 

-4—  —   "  —  2  St 

n  jn  mn 

ist,  und  alleMultipla  von  2  7ti  im  Exponenten  fortgelassen  werden 
können,  so  ist  auch 

(me  -\-n  <)* 

(p  (Äw,  w)  9  (Äw,  m)  =•  S  ß  *"**  > 

wo  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  sämmtliche  Werthe  von  s 
und  t  bezieht.    Setzt  man  nun 

ms  -\-  nt  =  r^ 

80  nimmt  r,  wenn  s  und  i^  alle  ihnen  zukommenden  Werthe  durch- 
laufen, im  Ganzen  mn  Werthe  an,  und  zwar  sind  diese  alle  in- 
congruent  nach  dem  Modulus  mn;  denn  aus 

ms  +  nt  ^  ms  +nt'  (mod.  mn) 
folgt 

ms  ^  ms'  (mod.  n),    nt  ^  nf  (mod.  w) 

und  folglich,  da  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 

s  ^  s'  (mod.  n),    f  ^  f  (mod.  m); 

d.  h.  die  Zahl  r  nimmt  nur  dann  Werthe  an,  welche  nach  dem 
Modul  m  n  congruent  sind,  wenn  die  Werthe  von  $  congruent  nach 
dem  Modul  n,  und  gleichzeitig  die  Werthe  von  t  congruent  nach 
dem  Modul  m  sind.  Den  mn  verschiedenen  Combinationen  von 
ß  und  t  correspondiren  daher  mn  Werthe  von  r,  welche  nach 
dem  Modul  mn  incongruent  sind,  und  folglich  bilden  diese  Werthe 
von  r  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  mn.  Es  ist 
folglich 

r* 

9  (Am,  n)  9  (An,  m)  =  2 «     *"**  =  9 (A,  mn% 
was  zu  beweisen  war. 


r 
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§.  114. 
Mit   Hülfe    dieser   Sätze   können   wir   nun    den  Werth  von 

■ 

9  (1,  n),  welcher  für  den  Fall,  dass  n  ^  0  (mod.  4)  ist,  schon  in 
§.  112  gefunden  ist,  auch  für  alle  anderen  Werthe  der  Zahl  n 
bestimmen.  Ist  zunächst  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  nehmen 
wir  in  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragraphen 

Ä  =  1,    m  =  4, 
UDd  erhalten 

9(4,  n)  g)(n,  4)  =  ^(1,  4n); 
nun  ist  nach  dem  zweiten  Satze  des  vorigen  Paragraphen 

9(4,  tO  =  9(2»,  n)=  9(1,  w); 
femer  ist 

9(n,  4)  =  2(l-t-i*»), 
und  nach  dem  in  §.  112  gefundenen  Resultat 

9(l,4n)  =  (l  +  i)  V4Ji  =  2(l  +  i)  Vn, 

wo  die  Quadratwurzel  Vn  wieder  positiv  genommen  werden  muss. 
Hieraus  ei^ebt  sich  also 

9(1,  n).  2(1  +  «-)  =  2(1 +  i)Vn 
oder 

» 

je  nachdem  nun  n  ^  1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist,  wird 

i«  =  i    oder    =  —  i 
und  folglich 

r—r-^  =  1     oder    =  ■; r  =  », 

1  +  f *•  1  —  t 

also 

9(1,  n)  =  Vn     oder    =  t  Vw; 

diese  beiden  Fälle  lassen  sich  aber  in  die  eine  Formel 

9(1,  n)  =  iV4(n-l)«VH 

zusammenfassen. 


296  Supplement  I.  §.  n^ 

Ist  endlich  n  durch  2,  aber  nicht  durch  4  theilbar,  also  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  setzen  wir  in  dem  dritten  Satze 
des  vorigen  Paragraphen  Ä  =  1,  femer  m  =  2 ,  und  |  n  statt  n, 
wodurch  allen  Bedingungen  desselben  Genüge  geschieht,  und 
erhalten 

9(2,  |n)<|p(i«,  2)  =  9(l,w); 

nun  ist  aber 

qpO,  2)  =  0, 
und  folglich  auch 

9(1,  n)  =  0. 

Wir  wollen  die  so  gewonnenen  Resultate  in  folgender  Tabelle 
zusammenfassen : 

9?  (1,  w)  =  (1  +  i)  Yn,  wenn  w  ^  0  (mod.  4) 
g)(l,  n)  =  iV4(«-i)«ytj,  wenn  n  ^  1  (mod.  2) 
(p  (1,  n)  =  0,  wenn   w  ^  2  (mod.  4). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  die  Bemerkung,  dass  die 
in  den  beiden  ersten  Formeln  vorkommende  Quadratwurzel  \n 
durchaus  positiv  genommen  werden  muss,  wie  es  sich  bei  der 
Untersuchung  in  §.  112  herausgestellt  hat.  Ohne  diese  nähere 
Bestimmung  würden  die  vorstehenden  Sätze  sich  auf  viel  einfachere 
Art  beweisen  lassen;  Gauss  wurde  zuerst  in  seiner  Theorie  der 
Kreistheilung  auf  die  Betrachtung  solcher  Summen  geführt*);  es 
ergiebt  sich  dort  ohne  Schwierigkeit  der  Werth  des  Quadrates  der- 
selben; der  viel  tiefer  liegenden  Bestimmimg  des  Vorzeichens  der 
Quadratwurzel  widmete  er  aber  eine  besondere  Abhandlung**), 
in  welcher  er  auf  einem,  von  dem  hier  (in  §.  112)  eingeschlagenen 
gänzlich  verschiedenen  Wege,  nämlich  durch  rein  algebraische 
Zerlegung  dieser  Summen  in  Producte,  vollständig  zum  Ziele 
gelangte. 


♦)  D.  A.  art.  356. 
**)  Summatto  quarumdam  serierum  singularium,    1808. 


r 
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Wir  suchen  nun  den  Werth  von  qp  (ä,  n)  auch  für  beliebige 
Werthe  von  h  zu  bestimmen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  die  wir  mit  p  bezeichnen 
wollen.  Bezeichnen  wir  mit  a  die  sämmtlichen  ^(p  —  1)  incon- 
gruenten  quadratischen  Reste  von  p^  mit  ß  die  ^(p —  1)  quadra- 
tischen Nichtreste,  so  ist  (nach  §.  33) 

da  femer 

1  +  v/^    -I-Ve     p    ^\e    P   =0 

ist,  sobald  h  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  können  wir  für  diesen 
Fall  mit  Benutzung  des  Legendre'schen  Symbols 

setzen,  wo  s  die  Werthe  1,  2  ...  (p  —  1)  durchläuft.    Da  femer 

(F)  =  (f)(?>(7)(?)  =  ' 

ist,  80  wird 

e      ^  , 


-('-)=(f)^(f) 


oder,  da  h  nicht  theilbar  durch  p  ist,  und  folglich  hs  gleichzeitig 
mit  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  p  durchläuft 
(mit  Ausschluss  der  Zahl  ^  0), 


im 

V 


für  Ä  =  1  ergiebt  sich 
und  folglich  (nach  §.  114) 


298  Supplement  I.  §.  ii5. 

wo  die  Quadratwurzel  Vp  wieder  positiv  zu  nehmen  ist.  (Wenn 
h  durch  jp  theilbar  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der 
Definition  dieser  Summen  (p  (ä,  jp)  =  p,) 

Aus  dem  vorstehenden  Resultate  in  Verbindung  mit  dem 
dritten  Satze  des  §.113  lässt  sich  nun  auf  ganz  einfache  Weise 
das  Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste 
(§.  42)  für  je  zwei  positive  ungerade  Primzahlen  p  und  q  ableiten. 
Es  ist  nämlich  ^  ' 


und  ebenso 


und  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

und  zwar  sind  alle  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen,  woraus 

folgt,  dass  

Vpq^=  VpYq 

ist.  .  Nach  dem  dritten  Satze  des  §.113  ist  nun 
folglich 

und  also 

(I)  (f ) = ••  • 

wo  zur  Abkürzung  A  für 

gesetzt  ist;  da  nun 

(l>+l)0i  +  l)-2  =  2(mod.  4) 
ist,  so  erhalten  wir 

(i\  (^\z=  iVf(p-i)(«-i)  =  (—  l)V2(P-i). V,(g-i)^ 

womit    der  Reciprocitätssatz   von   Neuem    bewiesen   ist.     Dieser 
Beweis  rührt  ebenfalls  von  Gauss  her*). 


*)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  1808.  Vergl.  Kronecker: 
lieber  den  vierten  Gauss' sehen  Beweis  des  ReciprodtätsgeseUes  für  die  qua- 
dratischen Reste  (Berliner  Monatsber.  vom  29.  Juli  u.  28.  October  1880). 


'r  >) 
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Auf  ganz  ähnliche  Art  lassen  sich  die  Sätze  (§§.  40»  41)  über 
die  Zahlen  —  1  und  2  beweisen.    Aus  dem  obigen  Satze 

ip{h,p)  =  (A)  q,(i,_p)  =(A)  iy,(P-iyyp 
folgt  nämlich 

9'(-l,p)=(^)»^'^-*>'Vi>; 


andererseits  ist 


..a^(-») 


und  hieraus  folgt,  dass  ip( —  l^  p)  durch  Vertauschung  von  i  mit 
—  i  aus  9(1,  jp)  hervorgeht,  dass  also 

ist;  durch  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke,  in  denen  Vj> 
beide  Male  positiv  zu  nehmen  ist,  ergiebt  sich  aber 

("— ")  =  (—  i)V4(i>-i)«  =  (—  i)y«(p-i). 

Setzen  wir  femer  in  dem  dritten  Satze  des  §.113 

Ä  =  1,    m  =  8,    n  =  |), 
80  erhalten  wir 

<jp(8,i))cjp(p,  8)  =  <jp(l,  8i>); 
nun  ist  aber 

9(1,  Sp)  =  (1  +  i)  VSp  r=  4  Vp  .  cV4«<, 
femer 

9(jo,  8)  =  4cV4i>^t,>( 

femer  (nach  dem  zweiten  Satze  des  §.  113) 

<jp(8,i))  =  <jp(2.2M))  =  9(2,p), 
d.h. 

setzen  wir  diese  Werthe  für  9  (8,  j?),  9  (p,  8)  und  9  (1,  82>)  in  die 
vorangehende  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

fl\  iV4(P'-i)*yp  ^  4eV4PÄ*  =  4  Vjp  .  cV4«<, 
lind  hieraus  folgt  leicht 

(I)  =  (- ly«**-*^. 

Auf  diese  Weise  sind  alle  Hauptsätze  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Reste  von  Neuem  bewiesen. 


*' 


«1* 
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§.  116. 

Für  den  Fall,  dass  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  h  irgend 
eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist,  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  folgende  Gleichung  erhalten 

welche,  wenn  man  den  für  q>  (1,  p)  gefundenen  Werth  einsetzt,  in 
die  folgende  übergeht: 

2(^)/'^=(|)^V.(P-.).Vp;  (1) 

soll  dieselbe  auch  für  den  vorher  ausgeschlossenen  Fall,  in  welchem 
%  ^  0  (mod.  p)  ist,  ihre  Gültigkeit  behalten,  so  müssen  wir  über- 
einkommen, immer 


(f)=» 


zu  setzen,  wenn  h  durch  p  theilbar  ist;  denn  die  linke  Seite  der 
Gleichung  wird 


^  (?)  =  »• 


weil  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  genau  gleich  ist  der  An- 
zahl der  quadratischen  Nichtreste.  Nach  dieser  Erweiterung  des 
von  Legendre  eingeführten  Zeichens  wird  fem  er,  wenn  man  an 
der  in  §.  46  gegebenen  Erklärung  des  Jacobi'schen  Symbols  fest- 
hält, stets 


(5)  =  »• 


wenn  m  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist. 

Die  Gleichung  (1)  gilt  jetzt  allgemein  für  jede  positive  un- 
gerade Primzahl  p^  wenn  h  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
und  die  Summation  linker  Hand  darf  auch  auf  die  Zahlclasse 
5^0  (mod.  p)  ausgedehnt  werden.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass 
dieser  Satz  über  ungerade   positive  Primzahlen  p  sich  genau  in 


§.  116.  Summen  von  Gauss.  301 

derselben  Fassung  auch  auf  jede  positive  ungerade  zusammen- 
gesetzte Zahl  P  übertragen  lässt,  welche  durch  keine  Quadrat-* 
zahl  (ausser  1)  theilbar  ist.    Wir  setzen  also 

wo  p,  y,  I?"  .  .  .  lauter  positive  ungerade  und  von  einander  ver- 
schiedene Primzahlen  bedeuten,  und  fuhren  der  Bequemlichkeit 
halber  folgende  Bezeichnung  ein: 

P  P  F 

^  =  Q.   ^  =  Q'.   ^7  =<?"... 
p  p  p 

Schreiben  wir  nun  fiir  jede  der  Primzahlen  p,  p*  p"  .  .  .  die  obige 
Gleichung  (1)  auf: 


und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

80  ergiebt,  da  auch  nach  der  neuen  Erweiterung  des  Legendre'- 
schen  Symbols  stets 

h\ / h \ / h\  / h 


mm)-=m 


ist,  die  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen  folgendes  Resultat 

=  f]L\  iV4(p.-i)«  +  v<(p'-  D*  +  y.(p"-i)«  +  •  •  •  V p, 

wo  yp  wieder  positiv  zu  nehmen  ist,  und  das  Summenzeichen 
linker  Hand  sich  auf  alle  pp'p"  .  .  .  =  P  Gombinationen  aller 
Werthe  von  s,  s',  s"  .  .  .  bezieht.  Zunächst  leuchtet  nun  ein,  dass 
je  zwei  verschiedenen  dieser  Gombinationen  auch  zwei  nach  dem 
Modulus  P  incongruente  Werthe  von  m  entsprechen;  denn  aus 
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5  g  +  s'  ^ '  +  s"  (2  "  +  .  .  .  =  ^  $  4-  ^'  Ö '  +  ^'  <2"  +  •  •  •  (mod.  P) 
würde,   da  $',  Q"  •  »  •  sämmtlich  ^  0  (mod.  p)  sind,  folgen,  dass 

8Q  =  tQ  (mod. p), 
und,  da  ^  relative  Prim^hl  zu  p  ist,  auch 

s  ^t  (mbd.  jp) 
wäre;  ähnlich  würde  aus  derselben  Annahme  gleichzeitig 

s'  =  if  (mod.  !>');    ^'  =  t"  (mod.jp")  .  .  . 
folgen,   so  dass  also  die  beiden  Gombinationen  $,  s\  s"  .  . .  und 
^,  t\  V*  .  .  ,  identisch  wären.    In  der  That  durchläuft  also  m  ein 
vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  P.    Ferner 
ist  nun 

(f ) = c^'^'^'r'^""-) = o = (j)  (I) 

und  ebenso 

(?)  =  (7)  (y)'  (f)  =  (f)  (y^)  • "' 

folglich  auch,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  multiplicirt, 
Multiplicirt  man  daher  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung  (2)  mit 

(i)(f)C^)-- 

80  erhält  man 

^(f)»-^=(f)(f)(f)-(T)-— 'v^. 

wo  rechts  zur  Abkürzung 
gesetzt  ist.    Da  nun  femer 

\p)~\¥)\p) 

(f)^wvf)"* 


§.  116.  Summen  von  Gauss.  303 

ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication 

(I)(f^)(f^)-  =  n©(f> 

WO  das  Productzeichen  H  sich  auf  alle  möglichen  Paare  von  je 
zwei  verschiedenen  Primzahlen  p,  p*  bezieht.  Da  nun  nach  dem 
Reciprocitätssatze 

(L\  (RS\  =  (— .i)V,(j»-i).V«(p'-i)  =  iV.(P-i)fp'-i) 
ist,  so  erhält  man 

(I)  O  ($■)  ■  •  ■ = '-•"-'—".     . 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  wieder  auf  alle  Com- 
binationen  von  je  zwei  verschiedenen  Primzahlen  p,  p'  bezieht;  es 
ist  femer 

-\     2     J   '^     ^  '    2         2 

= e-=i +^-7-1 + 1- + . .  .)•■ 

folglich 

ihrti 

Da  endlich  (vergl.  §.  46) 

P  =  (1+(P_1))(I+(p'-1))(1+Op"-1))... 
=  1  +(i)-l)  +  (y— l)  +  (1>"~1)  +  .-.(med.  4) 
und  folglich 

p_l        p_i    .    p'-l    .  p"-l    .  /      j   o^ 

und  hieraus 

ist,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht  Nimmt  man  ä  ^  0  (mod.  P), 
80  erhält  man  wieder  den  (in  §.  52,  I.  bewiesenen)  Satz 


.  (5)  =  0. 


n.   lieber  den  Orenzwertli  einer  unendliohen  Reilie. 


§.  117. 

Lehrsatz:  äind  a  und  b  zwei  positive  Constanteti,  so  convergirt 
die  unendliche  Reihe 


S  = 


1 


+ 


1 


+ 


+ 


1 


61  +  ?    •    {b  +  ay-^^    '    (6  +  2a)i  +  ?     '    (6+3a)i  +  ? 


+ 


für  jeden  positiven  Werth  von  g,  und  bei  unbegrenzter  Abnahme 
dieser  positiven  Zahl  g  nähert  sich  das  Product  g  S  dem  Grent- 
werthe  a~^ 

Beweis.  Bedeuten  x^  y  rechtwinklige  Coordinaten,  und  con* 
struiren  wir  für  einen  bestimmten  positiven  Werth  von  g  die 
Curve,  deren  Gleichung 


ist,  so  hat  die  Fläche,  welche  zwischen  ihr  und  der  unendlichen 
positiven  Abscissenaxe  liegt,  von  o;  =  &  an  gerechnet,  den  end* 
liehen  Werth 

ydx  = 


I'- 


gb^ 


Die  Ordinaten  der  Curve,  welche  den  Abscissen 

6,   6  +  o,   6  +  2a,    J  +  3a  .  .  . 
entsprechen,  sind 
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1  1  1  1 

ihre  Fusspuncte  sind  äquidistant  und  zerlegen  die  Abscissenaxe 
in  unendlich  viele  Stücke  von  der  Grösse  a.  Construirt  man  über 
jedem  dieser  Stücke  als  Grundlinie  ein  Rechteck,  dessen  Höhe 
gleich  der  letzten  Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  haben  diese 
Rechtecke  der  Reihe  nach  den  Flächeninhalt 

a  a  a 


Da  nun  die  Ordinate  y  der  Gurve  mit  stetig  wachsendem  x  stetig 
abnimmt,  so  ist  jedes  dieser  Rechtecke  kleiner  als  der  über  dem- 
selben Abscissenstück  liegende,  bis  zur  Gurve  ausgedehnte  Flächen- 
streifen, und  folglich  ist  die  Summe  von  noch  so  vielen  jener 
Bechtecke  stets  kleiner  als  die  gesammte,  oben  von  der  Gurve 
begrenzte  Fläche;  d.  h.  es  ist 

a a a ,  1 


oder  es  ist,  wenn  auf  beiden  Seiten  aft*"^""?  addirt  wird, 


woraus  folgt,  dass  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehende 
Reihe  S  wirklich  für  jeden  positiven  Werth  von  q  convergirt 

Construirt  man  nun  über  jedem  der  obigen  Abscissenstücke 
als  Grundlinie  ein  zweites  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  der  ersten 
Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  sind  diese  Rechtecke,  deren 
Flächeninhalt  gleich 

a  a  a 


nothwendig  grösser  als  die  über  denselben  Stücken  liegenden,  bis 
zur  Gurve  fortgesetzten  Flächenstreifen,  aus  dem  schon  oben  an- 
geführten Grunde,  weil  mit  wachsendem  x  die  Ordinate  y  stetig 
abnimmt  Die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  ist  daher  grösser 
als  die  gesammte,  oben  von  der  Gurve  begrenzte  Fläche,  d.  h. 
es  ist 

Dirichlet,  Zablentheorie.  20 
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Auf  diese  Weise  ist  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  S  und  folg- 
lich auch  der  des  Productes  q  S  in  zwei  Grenzen  eingeschlo^en; 
es  ist  nämlich 

Wenn  nun  der  positive  Werth  j^  unendlich  klein  wird,  so  nähert 
sich  sowohl 

,  als  auch  -^--  -\- 


einem  und  demselben  Grenzwerth  a~^;  mithin  muss  auch  das 
Product  Q  S  sich  demselben  Grenzwerth  a^^  nähern,  was  zu  be- 
weisen war. 


§.  118. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden,  welcher  seiner  zahlreichen  Anwendungen  wegen  von 
der  grössten  Wichtigkeit  ist: 

Es  sei  K  ein  System  van  positiven  ZaMwerthen  k,  tmd  T 
diejenige  unstetige  Function  von  einer  positiven  stetigen  Veränder- 
lichen t^  welche  angiebt^  wie  viele  der  in  K  enthaltenen  ZMvoerthe 
h  den  Werth  t  nicht  übertreffen;  wenn  nun  mit  tmendlich  wcuhsen- 
dem  t  der  Quotient  T :  t  sich  einem  bestimmten  endlichen  Qrenjh 
werthe  o  nähert^. so  convergirt  die  über  alle  Werthe  Je  ausgedehnte 
Beihe 

für  jeden  positiven  Werth  von  p,  u/nd  das  Product  q  S  nähert  sich 
mit  tmendlich  abnehmendem  q  demselben  Grenzwerthe  m. 

Es  wird  gut  sein,  dem  Beweise  dieses  allgemeinen  Princips*) 
einige  erläuternde  Bemerkungen  voranzuschicken.  Zufolge  der 
Bedeutung  von  T  entspricht  jedem  endlichen  Werthe  von  t  auch 


*)  Dirichiet:  Recher ches  etc.  §.1.  —  Dirichlet:  Sur  un  thioretne  reküf 
<»ux  sMee^  Grelle's  Journal,  Bd.  53. 
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ein  endlicher  Werth  von  T;  denn  wären  in  K  unendlich  viele 
Zahlen  U  enthalten,  welche  den  endlichen  Werth  t  nicht  übertreffen, 
80  würde  auch  jedem  grösseren  Werthe  von  t  eine  unendliche  An- 
zahl T  entsprechen;  es  würde  daher  das  Verhältniss  T  \  t  fort- 
während unendlich  gross  sein;  dies  widerspricht  aber  der  Annahme, 
dass  T :  ^  sich  einem  endUchen  Grenzwerth  m  mit  wachsendem 
t  nähert  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  die  ganze  Zahl  T  nur 
dann  ihren  Werth  ändert,  wenn  t  einen  Werth  erreicht,  welcher 
einer  oder  mehreren  einander  gleichen  in  K  enthaltenen  Zahlen 
l  gleich  ist,  und  zwar  wird  T  dann  plötzlich  um  ebenso  viele 
Einheiten  zunehmen,  als  es  Zahlen  k  giebt,  welche  diesem  Werth 
t  gleich  sind. 

In  dem  einfachsten  Falle ,  wenn  K  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Zahlwerthen  h  besteht,  leuchtet  die  Richtigkeit  des 
obigen  Satzes  unmittelbar  ein;  denn  sobald  t  dem  grössten  dieser 
Werthe  Je  gleich  geworden  ist,  bleibt  T  bei  weiter  wachsendem 
t  unverändert;  es  ist  folglich  cd  =  0;  und  da  andererseits  die 
Summe 

^  k 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird  auch  das  Product  q  S  mit 
unendlich  kleinem  q  ebenfalls  unendlich  klein  werden. 

Ebenso  bestätigt  sich  der  allgemeine  Satz  in  dem  speciellen 
Falle,  welcher  in  dem  vorigen  Paragraphen  behandelt  ist.  Das 
System  K  besteht  dort  aus  den  sämmtlichen  Zahlen  von  der  Form 
h  4"  na,  die  den  sämmtlichen  Werthen  0,  1,  2,  3  ...  von  n 
entsprechen;  wenn  nun  t  ^  b  -\-  na  oder  >  6  +  wa,  aber 
<  5  +  (n  -|-  l)a  ist,  so  ist  entsprechend  T  =  n  -f  h  "^^^  folg- 
lich nähert  sich .  der  Quotient  T :  t  mit  unendlich  wachsendem  tj 
also  auch  mit  unendlich  wachsendem  n  dem  Grenzwerth 


o  =  — ; 


a 


tmd  in  der  That  haben  wir  gefunden,  dass  dieser  Werth  auch 
zugleich  der  Grenzwerth  des  Productes  q  8  ist,  wenn  die  positive 
Grösse  q  unendlich  klein  wird. 


20* 
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§.  119. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  über 
und  beginnen  damit,  die  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe  &  ihr^ 
Grösse  nach  zu  ordnen  und  mit  Indices  zu  versehen,  in  der 
Weise,  dass 

A^    s    ^    ^^    ^    =    "^4    =   ''^    .  •  • 

wird;  dies  ist  offenbar  möglich,  da  unterhalb  eines  beliebigen  end- 
lichen positiven  Werthes  i  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlwerthen  i  vorhanden  ist;  sind  mehrere  Zahlen  fc  gleich  gross, 
so  muss  jede  einzelne  ihr^n  besonderen  Index  erhalten,  so  da^ 
dann  mehreren  auf  einander  folgenden  Indices  gleich  grosse  Zahl- 
werthe Ä  öntsprechen. 

Sehen  wir  ab  von  dem  interesselosen  Falle,  in  welchem  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  ä;  vorhanden  ist,  so  lässt  ddi 
zunächst  zeigen,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  auch  der 
Quotient 

Ä„  =  j- 

sich  demselben  Grenzwerth  cd  nähert,  und  durch  diese  Bemerkung 
wird  dann  der  allgemeine  Satz  auf  den  vorher  (§.  117)  behandelten 
speciellen  Fall  zurückgeführt. 

In  der  That,  wenn  ö  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene 
Grösse  bedeutet,  so  kann  man  entsprechend  einen  positiven  Werthr 
inmier  so  gross  wählen,  dass  für  alle  Werthe  ^  ^  r  die  Bedingung 

T 

(D  —  Ä<—  <C}-|-d 
% 

erfüllt  ist.  Es  sei  ferner  v  derjenige  Werth  von  T,  welcher  *  =  ^ 
entspricht,  also  \v  ^  t  <  iby^.!,  und  n  irgend  eine  der  positiven 
ganzen  Zahlen  v  +  1,  v  +  2,  v  +  3  .  .  .;  dann  ist  jedenfalls  kn>^ 
und  wenn  mehrere  auf  einander  folgende  Grössen  Ä  denselben 
Werth  wie  fc»  besitzen,  so  sei  ikm+i  die  erste,  Äv-  die  letzte  von 
ihnen,  also  w  eine  der  Zahlen  w  +  1,  m  +  2  .  .  .  r.  Nähert  sich 
nun  ^von  Ä^  ab  wachsend  dem  Werthe  fc„  immer  mehr  an,  so 
bleibt  T=w,  und  der  Quotient  T\i  nähert  sich  abnehmend 
unbegrenzt  dem  Werthe  wi  :  Ä«,  und  da  m  <  n  ist,  so  folgt,  dass 
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T 

t 


—  <K 


ist,  sobald  t  sehr  nahe  unterhalb  hn  liegt;  fär  t  =  kn  wird  aber 

T=  r  ^  n^  und  folglich 

T 

t    "= 


■^>K 


Da  nun  bei  diesem  Wachsen  von  ^  <  Äc»  bis  ^  =  £;»>  r  der  Quo- 
tient T\i  stets  zwischen  o  —  8  und  o  -j-  A  liegt,  und  zugleich,  wie 
eben  gezeigt  ist,  von  Werthen,  die  <  Ä„  sind,  auf  einen  Werth 
springt,  der  ^ Ä„  ist,  so  muss  auch  ca  —  d<Ä»<cö  -}-*  sein.  Wie 
klein  also  auch  8  sein  mag,  so  kann  n  stets  so  gross  gewählt 
werden,  dass  h^  definitiv  um  weniger  als  8  von  ci  verschieden 
wird,  d.  h.  %»  nähert  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  dem- 
selben Grenzwerth  cd. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  lässt  sich  der  Beweis  des  allge- 
meinen Satzes  leicht  führen.    Da  nämlich 

^  =  2  jr+^  —  yiTq  +  2TTe  "*"  3iT(?  +  '  *  ' 

ist,  wo  A„  mit  unendlich  wachsendem  n  sich  dem  Grenzwerthe  cd 
nähert  und  folglich  endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Con- 
stante  H  bleibt,  so  ist  die  Summe  S*  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  S  l^einer  als  das  Product  aus  H^^R  und  der  Summe  B' 
der  ersten  n  Glieder  der  folgenden  Beihe 

11  +  ^  ^  21  +  e    '    3^  +  ^ 

da  nun  die  letztere  (nach  §.  117)  für  jeden  positiven  Werth  von 
Q  convergirt,  so  canvergirt  auch  die  Reihe  S,  Setzt  man  nun 
S=  S'  +  S",  B=B'  +  JB",  so  wird  S"  =  Äi  +  ^  B",  wo  A  einen 
(jedenfalls  positiven)  Mittelwerth  aus  den  Werthen  hn+i,  An+a*.* 
bedeutet  Ist  daher  8  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene  Grösse, 
und  n  so  gross  gewählt  (was  stets  möglich  ist),  dass  alle  diese 
Werthe  zwischen  a  —  8  und  a  -\-8  liegen,  so  wird  auch  %,  und  für 
binreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  h^-^9  zwischen  denselben 
Grenzen  liegen.  Da  femer  (nach  §.  117)  das  Product  pJB"  mit 
unbegrenzt  abnehmendem  positiven  q  sich  der  Einheit  unendlich 
annähert,  so  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  das 
Product  pS"  =  Ai  +  ?  .  pJB"  zwischen  den  Grenzen  a  —  8  und 
o  -f  S  liegen.    Da  endlich  q  S'  gleichzeitig  unendlich  klein  wird, 
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weil  S*  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthält,  so  wd 
für  sehr  kleine  Werthe  vo^  q  auch  qS  =^  qS'  -[-  qS"  zwischen 
denselben  Grenzen  C9  —  d  und  cd  -f  ^  liegen.  Hiermit  ist  also 
auch  bewiesen,  dass  mit  unbegrenzt  abnehmendem  q  das  Prodnct 
Q  S  sich  dem  Qrenzwerthe  m  unendlich  annähert*). 


*)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  den  obigen  aUgemeineii 
Satz  nicht  umkehren  darf.  Besteht  z.  B.  das  System  £^  aus  einer  Zahl  i=l 
aus  (6  —  1)  Zahlen  ifci=ö,  aus  (d^  — 6)  Zahlen  lc^e\  ans  (6»— d^)  Zahlen 
'k'=6i^  u.  s.  f.,  wo  d  eine  positive  ganze  Zahl  >  1  bedeutet,  so  ist  für  jedes 
positiven  Werth  von  q 

und    das  Product   qS   nähert   sich  mit   unendlich  abnehmendem  q  dem 
Grenzwerthe 

6  —  1 


Ol  = 


6  logö  * 

während  der  Quotient  T  :  t  bei  unendlich  wachsendem  t  fortwährend  von 
dem  Werth  1  abnehmend  durch  a>  hindurch  geht  bis  zu  dem  Werth  1 : 0. 
dann  aber  sogleich  wieder  zu  dem  Werth  1  zurückspringt,  um  vonNeaem 
denselben  Yeränderungsprocess  zu  erleiden  (vergl.  §.  144). 


nL  üeber  einen  geometrisolien  Satz. 


§.  120. 

In  einer  Ebene  sei  eine  vollständig  begrenzte  Figur  F  von 
allenthalben  endlichen  Dimensionen  construirt,  deren  Flächeninhalt 
wir  mit  A  bezeichnen  wollen.  Sind  ferner  X  und  Y  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Axen,  und  construirt  man  parallel  mit  ihnen 
zwei  Systeme  äquidistanter  Parallelen,  welche  ein  über  die  ganze 
Ebene  ausgebreitetes  Gitter  bilden,  so  wird,  wenn  8  der  Abstand 
je  zweier  benachbarter  Parallelen,  und  T  die  Anzahl  der  Gitter- 
puncte  ist,  welche  innerhalb  F  liegen,  das  Product  Td»  mit 
UDendlich  abnehmendem  8  sich  dem  Grenzwerthe  A  nähern*). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  System  der 
mit  Y  parallelen  Geraden  und  nehmen  der  Einfachheit  halber  an, 
dass  jede  derselben  die  Begrenzung  der  Figur  nur  zweimal  schnei- 
det; bezeichnen  wir  mit  h  die  Länge  des  innerhalb  F  liegenden 
Stückes  irgend  einer  solchen  Parallelen,  so  ist  AA  nahezu  der 
Flächeninhalt  des  zwischen  dieser  und  der  folgenden  Parallelen 
enthaltenen  Theiles  der  Fläche  J!,  und  es  wird  in  der  Lehre  von  der 
Quadratur  bewiesen,  dass  die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  hS 
sich  mit  unendlich  abnehmendem  8  dem  wahren  Flächeninhalt  A 
der  Figur  unbegrenzt  nähert.  Bezeichnen  wir  nun  mit  w  die  An- 
zahl der  auf  h  liegenden  Gitterpuncte  (wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  ein  zufallig  auf  der  Begrenzung  von  F  liegender  Gitterpunct 
mitgezählt  oder  ausgeschlossen  wird),  so  besteht  h  aus  (n  —  1) 
Stücken  =  8  und  aus  einem  Rest,  welcher  höchstens  =  2d  ist, 


*)  DtriehUi:  Becher ehes  etc.  §.  1. 
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so  dass  wir  h  =  nd  -f-  sd  setzen  können,  wo  s  einen  positiyen 
oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet.    Es  ist  daher: 

es  ist  fetner,  da  s  absolut  genommen  höchstens  =  1  ist,  die  Summe 
2  €  *  höchstens  gleich  der  endlichen  Ausdehnung  der  Figur  F  in 
der  Richtung  der  Axe  X,  und  es  wird  daher  d^ed  mit  8  gleich- 
zeitig unendlich  kfein.  Folglich  nähert  sich  das  Product  IIP 
demselben  Grenzwerthe  J.,  welchem  sich  ^hS  nähert;  was  zu 
beweisen  war. 

Es  leuchtet  übrigens  ein,  dass  dieser  Satz  nicht  an  die  Be- 
schränkung gebunden  ist,  nach  welcher  die  Parallelen  mit  der 
Axe  Y  nur  einmal  in  die  Figur  F  ein-  und  nur  einmal  aus  ihr 
austreten.  Man  kann  immer  die  Figur  F  als  ein  Aggregat  von 
positiyen  und  negativen  Flächentheilen  ansehen,  welche  einzehi 
der  angegebenen  Bedingung  genügen;  und  wendet  man  auf  jeden 
einzelnen  Theil  den  Satz  an,  so  ergiebt  sich  daraus  sofort  die 
Richtigkeit  desselben  für  die  ganze  Figur  F. 


J 


IV.  üeber  die  GescMecliter ,  in  welche  die  Classen  der 
qnadratisclien  Formen  von  bestimmter  Determinante 

zerfallen*). 


§.  121. 

Ist  (o,  &,  c)  eine  quadratische  Form  von  der  Determinante 
6*  —  ac  =  2),  und  sind  n,  n'  irgend  zwei  durch  diese  Form  dar- 
stellbare Zahlen  (wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  darstellenden 
Zahlen  relative  Primzahlen  sind  oder  nicht),  so  lässt  sich  das  Pro- 
düct  nn!  stets  in  die  Form  x^  —  Dy^  bringen,  wo  x  und  y  ganze 
Zahlen  bedeuten;  denn  aus  der  Annahme 

folgt  (nach  §.  54),  dass  die  Form  (o,  &,  c)  durch  die  Substitution 
(y;5)  in  eine  Form  (w,rr,  n')  übergeht,  deren  Determinante  x^  —  nn^ 
von  der  Form  Dy^  ist.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen  sich  folgende 
Schlüsse  ziehen**). 

1.  Ist  Z  eine  ungerade  in  D  aufgehende  Primzahl,  so  hat  für 
alle  durch  l  nicht  theilbaren  Zahlen  n,  welche  durch  die  Form 
(a,  6,  c)  darstellbar  sind,  das  Symbol 


(t) 


einen  und  denselben  Werth.     Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei 
solche  durch  l  nicht  theilbare  und  durch  (a,  b.  c)  darstellbare 


*)  Dirichlet:  Becherches  sur  diverses  applications  etc.  §§.3,  6  (Crelle's 
Journal,  Bd.  19). 

*♦)  Vergl.  Gauss:  B,  A.  artt.  229  —  231. 
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Zahlen,  so  folgt  aus  wn'  =  a?»  —  Dy^^  dass  nn'  ^x^  (mod.  I), 
und  folglich 

{^)  =  +  >.-•»  (t)  =  (?^) 

ist. 

2.  Ist  Z7  ^  3  (mod«  4),  so  hat  für  alle  ungeraden,  durch  die 
Form  darstellbaren  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_  l)y«(n-l) 

einen  und  denselben  Werth.  Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei 
solche  ungerade  Zahlen,  so  ist 

nn'  =  x^  —  By^  =  iP^  +  y«  (mod.  4); 

da  femer  nn'  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  eine  der  beiden 
Zahlen  x^  y  gerade,  die  andere  ungerade  sein;  hieraus  folgt 
nn'  ^  l  (mod.  4),  also  auch  w  ^  n'  (mod.  4),  und  hieraus 

(_l)y«(n-l)   _  ^_  ;^y/,(n'-l)^ 

3.  Ist  D  ^  2  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Fonn 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(—  l)%(n«-.l) 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus 

nn'  =  a?3  —  Dy^  =  a?»  —  2y« (mod.  8) 

folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn' ^  + 1  (mod.  8),  also  auch  n^  +  »' 
(mod.  8),  woraus  die  obige  Behauptung  sich  unmittelbar  ergiebi 

4.  Ist  D  ^  6  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(— l)Va(n-l)  +  y8(n«-l) 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus 

nn'  =  x^  —  Dy^  =  a?»  +  2y«  (mod.  8) 

folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  oder  ^  3  (mod.  8),  je  nach- 
dem y  gerade  oder  ungerade  ist ;  dann  ist  entsprechend  n^n' 
oder  ^  3  n'  (mod.  8),  und  man  findet  leicht,  dass  in  beiden  Fällen 

n— 1    ,   n3  — 1        n'— 1    ,    n'»— 1  ,      ,   ^, 
-  -2  -  +  -8-  =  -2-  +  —8-  (^"^-  2> 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ist  2)  ^  4  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 
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(—  l)V«(»-i) 

einen  und  denselben  Werth.    Denn  aus  nutl  ^=^  x"^  —  Dy*  folgt, 
da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  (mod.  4),  also  n^^  ri  (mod.  4). 

6.   Ist  D  ^  0  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

(— l)y.(n-i)    und    (-l)%(~«-i) 
für  sich  einen  unyeränderlichen  Werth.    Denn  aus 

üii  =  a;»  —  Dy«  =  x'  =  1  (mod.  8) 
folgt  n'^i'nl  (mod.  8). 


§.  122. 

Auf  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  beruht  die  Ein- 
theilung  der  quadratischen  Formen  einer  gegebenen  Determinante 
D  in  Geschlechter;  wir  beschränken  uns  hier  auf  die  u/rsprüng- 
liehen  Formen,  weil  das,  was  für  sie  gilt,  leicht  auf  die  anderen 
Formen  übertragen  werden  kann;  ausserdem  betrachten  wir  für 
den  Fall  einer  negativen  Determinante  nur  positive^  d.  h.  solche 
Formen,  deren  äussere  Goefücienten  positiv  sind.  Es  sei  also 
(a,  6,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  öten  Art  (§.  61),  so  wissen 
wir  (§.  93),  dass  man  den  Variabelen  derselben  stets  solche  Werthe 
X,  y  beilegen  kann,  dass 

ax^  +  2bxy  +  cy^  

ö 

positiv  und  relative  Primzahl  zu  2Z)  wird;  dabei  ist  es  gleich- 
gültig, ob  X  und  y  relative  Primzahlen  zu  einander  sind  oder 
nicht  Bezeichnet  man  nun  mit  l,  l\  V  .  .  .  alle  von  einander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  hat 
fiir  alle  durch  eine  und  dieselbe  Form  (a,  &,  c)  erzeugten  Zahlen 
^n  jedes  der  Symbole 

/ön\     /ö  n\     /6n\ 
und  folglich  auch  jedes  der  Symbole 

(t).  (f)-  (f) 


.    •     *     • 
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für  sich  einen  unveränderlichen  Werth;  ist  femer  D  nicht  =  1 
(mod.4),  aJßo  <J  =  1,  so  gilt  dasselbe,  je  nachdem  D^3  (moi4), 
2>  =  2  (mod.  8),  2)=  6  (mod.  8),  2)  =  4  (mod.  8),  JD  =  0  (mod.  8) 
ist,  entsprechend  von  dem  Ausdruck 

(_  l)y«(n-i)^      (_  iy/3(nt-i)^       ^_iy/,(„_l)+i^(«»_l)^       ^__  l)^^!-!) 

oder  von  jedem  der  beiden  Ausdrücke 

(_l)H(n-l)      und      (— l)y»(n«-l). 

Die  Anzahl  dieser  Ausdrücke 

(t)'     (f  )•••(- 1)^(»-«  U.  8.  W., 

die  wir  die  Charaktere  C  nennen  wollen,  hängt  nur  von  der  De- 
terminante D  ab  und  soll  im  folgenden  immer  mit  A  bezeichnet 
werden;  offenbar  ist  A  gleich  der  Anzahl  der  in  D  aufgehenden 
ungeraden  Primzahlen  l,V,V'...,  wenn  D  =1  (mod.  4);  in  den 
übrigen  Fällen  mit  Ausnahme  von  2>  ^  0  (mod.  8)  ist  sie  um  1 
und  im  Falle  D  ^  0  (mod,  8)  ist  sie  um  2  grösser.  Das  System 
der  bestimmten  Werthe  +  1,  welche  diesen  A  Charakteren  C  fiir 
eine  bestimmte  Form  (a,  b,  c)  zukommen,  wollen  wir  den  Total' 
Charakter  dieser  Form  nennen.  Nach  dem  Ausfall  dieses  Total- 
Charakters  theilen  wir  sämmtliche  ursprüngliche  Formen  von 
gleicher  Determinante  und  gleicher  Art  in  Oesehlechter  ein,  indem 
wir  je  zwei  Formen  in  dasselbe  Geschlecht  oder  in  zwei  verschie- 
dene Geschlechter  werfen,  je  nachdem  der  Total -Charakter  der 
einen  Form  mit  dem  der  anderen  identisch  ist  oder  nicht;  ein 
Geschlecht  ist  hiemach  der  Inbegriff  aller  ursprünglichen  Formen 
von  gleicher  Determinante  und  gleicher  Art,  für  welche  jeder  der 
X  Charaktere  C  für  sich  genonmien  denselben  Werth  besitzt  Da 
nun  alle  Zahlen  <5n,  welche  durch  eine  bestimmte  Form  darstellbar 
sind,  auch  durch  alle  mit  ihr  äquivalenten  Formen  dargesteUt 
werden  können,  so  gehören  alle  Formen  einer  und  derselben 
Classe  auch  in  ein  und  dasselbe  Geschlecht;  ein  Geschlecht  ist 
daher  immer  der  Inbegriff  einer  bestimmten  Anzahl  von  Fonnen- 
Classen.  Da  femer  jeder  der  X  Charaktere  C  zwei  einander 
entgegengesetzte  Werthe  haben  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  die 
sämmtlichen  ursprünglichen  Formen  von  einer  gegebenen  De- 
terminante D  und  von  der  ötea  Art  höchstens  2^  verschiedene 
Geschlechter  bilden  können. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  die  äusseren  Coefficienten  einer 
Form  immer  durch  diese  Form  dargestellt  werden,  wenn  man  der 
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einen  Variabein  den  Werth  1,  der  anderen  den  Werth  0  beilegt; 
mithin  können  die  Charaktere  dieser  Form  immer  aus  einem  dieser 
beiden  Coefficienten  erkannt  werden. 

Beispiel  1 :    Für  die  Determinante  D  =  —  35  ^  1  (moi  4) 
bilden  (§.  67)  die  sechs  Formen 

(1,  0,  35),    (5,  0,  7),    (3,  ±  1,  12),    (4,  +  1,  9) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen  der 
ersten  Art,  und  die  beiden  Formen 

(2,  1,  18),    (6,  1,  6) 

ein  solches  Formensystem  der .  zweiten  Art.  Um  diese  Formen 
(oder  die  durch  sie  repräsentirten  Glassen)  in  Geschlechter  eiszu- 
theilen,  haben  wir  die  beiden  Charaktere 


(t) 


und 


(t) 


zu  betrachten,  und  da  A  =  2  ist,  so  sind  für  jede  der  beiden 
Formenarten  höchstens  vier  Geschlechter  zu  erwarten.  Die  wirk- 
liche Untersuchung  ergiebt  als  Resultat  folgende  Tabelle 


(a,  h,  c) 

(t) 

(f) 

(1,  0,  35) 

+ 

+ 

(5,  0,  7) 





(3,  ±  1,  12) 

(4,  +  1,  9) 

+ 

+ 

(2,  1,  18) 

+ 

+ 

(6,  1,  6) 

Es  zeigt  sich  also,  dass  jedes  der  beiden  Systeme  nur  in  zwei  ver- 
schiedene Geschlechter  zerfällt;  die  drei  Formen 

(1,0,35),    (4, +  1,9) 
bilden  ein  Geschlecht,  dessen  Total-Gharakter  durch 


(T)  =  t''(f)  =  +  ' 
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bestimmt  ist;  die  drei  anderen  Formen 

(5,0,7),    (3,  ±1,12) 
bilden  ein  zweites  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 


a)=-'.  (f)=-' 


bestimmt  ist.  Und  jede  der  beiden  Formen  der  zweiten  Art  bildet 
ein  Geschlecht  für  sich. 

Beispiel  2 :   Für  die  Determinante  D  =  —  5^3  (med.  4) 
bilden  (§.  71)  die  beiden  Formen 

(1,0,5),    (2,1,3) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver) Formen;  um 
sie  in  Geschlechter  einzutheilen,  müssen  wir  die  beiden  Charaktere 

(_l)V,(«-i)    und    Cj\ 
betrachten.    Der  Form  (1,  0,  5)  entspricht 

(«l)y.(n-l)  =  +l,     (y)  =  +    1, 

und  der  Form  (2,  1,  3)  entspricht 

(-l)V.(n-l)  =  _l,      (^)=-l. 

Jede  dieser  beiden  Formen  bildet  also  ein  Geschlecht  für  sich; 
da  A  =  2  ist,  so  ist  auch  hier  die  Anzahl  der  Geschlechter  nicht 
=  2^,  sondern  nur  =  2^— ^ 

Beispiel  3 :     Für   die   Determinante  2)  =  24  ^  0  (mod.  8) 
findet  man  leicht  (nach  §§.  75,  78,  82),  dass  folgende  vier  Formen 

(1,4,-8),    (-1,4,8),    (3,3,-5),    (-3,3,5) 

ein  vollständiges  Formensystem  bilden;  es  sind  hier  die  folgenden 
drei  Charaktere  zu  betrachten: 

der  ersten  der  obigen  Formen  entspricht 

(_l)V.(n-l)  =  +  1,     (-  l)^^(~«-i)  =  +   1,     ^|.)=  +  1; 

der  zweiten 
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der  dritten 

und  der  vierten 

Auch  hier  zeigt  sich  also,  dass  die  Anzahl  der  wirklich  vorhan- 
denen Geschlechter  nicht  =2*,  sondern  nur  =  2^"^  ist. 


§.  123. 

Mit  Hülfe  des  Beciprocitätssataes  lässt  sich  nun  in .  der  That 
nachweisen,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Geschlechter  hoch- 
stens  =  2^-*  ist.  Wir  setzen  D  =  D'iS*,  wo  S^  das  grösste  in 
D  aufgehende  Quadrat  bezeichnet,  und«  legen  den  Buchstaben 
4,  €,  P  dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  D'  bei,  welche  sie  in 
§.  52  in  Bezug  auf  die  dort  mit  D  bezeichnete  Zahl  erhalten 
haben.    Dann  wird 

wo  n  jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  relative 
Primzahl  zu  2  2>  ist  Da  nun  die  Determinante  JD  keine  Quadrat- 
zahl, also  D'  nicht  =  1  ist,  so  kann  auch  nicht  gleichzeitig 
J  =  +li«=+l  und  P  =  1  sein,  und  hieraus  folgt  leicht, 
dass  der  Ausdruck 


ayi("-i)  «%(n«- 


■'(t) 


entweder  einer  der  Charaktere  C  selbst,  oder  ein  Product  aus 
mehreren  dieser  Charaktere  ist;  bezeichnen  wir  diese  Charaktere 
mit  C  und  ihr  Product  mit  0  C\  so  ist  also  stets 


n«'  =  (^). 


Bobald  n  positiv  und  relative  Primzahl  zu  2  D  ist.  Da  nun  durch 
jede  ursprüngliche  Form  der  <5ten  Art  stets  Zahlen  ön  dargestellt 
werden  können,  in  welchen  n  dieser  Bedingung  genügt  (§.  93), 
nnd  zwar  solche  Zahlen  <5n,  von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist 
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(§.  60),  so  ergiebt  sich,  dass  der  Total-Charakter  einer  jeden  Form 
so  beschaffen  ist,  dass  stets 

n  C'  =  +  1 

und  niemals  YIC'  =  —  1  wird.  Da  nun  unter  den  sämmtlichen 
2^  Zeichencombinationen,  welche  man  erhält,  wenn  man  jedem  der 
k  Charaktere  C  sowohl  den  Werth  +  1  wie  den  Werth  —  1  bei- 
legt, offenbar  die  Hälfte  so  beschaffen  ist,  dass  0  C  =  —  1  wird, 
so  folgt,  dass  diesen  Zeichencombinationen  oder  Total-Charakteren 
keine  wirklich  existirenden  Formen  entsprechen  können.  Mithin 
ist  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  höchstens 
=  2^-1. 

Im  Folgenden  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  allen  denjenigen 
Total-Charakteren,  welche  in  Uebereinstimmung  mit  der  oben  an- 
gegebenen Relation  sind,  wirklich  existirende  Formen  entsprechen, 
dass  also  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Geschlechter =2^~* 
ist,  und  ausserdem,  dass  jedes  Geschlecht  eine  gleiche  Anzahl  von 
Formen-Classen  enthält. 
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Wir  wollen  wieder  (wie  in  §.  89)  mit  n  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  bezeichnen,  die  relative  Primzahlen  zu  22)  sind,  ferner 
mit  m  alle  diejenigen  Zahlen  n,  von  welchen  D  quadratischer  Rest 
ist,  und  mit  fi  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in  m 
aufgehenden  Primzahlen.  Es  sei  ferner  ^  (n)  eine  der  Bedingung 
if  (n')  ^  (w")  =  ^  (w'  w")  genügende  Function,  so  ist  stets 

2  *(n2)  2  2'**(m)  =  2^(n)  2  (^)  *Wi 

vorausgesetzt,  dass  die  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen 
bestimmte  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängige  Werthe 
haben.  Offenbar  geht  diese  Gleichung  durch  die  Specialisirung 
^(n)  =  W-'  in  die  Endgleichung  des  §.  89  über,  und  sie  könnte 
auch  genau  auf  dieselbe  Art  wie  diese  bewiesen  werden.  Wir 
ziehen  hier  folgende  Verification  vor. 

Verfahrt  man,  wie  in  §.  91,  so  erhält  man  durch  Ausfuhrung 
der  Multiplication  der  beiden  unendlichen  Reihen  auf  der  rechten 
Seite 
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i;   Tn  *•  (w), 


WO 


=^(?) 


ist,  und  8  alle  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss.  Denkt 
man  sich  nun  die  Zahl  n  dargestellt  als  Product  von  Primzahl - 
Potenzen  u4,  -B  .  .  .  und  bezeichnet  man  mit  a  alle  Divisoren  von 
-4,  mit  b  alle  Divisoren  von  B  u.  s.  w.,  so  leuchtet  ein,  dass  r« 
das  Product  aus  den  Summen 

ist    Wenn  nun  z.  B,  A  =  q",  und  q  eine  Primzahl  ist,  so  wird 

wenn  D  quadratischer  Rest  von  q  ist ;  ist  dagegen  D  Nichtrest  von 
q,  so  wird 


v(^)  =  l     oder    =0, 


je  nachdem  a  gerade  oder  ungerade,  d.  h.  je  nachdem  Ä  ein  Qua- 
drat oder  kein  Quadrat  ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  k  alle  die- 
jenigen Zahlen  n,  in  welchen  nur  solche  Primfactoren  aufgehen, 
von  denen  D  Nichtrest  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  jede  Zahl  n,  für 
welche  z^  von  Null  verschieden  ausfällt,  von  der  Form  mk^  ist; 
und  zwar  ist  dann  r«  gleich  der  Anzahl  r^  aller  Divisoren  von  m. 
Da  femer  ^(mi')  =  i|;(w)^(Ä')  ist,  so  wird  die  rechte  Seite 
unserer  Gleichung  gleich 

V  T«  ^  (wÄ;2)  =  V  ^  (ja)  .  V  r,„  t/;  (m). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  linken  Seite;  da  jede  Zahl  n  von 
der  Form  km  ist,  so  ergiebt  sich  zunächst 

1  ^  (n2)  =lt  (k^)  .  i;  ^  (m2), 

und  folglich  braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass 

ist*).    Führen  wir  links  die   Multiplication   aus,  indem  wir  alle 
Glieder  des  Productes,  welche  denselben  Factor  i^(w)  enthalten, 
in  ein  einziges  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  ein  Resultat  von 
der  Form 
^  r'm  ^  (m), 

♦)  Der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Seiten  ist  das  Quadrat  von  -2"»/'(w). 

Di  richtet,   Zahlentheorie.  21 
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wo  der  Coefficient 

aus  ebenso  vielen  Gliedern  besteht,  als  die  Zahl  m  quadratische 
Divisoren  ö^  besitzt,  und  wo  die  Zahl  v  für  jede  Zerlegung  von 
der  Form  m  =  sd^  angiebt,  wie  viele  verschiedene  Primzahlen  in 
£  aufgehen.  Es  braucht  daher  jetzt  nur  noch  nachgewiesen  zu 
werden,  dass  t'^  =  r„i  ist,  d.  h.  es  muss  folgender  Satz  bewiesen 
werden : 

Zerlegt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  auf  alle  mögliche 
Arten  in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  ein  Quadrat  8^  ist, 
und  bezeichnet  man  mit  v  jedesmal  die  Anzahl  der  in  dem  anderen 
Factor  a  aufgehenden  von  einander  verschiedenen  Primzahlen,  so 
ist  V  2  ♦*  gleich  der  Anzahl  r«  aller  Divisoren  der  Zahl  m. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber 
leicht  auf  folgende  Weise.    Ist 

wo  a,  6,  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen  bedeuten,  so 
ist  jeder  Divisor  a  von  der  Form 

a  =  ABC  .  .  ., 
wo  -4,  £,  (7  .  .  .  resp.  irgend  welche  Glieder  aus  den  Reihen 

a«,     a«--^     a«~*  .  .  . 
b?,     6/»-S     6.*-*  .  .  . 

u.  s.  w.  bedeuten,  welche  so  weit  fortzusetzen  sind,  als  die  Ex- 
ponenten nicht  negativ  werden.  Lässt  man  nun  jedem  Factor 
A^B^C  .  ,  ,  resp.  einen  Factor  A\B\  C"  .  .  .  entsprechen,  welcher 
=  2  oder  =  1  ist,  je  nachdem  der  entsprechende  Exponent  >  0 
oder  =  0  ist,  so  wird 

2'  =  A'  B'  C  ,  .  ., 
und  folglich 

V  2'  =  V^'.  v^'  .  VC.  .  .; 

da  aber,  wie  unmittelbar  einleuchtet, 

v^'  =  a+l,     5;i?'  =  /3  +  l,     vC'  =  y+l... 
ist,  so  findet  man 

V  2''  =  («  +  l)(/3  +  l)(y  +  1)  .  .  .  =  r„, 
■was  zu  beweisen  war. 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  ist  also  hiermit  eben- 
falls erwiesen. 

Bei  einer  aufmerksamen  Prüfung  der  vorstehenden  Ableitung 
wird  man  leicht  den  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  dem  (in  §.91 
aufgestellten)  Satze  über  die  sämmtlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
ön  durch  das  vollständige  System  S  der  ursprünglichen  Formen 
der  öten  Art  erkennen,  und  man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem 
sehr  einfachen  Beweise  dieses  letzteren  Satzes  gelangen,  wenn  man 
von  dem  in  §.  60  oder  §.  86  gewonnenen  Resultat  ausgeht,  dass 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Gruppen  von  eigentlichen  Darstellungen 
einer  Zahl  öm  durch  die  Formen  des  Systems  S  gleich  2"  ist,  wo 
fi  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
bedeutet 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  der  Satz  sich  bedeutend  ver- 
allgemeinern lässt,  wenn  man  statt  des  in  ihm  vorkommenden 
Jacobi'schen  Symbols  irgend  eine  Function  ö(n)  einführt,  welche 
der  Bedingung  Ö  (n')  ö  (n")  =  0  (w'  n")  genügt  und  nur  eine  end- 
liche Anzahl  verschiedener  Werthe  besitzt. 


§.  125. 

Nach  §.  123  zerfallen  die  sämmtlichen  (positiven)  Formen  von 
der  Determinante  D  und  von  der  öten  Art,  und  also  auch  die 
sämmtlichen  h  Formenclassen  in  höchstens  r  ^i=  2^-^  verschiedene 
Geschlechter,  deren  Total-Charaktere  sämmtlich  der  Bedingung 

n  c  =  +  1 

genügen,  und  die  wir  mit 

bezeichnen  wollen:  die  Anzahl  der  Formen  - Classen ,  welche  diese 
Geschlechter  enthalten,  sollen  entsprechend  mit 

9u  92  '  "  9t 
bezeichnet  werden,  so  dass  also,  wenn  eins  dieser  Geschlechter, 
z.  B.  Gr^  nicht  wirklich  vorhanden  sein  sollte,  ^r  =  0  zu  setzen 
ist.  Es  soll  nun  gerade  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  dies 
niemals  eintritt,  dass  also  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren^ 
tind  ausserdem,  dass  sie  alle  gleich  t;/rfe  Formen-Classen  enthalten, 
dass  also 

h 
9i  =  92  —  9i  '  '  '  =  -r 

ist. 

21* 
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Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesene  Gleichung*),  indem  wir 

setzen,  wo  xW  irgend  eins  der  2^  =  2r  Glieder  der  Summe  be- 
deutet, welche  durch  die  Entwicklung  des  über  alle  k  Charaktere 
C  erstreckten  Productes 

n(i  +  c) 

entsteht;  der  Bedingung  ^  (n) ^ (n')  =  i^ (w n')  geschieht  offen- 
bar durch  jede  solche  Specialisirung  Genüge,  denn  alle  Factoren 
C,  aus  denen  eine  solche  Function  xW  zusammengesetzt  ist, 
genügen  derselben  Bedingung.  Da  ausserdem  x(j^)  für  jede  Zahl  n, 
die  relative  Primzahl  zu  2  D  ist,  =  +  1  ist,  so  convergiren  die 
vier  in  der  Gleichung  vorkommenden  unendlichen  Reihen  unab- 
hängig von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  für  jeden  positiven  Werth 
s  >  1.  Es  ist  also  unter  dieser  Annahme,  da  x(n^)  =  x(^)  zW 
=  +  1  ist, 

Denken  wir  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  88)  ein  vollständiges 
System  S  von  h  Formen 

(a,  6,  c),  (a ,  6',  (/)... 
von  der  Determinante  D  und  von  der  <yten  Art  aufgeschrieben, 
und  unterwerfen  wir  die  Variabelen  x^  y  jeder  Form  den  dort 
angegebenen  Bedingungen  I.,  IL,  III.,  so  wird  jede  Zahl  öm  im 
Ganzen  auf  x  .  2'*  verschiedene  Arten  erzeugt,  wo  x  die  ebenda- 
selbst festgesetzte,  nur  von  D  und  6  abhängige  Bedeutung  hat 
Die  sämmtlichen  h  Formen  des  Systems  8  zerfallen  nun  in  zwei 
Gruppen,  nämlich  in  eine  Gruppe  von  H  Formen,  die  wir  mit 
(a,  6,  c)  bezeichnen  wollen,  für  welche  x(fn)  =  +  1  ist,  und  in 


*)  Auch  ohne  Hülfe  derselben  gelangt  man  auf  einem  etwas  kürzereOi 
wenn  auch  principiell  nicht  verschiedenen  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  von 
der  aus  §.91  folgenden  Gleichung  xJzn^in)  =  ^ip(y)  ausgeht,  wo  ^  eine 
willkürliche  Function,  und  a  y  alle  die  Zahlen  bedeutet,  welche  durch  das 
System  der  Formen  (a,  &,  c)  unter  den  Bedingungen  I.,  II.  des  §.  90  erzeugt 
werden.  Setzt  man  dann  \p(n)  =  n— »  n{l  -^yrC),  wo  yr  den  Werth  des 
Charakters  C  im  Geschlechte  Gr  bedeutet,  so  wird  dies  letztere  rechts  so- 
fort isolirt,  während  der  Grenzprocess  auf  der  linken  Seite  für  jeden  Be- 
standtheil  Cr  x  (w)  des  Productes  71  (1  -[-  yr  C)  einzeln  ausgeführt  werden  kann. 
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eine  zweite  Gruppe  von  IT  Formen,  die  wir  mit  {a\  h\  d)  bezeich- 
nen wollen ,  für  welche  %  (m)  ==  —  1  ist.  OflFenbar  werden  auf 
diese  Weise  alle  gr  Formen  des  Systems  /S,  welche  einem  und  dem- 
selben Geschlecht  Gr  angehören,  auch  einer  und  derselben  dieser 
beiden  Gruppen  zugetheilt;  denn  für  alle  diese  Formen  hat  jeder 
Factor  G  von  %(m)  für  sich  genommen  und  folglich  auch  %(m) 
selbst  einen  und  denselben  Werth.  Und  umgekehrt  leuchtet  ein, 
dass  alle  Zahlen  <Jw,  denen  xirn)  =  -|-  1  entspricht,  ausschliess- 
Uch  durch  Formen  der  ersten  Gruppe,  und  alle  Zahlen  öw,  denen 
l  (iw)  =  —  1  entspricht,  ausschliesslich  durch  Formen  der  zweiten 
Gruppe  erzeugt  werden.    Mithin  ist 


X  2  Z  (w) 


ax^  -f-  2bxy  +  cy^ 


a'x^  +  IV  xy  +  c 


■)     +  •  •  •  ■ 

V)"' r 


wo  auf  der  rechten  Seite  die  den  5  Formen  (a,  6,  c)  der  ersten 
Gruppe  entsprechenden  Doppelsummen  mit  positivem  Vorzeichen, 
und  die  den  B!  Formen  (a',  h\  c')  der  zweiten  Gruppe  entsprechen- 
den Doppelsummen  mit  negativem  Vorzeichen  behaftet  sind. 

Multiplicirt  man  jetzt   die  Gleichung   mit  der  unendlichen 
Reihe 


V 


w 


2« 


80  erhält  man  links  zufolge  der  obigen  Gleichung  das  Resultat 

fuhrt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplication  wie  in 
§.  90  aus,  so  verändert  sich  äusserlich  ihre  Gestalt  nicht,  sondern 
es  fällt  allein  die  frühere  Bedingung  III.  fort,  nach  welcher  die  den 
Variabelen  x^  y  beigelegten  Werthe  relative  Primzahlen  zu  einander 
sein  mussten.    Man  erhält  daher 


+  2 


K 


aa:^  +  2hxy  4-  cy« 


r 


+ 


•  •  •  • 


«•       \n )  n""  ^^  /a'x^-^^Vxy^dy^y-' 

Setzen  wir  jetzt  s  =  1  -f  p,  und  multipliciren  wir  mit  p,  so 
nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  g  jedes  der  Ji 
Producte 


{ 
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9l[ ^ )  '"Ql[ 5 ) 

einem  und  demselben  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  TT, 
welcher  für  eine  negative  Determinante  in  §.  95,  für  eine  positive 
in  §.  98  bestimmt  ist;  mithin  wird  der  Grenzwerth,  welchem  sich 
das  Product  aus  q  und  aus  der  rechten  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  nähert,  gleich  (H—H')  W. 

Für  die  beiden  Fälle  nun,  in  welchen  für  x  W  entweder  das 
Anfangsglied  1  oder  das  Glied  H  C"  der  Entwicklung  des  Pro- 
ductes  0(1  +  C)  genommen  wird,  ist  jEf  =  A  und  H'  =  0;  und 
die  obige  Gleichung  stimmt  genau  mit  der  in  §.  90  überein,  welche 
später  zur  Bestimmung  der  Classenanzahl  h  führte.  In  den  übrigen 
(2r  —  2)  Fällen,  d.  h.  also,  wenn  unter  x(n)  irgend  ein  Glied  des 
entwickelten  Ausdrucks 

verstanden  wird,  nähert  sich  aber,  wie  im  folgenden  Paragraphen 
nachträglich  gezeigt  werden  soll,  jede  der  beiden  unendlichen 
Reihen 

?  («)     „„-1    V  /^\  xM 


i^t^     und 


^© 


mit  unendlich  abnehmendem  q  einem  endlichen  Grenzwerth,  und 
folglich  das  Product 


ni  +  v 


dem  Grenzwerth  Null.  Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  ge- 
fundenen Grenzwerth  (H —  H')  TT,  wo  W  eine  von  Null  verschie- 
dene Grösse  war,  so  ergiebt  sich 

H-H'  =  0, 

d.  h.  jedem  dieser  (2  r  —  2)  Fälle  entspricht  eine  Eintheilung  aller 
h  Formen  des  Systems  8  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  eine  gleiche 
Anzahl  H  =  H'  ^=  V2  *  Formen  enthält. 

Zufolge  der  obigen  Bemerkung,  dass  die  gr  Formen  des 
Systems  S,  welche  einem  und  demselben  Geschlecht  Gr  angehören, 
bei  jeder  einzelnen  Specialisirung  von  x(n)  entweder  alle  in  die 
erste,  oder  alle  in  die  zweite  Gruppe  fallen ,  lässt  sich  jede  solche 
Gleichung  von  der  Formif  —  Ä'  =  0,  welche  einem  dieser  (2  r  —  2) 
Fülle  entspricht,  in  folgender  Weise  aufschreiben 


i 


i 
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ffi±92±9i±"  '±9t  =0,  (g) 

wo  die  Anzahl  g^  jedesmal  mit  positivem,  irgend  eine  andere  An- 
zahl gr  aber  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  behaftet 
ist,  je  nachdem  in  diesem  Falle  die  Formen  des  Geschlechts  Gr 
derselben  Gruppe  angehören,  wie  die  Formen  des  Geschlechts  Gj, 
oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  die  Werthe,  welche  x(n)  in  dem 
Geschlecht  Gi  und  in  dem  Geschlecht  Gr  erhält,  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind.  Ist  ^  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der 
Fälle,  in  welchen  das  Erstere  eintritt,  über  die  Anzahl  der  übri- 
geo,  so  wird,  wenn  man  alle  Gleichungen  (g)  addirt,  die  den 
(2r  —  2)  verschiedenen  Fällen  entsprechen,  der  Coefficient  von 
gi  gleich  (2r  —  2),  und  der  von  gr  gleich  ^  werden.  Um  nun 
diesen  Ueberschuss  ^  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mit  y^  und 
Yr  die  bestimmten  Werthe  +  1,  welche  irgend  einer  der  k  Cha- 
raktere C  resp.  in  dem  Geschlecht  Gi  und  Gr  annimmt,  und 
unter  diesen  mit  y/  und  y/  diejenigen  Werthe,  welche  den 
Charakteren  C  entsprechen ;  man  überzeugt  sich  dann  leicht,  dass 

z/  =  n(i+yi}v)-  1  -  ny/y/ 

ist;  denn  wenn  wir  das  erste,  aus  A  Factoren  von  der  Form 
(1  +  yi  yr)  bestehende  Product  rechter  Hand  entwickeln  und  die 
daraus  entstehenden  beiden  Glieder  1  und  Hy/yr'  gegen  die 
beiden  anderen  Glieder  fortheben,  so  bleiben  2^--2  =  2r  —  2 
Wieder  zurück,  deren  jedes  einem  bestimmten  Gliede  des  ent- 
wickelten Ausdrucks 

n(i  +  c)-i-nc', 

d.h.  einer  bestimmten  Specialisirung  von  ;i;(w)  entspricht,  und 
zwar  wird  ein  solches  Glied  =  +  1  oder  =  —  1  werden,  je 
nachdem  die  beiden  Werthe,  welche  das  correspondirende  xi"^) 
im  Geschlecht  Gi  und  im  Geschlecht  Gr  annimmt,  gleich  oder 
entgegengesetzt  ausfallen;  die  algebraische  Summe  aller  dieser 
Glieder  ist  also  in  der  That  gleich  dem  Ueberschuss  zi,  was  zu 
beweisen  war.  Da  nun  die  beiden  Geschlechter  Gi  und  Gr  ver- 
schieden sind,  so  ist  mindestens  einer  der  k  Factoren  (1  -\-yiyr) 
gleich  Null,  und  da  ausserdem  D  yi  =  1,  II  yr  =  1  und  folglich 
auch  riyi'yr'  =  1  ist,  so  erhalten  wir  z/  =  —  2.  Da  dieser 
Ueberschuss  -^  nun  für  alle  von  Gi  verschiedenen  Geschlechter 
gleich  gross  ist,  so  erhalten  wir  durch  Addition  sämmtlicher 
(2r  — 2)  Gleichungen  (g)  das  Resultat 

(2r  — 2)  (7i  -  2  <(73  +  (73  +  ...  +  (/O  =  0, 
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und  da  ausserdem 

9i  +  9%  +  Oi  +  '  "  +  fjt  =  h 
ist,  so  folgt 

2r^i  —  2 A  =  0,    also    gi=j  =  ^^r-^. 

Da  endlich  für  jedes  andere  Geschlecht  G^^  G^  ,  .  ,  Gt  die 
Untersuchung  ebenso  geführt  werden  kann,  wie  für  das  Geschlecht 
6x,  so  erhalten  wir  als  Endresultat  den  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschleckter  ist  gleich 
2^~"S  ^wd  alle  diese  Geschlechter  enthalten  gleich  vieh  Formen- 
classen. 


§.  126. 

Zur  Vervollständigung  des  vorstehenden  Beweises  haben  wir 
nun  noch  zu  zeigen,  dass  für  jede  der  2r  —  2  Specialisirungen 
von  X  (w)^  welche  den  Gliedern  des  obigen  entwickelten  Ausdrucks 
entsprechen,  jede  der  beiden  unendlichen  Reihen 


^  X  (n)        y  /n\  xjn) 
^  n^  +  Q  '    ^  \w/  n^  +  t' 


mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem  endlichen 
Grenzwerth  nähert.  Dies  kann  mit  Rücksicht  auf  frühere  Unter- 
suchungen (§.  101)  in  folgender  Weise  geschehen. 

Jede   der  beiden  in  Rede   stehenden   Summen  ist  von  der 
Form 


♦)  Gauss:  J).  Ä.  artt.  252,  261,  287.  —  Mit  Hülfe  des  Satzes  über  die 
arithmetische  Progression  (Supplement  VI.)  lässt  sich  der  obige  Satz  sehr 
kurz  beweisen.  Da  nämlich  alle  Zahlen  n,  für  welche  jeder  der  k  Charak- 
tere C  einen  vorgeschriebenen  Werth  +  1  besitzt,  in  gewissen  arithmeti- 
schen Reihen  enthalten  sind ,  deren  Difi'erenz  4  D  ist ,  während  ihre  An- 
fangsglieder relative  Primzahlen  zu  4D  sind  (vergl.  §.  52),  so  existiren 
unter  diesen  Zahlen  n  Auch  Primzahlen  p;  genügen  nun  die  für  die  Charak- 
tere C  vorgeschriebenen  Werthe  +  1  der  Beding^ung  i/C  =  -|-  1,  so  ist 
D  quadratischer  Rest  von  p^  und  folglich  existirt  eine  (positive)  ursprüng- 
liche Form  erster  Art,  deren  erster  Coefficient  =  p  ist,  welche  mithin  den 
vorgeschriebenen  Total-Charakter  besitzt.  —  Yergl.  femer  §§.  152 — 158. 
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wo  fl'  =  1,  1^"  =  1,  und  L  irgend  ein  ungerader  Divisor  von  D 
ist;  da  quadratische  Factoren  im  Nenner  eines  Jacobi'schen  Sym- 
bols fortgelassen  werden  dürfen,  so  können  vnr  annehmen,  dass 
L  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  ist.  Ferner  ist 
jedenfalls  nicht  gleichzeitig  0  =  -|-l,  7^  =  +  l,  L=l;  denn 
sonst  wäre  entweder  2;(n)  =  1,  oder  ;i;(n)  =  fl  0\  gegen  unsere 
Voraussetzung. 

Bezeichnen  wir  mit  Li'  das  Product  aus  allen  von  einander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  ist  das 
System  der  Zahlen  n  identisch  mit  dem  System  aller  positiven 
ganzen  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  8LL'  sind;  wir 
betrachten  zunächst  nur  die  ersten  q)(SLU)  Zahlen  w,  d.  h.  die- 
jenigen Zahlen  w,  welche  kleiner  als  8LU  sind,  und  zeigen,  dass 
die  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  a»  gleich  Null  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  a  irgend  eine  der  vier  Zahlen 
1,  3,  .5,  7;  mit  6  irgend  eine  der  q>(L)  Zahlen,  welche  relative 
Primzahlen  zu  L  und  nicht  grösser  als  L  sind;  endlich  mit  b* 
irgend  eine  der  q)(L')  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  L' 
und  nicht  grösser  als  ü  sind.  Es  wird  dann  (nach  §.  25)  durch 
die  drei  Congruenzen 

n^  a  (mod.  8),    n  ^b  (mod.  L),    n^V  (mod.  L') 

eine  und  nur  eine  Zahl  n  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zu 
8 Li'  und  zugleich  kleiner  als  8 iL'  ist;  und  wenn  jede  der  drei 
Zahlen  a,  fe,  V  unabhängig  von  den  anderen  alle  ihr  zukommenden 
Werthe  durchläuft,  so  werden  auf  diese  Weise  auch  alle  q)(8LL') 
Zahlen  n  erzeugt,  die  relative  Primzahlen  zu  8 Li'  und  kleiner 
als  8ii'  sind.     Da  nun  jedesmal 

ist,  SO  wird  die  über  diese  Werthe  von  n  ausgedehnte  Summe 

lccn  =  tp(L')  .  1  0V.(«-i)  ^Vb(««-i)  .  2  (^-*.); 
nun  ist  aber  (nach  §.  .52,  I.) 

^  (i) = ». 

aasgenommen,  wenn  i  =  1  ist;  ausserdem  findet  man  leicht, 
dass  auch 
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ist,  auBgenommen,  wenn  0  =  rj  =  •{•  l  ist  Da  nun,  wie  schon 
oben  bemerkt  ist,  diese  beiden  Ausnahmefälle  jedenfalls  nicht 
gleichzeitig  eintreten,  so  ist 

i;  «H  =  0, 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  die  angegebenen  Werthe  von  n 
bezieht. 

Da  ferner,  sobald  w'  ^  n  (mod.  8LZ/'),   auch  ««*  r=  «^  ist, 
so  wird  immer 

sein,  wenn  die  Summation  auf  beliebige  (p(6LL')  auf  einander 
folgende,  also  nach  dem  Modul  8  LL'  incongruente  Werthe  von 
n  ausgedehnt  wird.  Und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe, 
aller  Werthe  von  a»,  die  beliebig  vielen  auf  einander  folgenden 
Werthen  von  n  entsprechen  (von  w  =  1  an  gerechnet)  stets 
unterhalb  einer  endlichen  angebbaren  Grenze  bleibt  Nach 
einer  früheren  Untersuchung  (§.  101)  ist  daher  die  Reihe 

wenn  ihre  Glieder  nach  der  Grösse  der  Nenner  geordnet  werden, 
eine  für  jeden  positiven  Werth  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  also  nähert  sich  auch  jede  der  beiden  obigen  Reihen  mit 
unendlich  abnehmendem  positiven  q  einem  endlichen  Grenzwerth, 
was  zu  beweisen  war. 


\ 


V.    Theorie  der  Potenzreste  für  ZTisammengesetzte 

Moduli. 


§.  127. 

Es  ist  in  §.  28  gezeigt,  dass,  wenn  die  Zahl  a  relative  Prim- 
zahl gegen  den  Modul  Je  ist,  stets  positive  ganze  Exponenten  n 
von  der  Beschaffenheit  existiren,  dass  a~  ^  1  (mod.  k)  ist;  diese 
Exponenten  n  sind  die  sämmtlichen  Vielfachen  des  kleinsten  unter 
ihnen;  bezeichnet  man  diesen  mit  d,  so  sagt  man,  die  Zahl  a 
gehöre  zum  Exponenten  d;  und  die  d  Zahlen 

1,  a,  a« .  .  .  a^-i  (Ä) 

sind  sämmtlich  incongruent.  Mit  Hülfe  des  verallgemeinerten 
Fermat'schen  Satzes  ist  dort  ebenfalls  gezeigt,  dass  8  immer  ein 
Divisor  von  q>(k)  ist;  dies  Resultat  lässt  sich  aber  auch  ohne  Hülfe 
des  Fermat'schen  Satzes  ableiten  durch  eine  eigenthümliche 
Methode,  welche  sehr  häufig  zum  Nachweise  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  eine  andere  gebraucht  werden  kann.  In  unserem  Falle 
gestaltet  dieselbe  sich  folgendermaassen. 

Ist  a'  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  fc,  so  sind  (nach  §.  18) 
die  d  Zahlen 

a',  a'a,  a'a^  .  .  .  a* a^-^  {A') 

sämmtlich  incongruent;  dasselbe  gilt  von  den  8  Zahlen 

sobald  a"  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  h  ist.  Jeder  solche  Gom- 
plex,  wie  A*  oder  A*\  enthält  S  unter  einander  incongruente 
Zahlen,  die  sämmtlich  relative  Primzahlen  gegen  k  sind  und  also 
als  Repräsentanten  von  8  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  k 
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angesehen  werden  können.  Gesetzt  nun ,  es  findet  sich  eine  und 
dieselbe  Zahlclasse  in  jedem  der  beiden  Complexe  A  und  Ä' 
vertreten,  so  giebt  es  zwei  Exponenten  /t',  fi"  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

a'  .  a^'  =  a''  .  a""  (mod.  fc) 

ist;  nehmen  wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  dass 
f*"  ^  f*'?  80  erhält  man  durch  Division  mit  a"'  die  Congruenz 

a'  =  a"  .  a'*"-'*'  (mod.  Je)] 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass  jede  in  A'  enthaltene  Zahl  a' .  a" 
auch  einer  Zahl  von  der  Form  a"  .  a",  d.  h.  einer  in  Ä"  enthal- 
tenen Zahl  congruent  ist.  Wir  können  hieraus  schliessen,  dass 
entweder  zwei  solche  Complexe  A\  A"  dieselben  8  Zahlclassen 
enthalten,  oder  dass  keine  einzige  Classe  in  beiden  gleichzeitig 
vertreten  ist. 

Bildet  man  nun  der  Reihe  nach  alle  solche  aus  S  Zahlclassen 
bestehenden  Complexe  von  der  Form  A\  -4"  .  .  .,  und  zwar  nur 
solche,  welche  von  einander  verschieden  sind,  so  muss  endlich  jede 
der  9  (fc)  Zahlclassen ,  welche  relative  Primzahlen  zu  h  enthalten, 
in  einem  dieser  Complexe,  und  auch  nur  in  einem,  vertreten  sein, 
ist  daher  b  die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Complexe, 
so  muss  ^(k)  =  B  d,  also  9  (k)  theilbar  durch  8  sein,  was  zu  be- 
weisen war. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  Fermat'sche  Satz  als  Folgerung; 
denn  erhebt  man  die  Congruenz 

a^  ^\  (mod.  Ä) 

zur  «ten  Potenz,  so  erhält  man 

avw  =  \  (mod.  h). 


§.  128. 

Für  den  Fall,  dass  der  Modul  Tc  eine  Primzahl  p  ist,  wurde 
ferner  in  §.  29  bewiesen,  dass  zu  jedem  Divisor  8  von  9  (p)=|)  —  1 
genau  tp  (8)  Zahlen  gehören,  die  nach  dem  Modul  p  incongruent 
sind;  und  in  §.  30  sind  die  Eigenschaften  der  sogenannten  primi- 
tiven Wurzeln  von  p  betrachtet,  d.  h.  derjenigen  q)(p  —  1)  incon- 
gruenten  Zahlen  g,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  selbst  gehören. 
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Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  ähnliche  Gesetze  auch  für  zu- 
sammengesetzte Moduln  gelten. 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in  welchem  der 
Modul  h  eine  Potenz  von  einer  ungeraden  Primzahl  p  ist,  und  wir 
werden  der  Analogie  nach  unter  einer  primitiven  Wurzel  von  k 
jede  Zahl  g  verstehen,  welche  zum  Exponenten  (p(h)  gehört.  Dem 
Beweise  der  wirklichen  Existenz  solcher  primitiven  Wurzeln 
schicken  wir  folgenden  Hülfssatz  voraus: 

Ist  h  irgend  eine  ganze  Zahl  und  n  eine  positive  ganze  Zahl^ 
so  ist  stets 

(1  +  hp'')P  =  1  -f  Äp^'  +  i  (mod.p*  +  a). 

Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht  durch  die  Entwicklung 
der  linken  Seite  nach  dem  binomischen  Satze ;  man  findet  nämlich 
zunächst,  indem  man  sich  auf  die  drei  ersten  Glieder  beschränkt, 

(1  +  hp'^y  =  1  +  Äi)^+i  +  i(p  —  l)Ä'i?3«  +  i  (mod.  j?3^), 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  obige  Congruenz,  wenn  man  bedenkt, 
da8S|>  ungerade,  also  \(p  —  1)  eine  ganze  Zahl,  und  ferner,  dass 
sowohl  p^'^  +  i  als  auch  p^"  durch  p^-^^  theilbar  ist. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  gehen  wir  an  unsere  Unter- 
suchung und  nehmen  zunächst  einmal  an,  es  existire  für  den 
Modul  1?''  +  ^,  wo  jc  ^  1  ist,  wirklich  eine  primitive  Wurzel  g\ 
dann  liegt  es  nahe,  zu  fragen:  zu  welchem  Exponenten  gehört 
eine  solche  Zahl  g  in  Bezug  auf  den  Modul  p^'i  Es  sei  d  dieser 
Exponent,  also 

g^  =  1  +  hp^, 

so  erhält  man  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen  Satzes 

gip  ^  1  (mod.  p''+^); 

da  nun  g  primitive  Wurzel  von  p^-^^  ist,  so  muss  dp  durch 
g,(jp«+i)  =  (p  --  1)2)",  und  folglich  d  durch  (p —  l)p'''-^  theil- 
bar sein;  andererseits  muss  aber,  da  g  zum  Exponenten  d  in  Bezug 
auf  den  Modul  p^  gehört,  nothwendig  fp{p'')  =  (p  —  l)p''~'^ 
durch  5  theilbar  sein;  mithin  ist  ö  =  (p(p'')^  d.  h.  g  ist  auch 
primitive  Wurzel  von  p".  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 
Gleichung 

^(P-i)/"**^  =  l  -\-  hp'' 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  sein  kann;  denn 
sonst  wäre 
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TT  — 1 


g(P-i)P        =  1  (mod.  2)*  +  i), 

also  g  keine  primitive  Wurzel  von  p^+^. 

Setzt  man  diese  Schlüsse  weiter  fort,  so  erhält  man  zunächst 
das  Resultat: 

Jede  primitive  Wurzel  g  von  einer  höheren  Potepjs  einer  m- 
geraden,  Primzahl  p  ist  nothwendig  eine  primitive  Wurzel  der 
Zahl  p  selbst,  und  zwar  von  der  Beschaffenheit^  dass  g^~^  —  1 
nicht  durch  p'^  theilbar  ist. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  2>*?  und  zwar  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  in 
der  Gleichung 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  ist;  und  wir  fragen 
jetzt:  zu  welchem  Exponenten  gehört  diese  Zahl  g  in  Bezug  auf 
den  Modul  p''  +  ^?    Ist  ä  dieser  Exponent,  also 

p*^  =  1  (mod.p''+i), 

so  ist  auch 

^^  ^  1  (laod.  p"), 

und  folglich  S  theilbar  durch  (fip")]  da  aber  andererseits  S  ein 
Divisor  von  (p(p''-^^)  =  p(p(p'')  sein  muss,  so  ist  ö  entweder 
=  g^Ci?"),  oder  =  <jp  (i^'^  +  Oj  d^s  Erstere  ist  aber  nicht  der  Fall, 
weil  unserer  Voraussetzung  zufolge  die  Zahl  h  nicht  durch  p 
theilbar  ist;  also  ist  8  =  9(i>''"*"^),  d.  h.  die  Zahl  g  ist  primitive 
Wurzel  von  p'^^^    Zugleich  leuchtet  aus  der  Congruenz 

gip-Dp""  =  (1  +  Ap«)p  =  1  +  Äp^  +  i  (mod.  p"-^^) 
ein,  dass  die  in  der  Gleichung 

^(p-i)p"  =  1  ^-  Ä'p^^^ 

vorkommende  Zahl  Ä'  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlussweise  erhalten  mr  das  zweite 
Resultat : 

Jede  primitive  Wurzel  g  ei^ier  ungeraden  Primzahl  p,  für 
welche  die  Differenz  gP~^  —  1  nicht  durch  p^  theilbar  ist^  ist  auch 
eine  primitive   Wurzel  aller  höheren  Potenzen  von  p. 

Um  also  die  Existenz  von  primitiven  Wurzeln  g  für  höhere 
Potenzen   von  p  nachzuweisen,  und  um  alle   diese  Zahlen  g  zu 
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finden,  haben  wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  Thai  primitive 
Wurzeln  g  von  p  existiren,  für  welche  g^"^  —  1,  oder,  was  das- 
selbe sagt,  für  welche  g^  — g  nicht  durch  p^  theilbar  ist.  Dies 
geschieht  leicht  auf  folgende  Weise.  Ist  /  irgend  eine  primitive 
Wurzel  von  p^  so  sind  alle  in  der  Form 

enthaltenen  Zahlen  g  ebenfalls  primitive  Wurzeln  von  p\  dann  ist 
nach  dem  binomischen  Satze 

gp  =,fp  (mod.i)2); 
setzen  wir  daher 

/p=/+/'i)(mod.i)2), 
so  wird 

gp  ^  g=p{f  —  X)  (mod. p^\ 

und  folglich  \^i  g  =  f  -^  px  jedesmal  eine  primitive  Wurzel  aller 
Potenzen  von  p,  ausgenommen,  wenn  x^f  (mod.  j}),  also 

g=f»  (mod.  jpä) 

ist  Da  nun  ip{p  —  1)  nach  dem  Modul  p  incongruente  Zahlen  / 
existiren,  und  aus  jeder  Zahl  /  genau  {p — 1)  in  Bezug  auf  den 
Modul  |>*  incongruente  Zahlen  gr=f-\-px  von  der  Beschaflfenheit 
abgeleitet  werden  können,  dass  g^"'^  —  1  nicht  durch  p^  theilb.ar 
wird,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  sämmtUchen  primitiven  Wurzeln  von  höheren  Potenzen 
einer  ungeraden  PrimzcM  p  sind  die  sämmtUchen  Individuen  von 
(p  —  1)  9  (p  —  1)  verschiedenen  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den 
Modul  pK 

Beispiel :  Sämmtliche  primitive  Wurzeln  der  Primzahl  |?  =  7 
sind  in  den  beiden  Reihen  7X'{-S^7x-\-6  enthalten;  da  nun 

37=31,     57=  19  (mod.  49) 

ist,  so  sind  alle  in  den  arithmetischen  Reihen  7a;  +  3,  7j:-|-5 
enthaltenen  Zahlen,  mit  Ausnahme  derer,  welche  ^31  oder  ^19 
(mod.  49)  sind,  auch  primitive  Wurzeln  von  allen  höheren 
Potenzen  von  7. 


\ 
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§.  129. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Existenz  von  primitiven 
Wurzeln  g  für  jeden  Modul  p*  nachgewiesen  ist,  der  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  p  ist,  kann  man  leicht  die  übrigen 
elementaren  Fragen  über  die  Potenzreste  beantworten.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

so  sind  die  Potenzen 

9\  9\  ^^  .  .  .  </'""^  (mod.  p'') 

sämmtlich  incongruent,  und  bilden  daher  ein  vollständiges  System 
incongruenter  Zahlen,  mit  Ausschluss  der  durch  p  theilbaren 
Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so 
existiren  stets  unendlich  viele  Exponenten  y,  die  aber  nach  dem 
Modul  c  sämmtlich  einander  congruent  sind,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

n  ^  gY  (mod.  p"); 

man  nennt  dann  y  den  Index  der  Zahl  n  für  die  Basis  g^  und 
drückt  dies  in  Zeichen  so  aus 

Ind.  n  ^  y  (mod.  c) ; 

durchläuft  y  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul 
c,  so  durchläuft  n  ein  vollständiges  System  von  Zahlen,  die  relative 
Primzahlen  zu  p"  und  unter  einander  nach  dem  Modul  p'^  incon- 
gruent sind.  Für  die  Rechnung  mit  diesen  Indices  gelten  dieselben 
Gesetze,  wie  die  (in  §.  30  angegebenen)  für  den  Fall  n  =  L  Wir 
heben  hier  besonders  hervor,  dass 

Ind.  (1)  =  0,    Ind.  (—  1)  =  ^  c  (mod.  c\ 

und  ferner,  dass  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p"  ist, 
je  nachdem  Ind,  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Aus  dem  Index  einer  Zahl  n  lässt  sich  leicht  der  Exponent  t 
bestimmen,  zu  welchem  n  in  Bezug  auf  den  Modul  p"  gehört;  aus 

folgt  nämlich 
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soll  also  w'  ^  1  sein,  so  muss  t  Ind.  n  durch  c  theilbar,  und 
folglich  t  ein  Multiplum  von  c  :  8  sein,  wo  d  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Divisor  von  c  und  Ind.n  bedeutet;  die  kleinste 
aller  dieser  Zahlen  ^,  d.  h.  der  Exponent,  zu  welchem  n  gehört, 
ist  daher  =  c  :  8. 

Hieraus  folgt,  dass  n  stets  und  nur  dann  eine  primitive 
Wurzel  von  jp^  ist,  wenn  Ind.n  relative  Primzahl  zu  c  ist;  die 
Anzahl  aller  nach  dem  Modul  jp*  incongruenten  primitiven  Wur- 
zeln von  p"  ist  daher  gleich  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

welche  relative  Primzahlen  zu  c  sind,  also  gleich  <p(c)  =  q>q>(p''y 
Dasselbe  Resultat  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem 
Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen. 


§.  130. 

Die  Primzahl  2  verhält  sich  anders  als  die  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  bisher  ausschliesslich  betrachtet  wurden. 

Für  den  Modul  2  kann  jede  ungerade  Zahl  als  primitive 
Wurzel  angesehen  werden. 

Für  den  Modul  2^  =  4  ist  3  ^  —  1  eine  primitive  Wurzel; 
zu  jeder  ungeraden  Zahl  n  giebt  es  einen  entsprechenden  Expo- 
nenten a  von  der  Beschaffenheit,  dass 

n  =  (—  1)«  (mod.  4) 

ist;  und  zwar  ist  a  ^  0  (mod.  2)  oder  ^  1  (mod.  2),  je  nachdem 
n  ^  1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist. 

Bis  hierher  findet  also  noch  völlige  Analogie  mit  den  un- 
geraden Primzahlen  statt;  sobald  aber  ein  Modul  2^  betrachtet 
wird,  in  welchem  der  Exponent  A  ^  3  ist,  hört  dieselbe  auf.  Es 
lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  n  irgend  eine  ungerade 
Zahl  bedeutet,  immer  schon 

„i49(aS  ^  ^2^-2  =  1  (njod.  2^) 

ist.    In  der  That  ist  dieser  Satz  richtig  für   A  =  3 ;   denn  das 
Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl  n  ist  ^  1  (mod.  8).    Nehmen  wir 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  22 
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ferner  an,  der  Satz   sei  für  einen  beliebigen  Exponenten  ^  ^  3 
schon  bewiesen,  es  sei  also 

n^^^^  =1  +  h2\ 
so  folgt  hieraus  durch  Quadriren 

^w«^""'  =  1  4-  Ä2^+i  +  Ä222a  =  l(mod.2^+i), 

d.  h.  der  Satz  gilt  auch  für  den  nächstfolgenden  Exponenten  A  -|- 1. 
Er  gilt  mithin  allgemein,  da  er  für  A  =  3  gilt. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  es  in  diesen  Fällen  wenigstens  Zahlen 
giebt,  die  zu  dem  Exponenten  |9>(2^)  =  2^~^  gehören;  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  die. Zahl  5  diese  Eigenschaft  für  jeden 
Modul  2^  >  8  besitzt.     Es  ist  nämlich 

5=1+4  (mod.  8) 
52  =  1  +  8  (mod.  16) 
5*=  1  +  16 (mod.  32) 
58=  1  +  32 (mod.  64) 


allgemein 


also 


52^    ^  =  1  +  2^-1  (mod.  2^), 

2—8 

5*        niemals  ^  1  (mod.  2^), 


woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  die  Zahl 
5  nach  dem  Modul  2^  gehört,  kein  Divisor  von  2^— ^  sein  kann 
und  also,  da  er  doch  Divisor  von  2^""^  sein  muss,  nothwendig 
=  2^-«  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  zur  Abkürzung 

Ig?  (2^)  =  2^-2  =  & 
setzt,  dass  die  b  Zahlen 

50,    51,    5«...  5^-1 

sämmtlich  nach  dem  Modul  2^  incongruent  sind;  dasselbe  gilt  von 
den  Zahlen 

—  50,    —öS    —  5«  .  .  .  —  ö«^-!; 

da  femer  die  ersteren  sämmtlich  ^  l  (mod.  4),  die  letzteren 
sämmtlich  ^  3  (mod.  4)  sind,  so  bilden  sie  zusammengenommen 
ein  System  von  9?  (2^)  nach  dem  Modul  2^  incongruenten  un- 
geraden Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  kann 
man  stets 
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n  =  (— 1)«5^  (mod.  2^) 

setzen,  wo  a  nach  dem  Modul  2  und  ß  nach  dem  Modul  b  voll- 
ständig bestimmt  ist  Durchläuft  a  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modul  2,  und  ß  unabhängig  von  a  ein  vollstän- 
diges ßestsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  ft,  so  durchläuft  n  ein 
vollständiges  System  von  Zahlen,  die  in  Bezug  auf  den  Modul  2^ 
incongruent  und  relative  Primzahlen  zu  2^,  d.  h.  ungerade  sind. 
Diese  beiden  Zahlen  a  und  ß  kann  man  die  Indices  der  Zahl  n 
nennen;  sie  befolgen  ganz  ähnliche  Gesetze,  wie  die  Indices  für 
die  früher  betrachteten  Moduli.  Wir  heben  noch  besonders  her- 
vor, dass  w  ^  +  1  oder  ^  +  3  (mod.  8)  ist,  je  nachdem  ß  gerade 
oder  ungerade. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorstehende  Form, 
in  welche  jede  ungerade  Zahl  n  gebracht  werden  kann,  auch  noch 
fiir  den  Fall  1  =  2  gilt;  die  Anzahl  b  der  Werthe  von  ß  reducirt 
sich  nämlich  auf  1,  und  da  5  ^  1  (mod.  4),  so  geht  die  obige 
Form  in  die  frühere  n  ^  ( —  1)"  (mod.  4)  über.  Für  eine  spätere 
Untersuchung  ist  es  sogar  zweckmässig,  dieselbe  Form  der  Dar- 
stellung aller  relativen  Primzahlen  zu  einem  Modul  von  der  Form 
2^  auf  die  Fälle  X  =  0  und  1=1  auszudehnen;  da  in  denselben 
nur  eine  einzige  Zahlclasse  darzustellen  ist,  so  wird  man  a  und  ß 
auch  nur  einen  einzigen  Werth  beizulegen  haben;  setzen  wir 
daher  a  =  6  =  1,  wenn  k  =  0  oder  1  =  1  ist,  in  allen  anderen 
Fällen  {X  ^  2)  aber  a=  2,  6  =|9>(2^),  so  können  wir  sagen, 
dass  der  Ausdruck 

w  =  (— l)«5i'(mod.  2^) 

alle  incongruenten  relativen  Primzahlen  zum  Modul  durchläuft» 
wenn  a  und  ß  resp.  vollständige  Restsysteme  in  Bezug  auf  a 
tind  b  durchlaufen,  und  stets  ist  <p(2^)  =  ab. 


§.  131. 

Es  sei  nun  der  Modul  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl 

k  =  2^p''p"^  .  .  ., 

^^  A  p'  •  •  •  Von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen,  und 
^,  3r,  3i' . .  .  ganze  positive  Exponenten  bedeuten,  deren  erster,  A, 

22* 
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auch  =  0  sein  kann.     Ist  n  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  l, 
so  kann  man  stets 

w  =  (— l)«5/^(mod.  2^) 
n  ^  gy  (mod.  p^) 
n^  ^y'  (mod.  jp''") 


setzen,  wo  ^,  gr'  .  .  .  primitive  Wurzeln  resp.  von  jp*,  y* . .  •  ^' 
deuten.  Geben  wir  den  Zahlen  a,  b  die  im  vorigen  Paragraphea 
festgesetzte  Bedeutung  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

so  sind  die  Exponenten  oder  Indices 

«,    ß^    y»    y'  •  •  • 
vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Modnli 

dy      0^      Cj      C     •  •  . ) 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  solchen  Systeme  von  Indices 
(nach  §.  25)  eine  bestimmte  Glasse  von  Zahlen  n  nach  dem  Modul 
Ä,  die  relative  Primzahlen  zu  h  sind.  Durchlaufen  die  Indices 
a,  /S,  y,  y'  .  .  .  unabhängig  von  einander  ihre  a,  6,  c,  c*  . . .  Werthe, 
80  durchläuft  n  sämmtliche 

a  6  c  c'  .  .  .  =  9  (ÄJ) 

Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  Ä,  welche  relative  Primzahleu 
zu  k  enthalten. 

Sind  die  Indices  a,  /?,  y,  y'  .  .  .  einer  Zahl  w  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  den  Exponenten  d  zu  bestimmen,  zu  welchem  die  Zahl 
n  gehört;  denn  offenbar  ist  S  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Multiplum  aller  derjenigen  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahl  n  in 
Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2\  p*  p'**'  ...  gehört  Dieser 
Exponent  ö  ist  daher  immer  ein  Divisor  von  dem  kleinsten  ge- 
meinschaftlichen Vielfachen  fi  der  Zahlen  a,  6,  c,  c' . . .  Es  können 
daher  primitive  Wurzeln  von  Ä,  d.  h.  Zahlen,  die  zum  Exponenten 
<p  (h)  gehören,  nur  dann  existiren,  wenn  ft  =  gj  (fc)  ist;  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der 
Modul  Ä  =  1,  oder  =  2,  oder  =  4,  oder  eine  Potenz  einer  un- 
geraden Primzahl,  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist; 
und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  in  diesen  Fällen  immer  primi- 
tive Wurzeln  existiren. 
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Da  ferner  die  Möglichkeit  einer  binomischen  Gongruenz  yon 
der  Form 

x^  ^  n  (mod.  h) 

und  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  nur  von  der  Möglichkeit  derselben 
Gongruenz  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2\  p''^  p'^'  .  .  .  ab- 
hängt (nach  §.  37),  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  zur  Beur- 
theilung  dieser  Frage  und  zur  Auffindung  der  Wurzeln  der  Gon- 
gruenz die  Eenntniss  der  Indices  der  Zahl  n  vollständig  ausreicht. 
Die  wirkliche  Ausführung  dieser  Untersuchung  unterdrücken  wir 
hier,  weil  sie  sich  ganz  ebenso  gestaltet  wie  in  §.  31.  Der  Fall 
m  =  2  würde  auf  diese  Weise  behandelt  auf  das  in  §.  37  ge- 
wonnene Resultat  zurückfuhren.  Ebenso  leicht  ist  es,  den  ver- 
allgemeinerten Wilson'schen  Satz  (§.  38)  von  Neuem  zu  beweisen. 


VI.    Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arith- 
metischie  Progression,  deren  erstes  Glied  und  Differenz 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftliclien  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthält. 


§.  132. 

Der  allgemeine  Beweis  dieses  Satzes*)  stützt  sich  auf  die 
Betrachtung  einer  Classe  von  unendlichen  Reihen  von  der  Form 

wo  der  Buchstabe  n  alle  ganzen  positiven  Zahlen  durchlaufen 
muss,  und  die  reelle  oder  complexe  Function  ^(n)  der  Bedin- 
gung 

^  (n)  tlf  (nO  =  tlf  {nn!) 

genügt.  Hieraus  folgt  für  n  =  71'  =  1,  dass  ^  (1)  =  1  oder  =  0 
ist;  da  aber  im  letzteren  Falle  iij(n)  =  ^(1)  ^(n)  für  alleWerthe 
von  n  verschwinden  würde,  so  nehmen  wir  immer  an,  dass  ^(1) 
=  1  ist  Wir  nehmen  ferner  an,  die  Function  i^(w)  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Summe  der  analytischen  Moduln  aller  Werthe 
if(n)  endlich  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  L  einen  von  der 
Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth  besitzt 
Man  überzeugt  sich  dann  leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden 
Gleichung 


*)   Dirichlet:   Abhandlungen  der  Berliner  Akademie    aus   dem  Jahre 
1837. 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle,  in  beUebiger  Ordnung  auf 
einander  folgenden  Primzahlen  g  bezieht'''). 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  die  Reihe  L  die  Glieder 

*(1)  =  1,     ^(q)  =  z,    tiq')  =  z^... 

enthält,  und  die  Summe  derselben  für  sich  einen  endlichen  Werth 
hat,  dass  der  Modulus  von  ^{q)  <  1,  und  folglich 

ist.  Sind  femer  ^i,  93,  9s  •  •  .  die  sämmtlichen  Primzahlen  g,  wie 
sie  in  dem  Producte  linker  Hand  aufeinander  folgen,  so  wird  das 
Product  Q  der  ersten  m  Factoren 

11  1  - 


•  •  • 


i-^(gi)'  1-^(^2)        i-^(gm)' 

wenn  man  jeden  derselben  nach  der  vorstehenden  Gleichung  in 
eine  unendliche  Reihe  entwickelt  und  die  Multiplication  ausführt) 
gleich  S^(0>  wö  die  Summation  über  alle  die  ganzen  positiven 
Zahlen  l  auszudehnen  ist,  in  welchen  keine  anderen  als  die  Prim- 
zahlen ii,  q%  .  .  .  Qm  aufgehen.  Ist  daher  h  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  und  nimmt  man  m  so  gross,  dass  unter  den  Primzahlen 
Ji,  gj  .  .  .  gm  sich  alle  diejenigen  finden,  welche  <  k  sind,  so  ent- 
hält ^tlf(J)  alle  Glieder  der  Reihe  2^(w),  in  welchen  n<h 
ist,  und  ausserdem  noch  unendlich  viele  andere,  in  denen  n  >  h 
ist  Mithin  unterscheidet  sich  das  Product  Q  von  der  Summe 
^^{n)  um  eine  Summe  von  de»  Form  2^(>»')j  ^^  welche  aber 
nur  noch  Zahlen  w'  eingehen,  welche  ^  h  sind.  Da  nun  die 
Summe  der  Moduln  aller  Glieder  tf^(n)  endlich  ist,  so  kann  man 
%,  und  also  auch  m  so  gross  wählen,  dass  die  Summe  der  Mo- 
duln aller  Glieder  ^  (n'),  und  folglich  auch  der  Modul  der  Diffe- 
renz ö  —  2*(w)  kleiner  wird,  als  jede  vorher  gegebene  Grösse; 
d.  h.  mit  unbegrenzt  wachsendem  m  nähert  sich  Q  dem  Grenz- 
werth  2  ^  (w),  was  zu  beweisen  war. 

Ausser  diesen  Reihen  von  der  Form  L  =  ^tlf(n)  haben  wir 
noch  diejenigen  Reihen  zu  betrachten,   welche  durch  die  Ent- 


*)  unter  dieser  Classe  von  Reihen  sind  auch  diejenigen  enthalten, 
"welche  im  fünften  Abschnitt  betrachtet  sind.  Yergl.  §§.  124,  136.  Der 
Werth  einer  solchen  Function  \ff  ist  offenbar  für  alle  Zahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  er  für  alle  Primzahlen  willkürlich  angenommen  ist.  Die 
ältesten  Untersuchungen  über  solche  Reihen  und  Producte  finden  sich  bei 
Euler :  Introdudio  in  analystn  infinitorum.    Gap.  XV. 
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wicklang  ihrer  natürlichen  Logarithmen  entstehen.  Wenn  der 
Modulus  von  z  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  bekanntlich 

^  +  i^»  +  i^»  +  1^*  +  •  •  •  =  log  Y=ri^ 

und  zwar  ist  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Logarithmen  rechter 
Hand  stets  zwischen  den  Grenzen  --\ni  und  '\-\ni  zu  nehmen. 
Setzt  man  hierin  z  •=  il>{q)  und  für  q  alle  Primzahlen,  so  erhält 
man  zufolge  der  Gleichheit  (I) 

2t^(3)  +  iSt/'C«*)  +  |2*(3*)  +  .  •  •  =  logA  (II) 

und  offenbar  hat  die  aus  unendlich  vielen  unendlichen  Reihen 
bestehende  linke  Seite  einen  von  der  Anordnung  der  Summationen 
unabhängigen  endlichen  Werth,  weil  selbst  die  Summe  der  Modiün 
aller  ihrer  Glieder  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Der  imaginäre 
Theil  des  Logarithmen  rechter  Hand  ist  die  Summe  aller  imaginären 
Theile  der  Logarithmen  der  einzelnen  Factoren,  aus  denen  das 
obige  unendliche  Product  besteht. 

Wir  fügen  zu  diesem  Resultat  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Ist  zunächst  i\>  (n)  eine  reelle  Function,  so  sind  alle  Factoren  des 
unendlichen  Productes  positiv,  also  ist  logL  reell,  und  da  die 
Reihe  logL  einen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  L  ein  positiver  von 
Null  verschiedener  Werth.  Ist  aber  ^(n)  imaginär,  und  ^(») 
der  jedesmal  mit  ^(n)  conjugirte  complexe  Werth,  so  ist  auch 
^'(w)  i>'  (n')  =  ^'  (wn'),  und  die  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
n  ausgedehnte  Summe  U  =  ^i\>*  {n)  ist  die  mit  L  =  ^  (n)  con- 
jugirte Zahl.    Zugleich  wird 

2  *'(«)  +  12*'  m  +  J2  *'  («3)  +  •  •  •  =  logL', 

und  zwar  ist  logL'  conjugirt  mit  logL,  so  dass  die  Summe 
logL  +  logi'  =  log  (iL')  reell  wird. 

Ist  endlich  der  Werth  der  Function  *  für  aUe  in  einer 
bestimmten  Zahl  Tz  aufgehenden  Primzahlen  =  0,  so  ist  *(h) 
jedesmal  =  0,  wenn  n  keine  relative  Primzahl  zu  "k  ist,  und  die 
Gleichungen  (I)  und  (II)  bleiben  richtig,  wenn  man  •»  alle  rela- 
tiven Primzahlen  zu  Ic,  und  q  alle  in  Ic  nicht  aufgehenden  Prim- 
zahlen durchlaufen  lässt. 
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§.  133. 

^  Es  sei  nun  (wie  in  §.  131)  X;  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
nnd  zwar 

Je  =  2^jp  V'  •  •  M 

wo  p,  y  .  .  .  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen  be- 
deuten; wir  geben  femer  den  Buchstaben 

a,    6,    c,    c'  .  .  . 

ihre  frühere  Bedeutung  (§.  131)  und  bezeichnen  entsprechend  mit 

0,      17,      Gl,      CO    .  .  . 

irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen 

ö«  =1,    71^  =  1,     ©^  =  1,     ö'^'  =  1  .  .  . 

Ist  nun  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  und  zugleich  relative 
Primzahl  zu  ä;,  und  sind  ihre  Indices 

a  (mod.  a),    ß  (mod.  6),    y  (mod,  c),    y'  (mod.  O  •  •  •? 
so  genügt,  wie  man  leicht  sieht,  der  Ausdruck 

, ,  .        ö«w/*a)yco'y' . . . 
^W=  n' 

der  Bedingung  ^(w)^(w')  =  i^(nn')*);  wenn  ferner  der  Exponent 
s  >  1  ist,  was  wir  im  Folgenden  annehmen  wollen,  so  ist  die 
Summe  der  Moduln  n~«  aller  Glieder  ^  (n)  endlich  (§.  117),  und 
folgUch  gelten  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  des  vorigen  Para- 
graphen 

2  *  (3)  +  ii  *(2»)   1-  12  *(3')  +  •  •  •  =  log  L 

in  welchen  q  alle  in  k  nicht  aufgehenden  Primzahlen,  n  alle 
relativen  Primzahlen  zu  k  durchlaufen  muss;  beide  Reihen  haben, 


CK  A     V     y' 

*)  Der  Zähler  x(n)  =  6  ff  oi  a/  ...  besitzt  die  charakteriBtischen 
Eigenschaften  /(n)  x  W  =X  (ntif)  und,  wenn  n'=  n"  (mod.  k)  ist,  ;|f  (n') =;(f  (n"). 
Umgekehrt,  wenn  eine  Function  x  (^)  ^^^  erste  Eigenschaft  hat,  und  wenn 
sie  ausserdem  nur  eine  endliche  Anzahl  tn  (von  Null  verschiedener)  Werthe 
^h  «^  .  .  .  oHn  besitzt,  so  sind  diese  letzteren  uoth wendig  die  sämmtlichen 
Wurzeln  der  Gleichung  w»»  =  1. 
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80  lange  s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder 
unabhängige  Summen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  beide  Reihen 
auch  stetige  Functionen  von  s  sind,  so  lange  s  >  1  ist;  wir  be- 
weisen diese  Behauptung  für  alle  Werthe  von  s,  welche  grösser 
als  ein  beliebiger  unechter  Bruch  ö  sind,  weil  hieraus  offenbar 
die  Stetigkeit  dieser  Reihen  für  alle  Werthe  von  s  >  1  (excL  1) 
folgt 

Jede  der  beiden  Reihen  L  und  logL  ist  von  der  Form 

^1       I       ^3      I       ^3 


•   .   . 


lÜ  _|_  _1  4_  __i  4_ 

1«  "T"  2»    ■"  3*  "■ 

wo  die  Moduln  der  Coefficienten  a^,  «2»  «s  •  •  •  sämmtlich  eine 
endliche  Grösse  Ä  (=  1)  nicht  übertreffen.  Um  die  Stetigkeit 
einer  Function  von  s  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  (s  >  6) 
zu  beweisen,  genügt  es  darzuthun,  dass,  wie  klein  auch  eine 
positive  gegebene  Grösse  d  sein  mag,  die  Function  jedesmal  in 
einen  ersten  und  zwar  stetigen,  und  in  einen  zweiten  Bestandtheü 
zerlegt  werden  kann,  dessen  Modulus  innerhalb  des  ganzen  Inter- 
valls (s  ^  ö)  <  ö  ist;  denn  hieraus  folgt,  dass  der  Modulus  einer 
plötzlichen  Werthänderung  der  Function,  die  doch  nur  von  dem 
zweiten  Bestandtheil  herrühren  kann,  kleiner  als  2  ä,  und  folglich, 
da  die  gegebene  Grösse  ö  beliebig  klein  sein  darf,  nothwendig 
=  0  sein  muss  (vergl.  §§.  101,  143).  In  unserem  Falle .  ergiebt 
sich  die  Möglichkeit  einer  solchen  Zerlegung  auf 'folgende  Weise; 
ist  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  die  Summe  der  ersten 
n  Glieder 

1»  ^  2«  ^  ^  n' 

eine  stetige  Function;  der  Modulus  der  Summe  aller  folgenden 
Glieder  ist  kleiner  als 

^  \{n  +  1)'  +  (n  +  2y  +  '  •  7 
und  folglich  für  alle  Werthe  s  ^  o  auch  kleiner  als 


\(n  +  iy  +  (n  +  2)^  +  "7' 


da  nun  0  ein  unechter  Bruch  ist,  und  folglich  (nach  §.  117)  die 
Reihe 

1  +  1  +  1  +  ... 


r' 
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convergirt,  so  kann  für  jede  gegebene  Grösse  d  entsprechend  n 
so  gross  gewählt  werden,  dass 

wird;  hiermit  ist  für  jede  gegebene  Grösse  8  die  Möglichkeit  einer 
Zerlegung  unserer  Reihe  in  ^wei  Bestandtheile  von  der  obigen  Art, 
und  also  auch  die  Stetigkeit  der  Reihen  L  und  logL  für  jeden 
Werth  5  >  1  nachgewiesen. 

Der  Beweis  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 
gründet  sich  nun  auf  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Reihen 
L  und  log  L  bei  unbegrenzter  Annäherung  des  Exponenten  s  an 
den  Werth  1.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  diese  Reihen  je  nach 
der  Wahl  der  in  dem  Ausdrucke  ^(n)  vorkommenden  Einheits- 
wurzeln 0,  iy,  CO,  oj'  .  .  .  ein  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen ; 
da  diese  Wurzeln  resp.  a,  b^  c,  &  .  .  ,  verschiedene  Werthe  haben 
können,  so  sind  in  der  Form  L  im  Ganzen 

ab  c  c!  '  -  '  =  q>(k) 

verschiedene  besondere  Reihen  enthalten ;  wir  theilen  diese  Reihen 
L  in  drei  Classen  ein: 

In  die  erste  Classe  nehmen  wir  nur  eine  einzige  Reihe  Li  auf, 
und  zwar  diejenige,  in  welcher  alle  Einheitswurzeln  0, 12,0,0'... 
den  Werth  +  1  haben. 

In  die  zweite  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  L^  auf, 
in  welchen  alle  Einheitswurzeln  reelle  Werthe,  also  die  Werthe 
+  1  haben. 

In  die  dritte  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  Z3  auf, 
d.  h.  alle  diejenigen,  in  welchen  wenigstens  eine  der  Einheits- 
wurzeln imaginär  ist.  Die  Anzahl  dieser  Reihen  ist  jedenfalls 
gerade,  und  sie  sind  paarweise  mit  einander  conjugirt;  denn 
entspricht  eine  solche  Reihe  L3  den  Wurzeln  0,  i;,  o,  o'  .  .  . ,  so 
entspricht  immer  eine  zweite  solche  Reihe  L'a  den  Wurzeln  0""^ 
i?""S  ©--^  co'-*  .  .  .,  und  diese  beiden  Systeme  von  Wurzeln  sind 
nicht  identisch. 

Wir  wollen  nun  das  Verhalten  aller  dieser  Reihen  genau 
untersuchen,  wenn  der  Exponent  s  =  l  +  g  sich  dem  Werthe  1 
nähert,  d.  h.  also,  wenn  die  positive  Grösse  g  unendlich  klein 
wird. 
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§.  134. 
Betrachten  wir  zunächst  das  Verhalten  der  ersten  Reihe 


in  welcher  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  £  durchlaufen  muss,  so 
leuchtet  ein,  dass  dieselbe  als  ein  Aggregat  von  9  Q£)  Partialreihen 
von  der  Form 


angesehen  werden  kann,  wo  v  relative  Primzahl  zu  "k  und  <  i  ist 
Da  nun  (nach  §.  117)  das  Product  aus  einer  solchen  Reihe  und 
aus  Q  mit  unendlich  abnehmendem  9  sich  einem  endlichen  posi- 
tiven, von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  Ä""*  nähert,  so  können  wir 


setzen,  wo  l  mit  unendlich  abnehmendem  9  sich  ebenfalls  einem 
endlichen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  nähert 

Ganz  anders  verhalten  sich  aber  die  Reihen  h  der  zweiten  und 
dritten  Classe;  wir  haben  gesehen,  dass  alle  diese  Reihen,  so  lange 
5  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängige 
Werthe  besitzen;  von  jetzt  an  wollen  wir  aber  ihre  Glieder  ♦(») 
so  anordnen,  dass  die  Zahlen  n  ihrer  Grösse  nach  wachsend  auf 
einander  folgen;  die  so  geordneten  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Classe  i^onvergiren  dann  für  alle  positiven  Werthe  von  s  und 
sind  nebst  ihren  Derivirten  auch  stetige  Functionen  des  positiven 
Exponenten  s. 

Um  dies  nachzuweisen,  betrachten  wir  zunächst  die  ganze 
rationale  Function 

f(x)  =  ^e^'n^cüYGi'y*  .  .  .a?" 

der  Variabelen  a?,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  diejenigen  ^(i) 
positiven  ganzen  Zahlen  v  bezieht,  die  relative  Primzahlen  zu  i 
und  <  Ic  sind,  und  wo  a,  j8,  y,  /  .  .  .  die  Indices  der  Zahl  v  be- 
deuten.   Setzt  man  ij?  =  1,  so  erhält  man 

/(1)  =  2  0«iyßa)ycD'y'..., 
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^o  die  Indices  a,  /},  y,  / .  ,  .  unabhängig  von  einander  vollständige 
Eestsysteme  resp.  in  Bezng  auf  die  Moduln  a,  &,  o,  c'  .  .  •  durch- 
laufen müssen;  es  ist  daher 

/(1)  =  2Ö«  .  Iv^  .1g}Y  .  So'y'  ..  . 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Reihe  L  eine  Reihe  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  und  folglich  mindestens  eine  der 
Einheitswurzeln  0,  97,  o,  o'  .  .  .  nicht  =  -|-  1  ist,  so  ist  auch 
mindestens  eine  der  Summen 

2Ö",    2^^    Sßjy,    l(o'Y'... 
gleich  Null,  und  hieraus  folgt 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  kann  man  nun  die  oben  be- 
haupteten Eigenschaften  der  Reihen  L  auf  verschiedene  Arten 
nachweisen.  Die  eine  besteht  darin,  dass  man  die  Reihe  L  in 
ein  bestimmtes  Integral  verwandelt.  Nach  der  von  Legendre  ein- 
geführten Bezeichnung  ist 

1 

r  (S)=f  (log   l)'-'d: 


X 


eine  für  alle  positiven  Werthe  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  bedeutet  femer  n  irgend  einen  positiven  Werth,  und  er- 
setzt man  x  durch  rr",  so  ergiebt  sich 

0 

und  hieraus  folgt  leicht  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105),  dass 
die  Summe  der  ers^ßw  mq)(k)  Glieder  der  Reihe  L  gleich 

ist.  Da  nun  /  (x)  eine  durch  x  theilbare  ganze  Function  von  x 
ist,  welche  für  a?  =  1  verschwindet,  so  bleibt  innerhalb  des  ganzen 
Integrationsgebietes  der  Modulus  der  Function 

X  1  —  a;* 
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unterhalb  einer  angebbaren  endlichen  Grösse,  und.  hieraus  folgt 
leicht,  wenn  man  m  unendlich  wachsen  lässt,  dass 

ist.  Es  zeigt  sich  also  in  der  That,  dass  die  unendliche  Reihe  L 
der  zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  ihre  Glieder  in  der  an- 
gegebenen Weise  geordnet  sind,  für  jeden  positiven  Werth  von  s 
convergirt\  beachtet  man  ferner,  dass  r{s)  für  alle  positiven  Werthe 
von  s  ebenfalls  positiv  und  von  Null  verschieden,  sowie,  dass  die 
Derivirte  von  r{s)  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so  folgt  aus 
dem  vorstehenden  geschlossenen  Ausdruck  für  die  Beihe  L,  dass 
dieselbe  nebst  ihrer  Derivirten  eine  stetige  Function  von  s  ist, 
so  lange  s  positiv  bleibt. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  aber  auch  auf  anderem 
Wege,  nämlich  mit  Hülfe  des  weiter  unten  in  §.  143  bewiesenen 
allgemeinen  Satzes.  Denn  da  zufolge  der  Gleichung /(l)  =  0  die 
Summe  der  Coefficienten 

von  je  9  (fc)  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Reihe  L  den  Werth 
Null  hat,  so  bildet  die  Reihe  L  eine  solche  unendliche  Reihe,  wie 
sie  in  §.  143  betrachtet  wird;  man  braucht  dort  nur  unter 
/?!,  ^2,  fcj  ...  die  Werthe  der  successiven  Zahlen  n  zu  verstehen, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  unsere  obigen  Behauptungen  über 
die  Convergenz  und  Stetigkeit  der  Reihe  L  und  ihrer  Derivirten. 
Aus  diesem  Resultat  ergiebt  sich  nun,  dass  jede  Reihe  L  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  der  Exponent  s  =  1  +  ^  ab- 
nehmend dem  Werth  1  unendlich  nahe  kommt,  sich  einem  völlig 
bestimmten  endlichen  Grenzwerth,  nämlich  dem  Werth 


1 


J      X   \—X^ 


nähert,  welchen  die  Reihe  L  bei  der  oben  angegebenen  Anordnung 
ihrer  Glieder  für  s  =  1  annimmt. 
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§.  135. 

Es  hat  nun  zwar  gar  keine  Schwierigkeit,  den  Werth  des 
vorstehenden  Integrals  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und  Kreis- 
functionen  darzustellen*);  dass  aher  dieser  endliche  Grenzwerth 
einer  Reihe  L  der  zweiten  oder  dritten  Classe  von  Null  ver- 
schieden ist  —  und  gerade  hierin  besteht  der  Hauptpunct  der 
ganzen  nachfolgenden  Untersuchung  —  würde  sich  aus  diesem 
Ausdrucke  schwer  oder  gar  nicht  erkennen  lassen.  Es  ist  nun 
von  dem  höchsten  Interesse,  dass  dieser  Nachweis  für  die  Reihen 
L^  der  zweiten  Classe  sich  mit  Hülfe  der  Untersuchungen  des 
fünften  Abschnitts  über  die  Glassenanzahl  der  quadratischen 
Formen  führen  lässt;  ja  wir  können  hinzufugen,  dass  historisch 
jene  Untersuchungen  ihren  Ausgangspunct  an  dieser  Stelle  ge- 
nommen haben. 

Wir  betrachten  eine  bestimmte  Reihe  L^  der  zweiten  Classe, 
welche  den  Wurzeln 

Ö  =  ±l,    ^  =  ±1,    G)  =  +  l,    G)'  =  +  l... 

entspricht;  es  sei  P  das  Product  aller  der  verschiedenen  in  k 
aufgehenden  ungeraden  Primzahlen  p^  denen  eine  negative  Wurzel 
o  =  —  1  entspricht,  und  S  das  Product  der  übrigen  in  k  auf- 
gehenden ungeraden  Primzahlen  (falls  in  der  einen  oder  anderen 
dieser  beiden  Gruppen  gar  keine  Primzahl  enthalten  sein  sollte, 
ist  P  oder  S  =  1  zu  setzen);  da  nun  eine  Zahl  n  quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  einer  Primzahl  p  ist,  je  nachdem  ihr  Index  y 
gerade  oder  ungerade  ist  (§.  129),  so  leuchtet  ein,  dass 

ist;  wenn  ferner  0  =  —  1,  also  a  =  2,  und  k  ^  0  (mod.  4)  ist, 
so  sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

ö«  =  (—  1)«  =  (—  l)V,(»-i); 


tvf 


©yo'y 


*)  Bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Rechnung  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105)  würde  man  auf  die  in  der 
Theorie  der  Kreistheilung  vorkommenden  Summen  f(r)  stossen,  wo  r  irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  r*  =  1  bedeutet. 


wenn 

Ö— +1, 

1J-  +  1 

wenn 

Ö--1, 

V-+1 

wenn 

Ö        +1, 

12--1 

wenn 

Ö--1, 

,       -1. 
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ebenso,  wenn  i^  =  —  1,  also  6  >  1,  und  k  ^  0  (mod.  8)  ist,  80 
sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

12/»  =  (—  ly  =  (—   l)V8(n«-l). 

Diese  Bemerkungen  veranlassen  uns  (vergl.  §§.  101,  123),  je  nach 
den  vier  verschiedenen  Zeichencombinationen  d,  17  vier  verschiedene 
Determinanten  D  zu  betrachten ;  wir  setzen  nämlich,  mit  gehöriger 
Bücksicht  auf  das  Zeichen  + 1 : 

D  =  ±  F8*=  1  (mod.  4), 
D  =  ±  PS«  =  3  (mod.  4), 
2)  =  +2PS2=2(mod.  8), 
2)  =  +2PS2=6  (mod.  8), 

Nun  sind  alle  ungeraden  Zahlen  n  auch  relative  Primzahlen  zu 
2  D,  und  umgekehrt,  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  2)  sind  auch 
ungerade  Zahlen  n  und  gleichzeitig  ist 

ist  daher  k  gerade,  so  stimmen  die  sämmtlichen  Zahlen  n  mit 
den  sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  2  D  überein,  und  es  ist 

i,  =  2*(n)  =  2(^);^; 

ist  aber  k  ungerade,  so  sind  unter  den  Zahlen  n  auch  gerade 
Zahlen ;  da  in  diesem  Falle  aber  nothwendig  6=+l,  i2  =  +  l, 
also  D  ^  1  (mod.  4)  ist,  so  ist  (vergl.  §.  102) 

1^2  =  2  ( J)  ^  =  .^^  2  [-)^^ 

wo  in  der  letzten  Summe  rechter  Hand  der  Buchstabe  n  nur 
noch  alle  ungeraden  relativen  Primzahlen  zu  Ä,  d.  h.  alle  relativen 
Primzahlen  zu  2  2)  zu  durchlaufen  hat. 

Um  daher  zu  beweisen,  dass  die  Reihe  Lj  sich  einem  von 
Null  verschiedenen  Grenz werth  nähert,  braucht  man  dasselbe  nur 
von  der  Reihe 


nachzuweisen.  Nun  leuchtet  ein,  dass  die  Zahl  D  nie  eine  Quadrat- 
sohl  sein  kann;  denn  da  eine  Quadratzahl  niemals  ^  3  (mod.  4), 
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oder  ^  2  (mod.  8)  oder  ^  6  (mod.  8)  ist,  so  bleibt  nur  die  einzige 
Möglichkeit  D  ^  1  (mod.  4);  da  aber  in  diesem  Falle  0  =  -|-  1, 
ri  =  -\-  l  ist,  so  muss,  da  L^  eine  Reihe  der  zweiten  Classe  ist, 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  co,  co'  .  .  .  =  —  1  sein,  und  folglich 
P  mindestens  durch  eine  ungerade  Primzahl  p  theilbar,  also  nicht 
=  1  sein;  mithin  ist  7)  in  keinem  Falle  eine  Quadratzahl.  Wir 
haben  nun  (in  Jji^.  96  und  98)  gesehen,  dass  für  eine  solche 
Determinante  7)  die  Classenanzahl  h  der  quadratischen  FormeQ 
ein  Product  aus  mehreren  Factoren  ist,  von  denen  der  eine  der 
Grenzwerth  der  obigen  Reibe 


\n  /  n* 


ist;  da  nun  immer  mindestens  eine  Form  (1,  0,  —  D)  existirt,  also 
h  niemals  =  0  ist  und  da  femer  die  übrigen  in  dem  Ausdruck 
von  7*  vorkommenden  Factoren  nicht  unendlich  gross  sind,  so  ist 
auch  dieser  Grenzwerth  von  Null  verschieden,  und  hieraus  folgt, 
dass  auch  der  Grenzwerth  einer  jeden  Reihe  L^  der  zweiten  Classe 
ein  von  Null  verschiedener  und  folglich  positiver  Werth  ist,  was 
zu  beweisen  war. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wo  k  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzahl  p  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist,  existirt 
nur  eine  Reihe 


der  zweiten  Classe;  in  diesem  Falle  bedarf  es  nicht  der  Zuziehung 
der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  um  nachzuweisen,  dass 
der  Grenzwerth 


\P  )  n 


dieser  Reihe  von  Null  verschieden  ist;  für  diese  Summe  haben 
wir  nämlich  in  §.  103  einen  Ausdruck  gefunden,  welcher  neben 
solchen  Factoren,  die  offenbar  von  Null  verschieden  sind,  noch 
den  Factor 


mn 


X  ( — )  wi    oder    i;  (  — )  log  sin  — '■ 
\P/  \PJ  P 

enthält,  je  nachdem  jr>  ^  3  oder  ^  1  (mod.  4)  ist,  und  wo  w  alle 
Zahlen  1,  2,  3  ...  (p  -r-  1)  durchlaufen  muss.  Im  ersten  Falle  ist 
aber  V  m  und  folglich  auch 

Dirichlet,   Zahlentlieorie.  23 
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^(f 


j  m 


ungerade,  also  von  Null  verschieden ;  im  zweiten  Falle  ist  (§,  107) 

—   S  (  —  )  log  sin   =  log  ^— ^ r-r^, 

\pJ  P         ^y  —  ^Vp      .        ! 

wo  die  ganzen  Zahlen  y,  z  der  Gleichung  y«  —  pz^z=4p  genügen; 
es  kann  folglich  0^  und  also  auch  der  vorstehende  Ausdruck 
nicht  =  0  sein. 


§.  136. 

um  nun  dasselbe  auch  für  jede  Reihe  L^  der  dritten  Classe 
zu  beweisen,  addiren  wir  alle  q){k)  Gleichungen  von  der  Form 

2  *(5)  +  12^(3»)  +  i2*(«»)  +  .  . .  =  logi, 

welche  den  verschiedenen  Wurzel -Systemen  ö,  iy,  o,  o' .  . .  ent 
sprechen.  Bedeutet  q  irgend  eine  in  k  nicht  aufgehende  Primzahl, 
und  fi  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  liefert  die  linke  Seite 
einer  jeden  solchen  Gleichung  ein  Glied 


in  welchem 


r 


2^_1_ 


mit  dem  Coefficienten 


behaftet  ist,  wo  a,  /3,  y,  y'  .  .  .  die  Indices  von  q  bedeuten.  Die 
Summe  aller  dieser  den  'verschiedenen  Wurzelsystemen  fl,  i?i 
0,0'...  entsprechenden  Coefficienten  wird  daher  gleich  dem 
Product 

wo  die  Summenzeichen  sich  der  Reihe  nach  auf  die  a, b^c^c*  *» » 
verschiedenen  Werthö  von  ö,  iy,  0,  o'  .  .  .  beziehen.  Bekanntlich 
ist  nun  die  Summe  aller  gleich  hohen  Potenzen  der  Wurzeln  von 
einer  Gleichung  der  Form  x"^=  1  nur  dann  Von  Null  verscbiedeoi 
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und  zwar  =  m,  wenn  der  Exponent  dieser  Potenzen  durch  m 
theilbar  ist;  mithin  ist  das  vorstehende  Product  nur  dann  von  Null 
verschieden,  und  zwar  ==  afecc' . . .  =^q)(k),  wenn  die  Exponenten 
a/i,  /Jfi,  y^,  y'/t  .  .  .  resp.  durch  a,  b,  c,  c'  .  .  .  theilbar  sind;  da 
nun  afi,  /}fi,  yfi,  /^  ...  die  Indices  von  g^  sind,  so  wird  dies 
nur  dann  und  immer  dann  eintreten,  wenn 

5"  =  1  (mod.  2^),     qf  =  1  (mod.  i?"),     g^  =  1  (mod.  p'"')  .  .  ., 

d.  h.  also,  wenn 

qf"  =  1  (mod.  k) 

ist  Mithin  wird  die  Summe  aller  jener  Gleichungen  folgende 
Form  annehmen 

1  r  11 

logLj  +  illogL,  +  Vlog(L,L'3), 


q>(k) 


2  —  +  is  —  +  •••  +  —>:  —  +  ---1 


wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite  Summenzeichen  u.  s.  f. 
sich  auf  alle  die  in  k  nicht  aufgehenden  Primzahlen  q  bezieht, 
welche  resp.  den  Bedingungen  q  ^  l^  5'  ^  1  (mod.  k)  u.  s.  f. 
Genüge  leisten;  auf  der  rechten  Seite  bezieht  sich  das  erste 
Summenzeichen  auf  alle  Reihen  L^  der  zweiten  Classe,  das  zweite 
auf  alle  verschiedenen  Paare  Lj  L',  conjugirter  Reihen  dritter 
Classe.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sind  wir  im  Stande,  zu  be- 
weisen, dass  der  endliche  Grenzwert!) ,  welchem  sich  irgend  eine 
ßeihe  L3  der  dritten  Classe  nähert,  von  Null  verschieden  ist. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  das  schon  früher  (§.  134)  er- 
haltene Resultat,  dass  jede  solche  Reihe  L^  für  alle  positiven 
Werthe  von  s  eine  stetige  Function  von  $  ist,  und  dass  dasselbe 
auch  von  ihrer  Derivirten  gilt.     Wir  können  daher 

L,  =f(s)  +  iF(s) 
^  :•.  =  m  -  i  F  (s) 

setzen,  wo  /  (.s),  F{s)  und  die  Derivirten /' (.s),  F'(s)  stetige  Func- 
tionen von  s  sind,  so  lange  s  positiv  bleibt;  da  also  der  Grenz- 
werth  von  L.^=f(\)  +  iF(l)  ist,  so  muss,  falls  derselbe  =  0  ist, 
nothwendig/(l)  =  0  und  F(l)  =  0  sein;  hieraus  folgt  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Differentialrechnung,  dass  für  jeden  Werth 
-<  =  1  +  (>?  welcher  >  1  ist, 

23* 


1 
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L\=Q{/'(l+dQ)-iF'(l+BQ)] 

sein  wird,  wo  d  und  s  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liegen; 
mithin  wird 

WO  R  (in  Folge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten 
/'(s),  F'(s)  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem 
endlichen  (nicht  negativen)  Grenzwerth 

/'(l)2-f  F'(l)» 
nähert.    Hieraus  folgt  nun 

log(L3A)  =  -  21og  i-  +  logB, 

wo  log  R  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  entweder  einem  end- 
lichen Grenzwerth  nähert  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst, 
falls  R  unendlich  klein  wird. 

Sind  im  Ganzen  m  solche  Paare  von  Reihen  dritter  Classe 
vorhanden,  welche  gleichzeitig  mit  q  unendlich  klein  werden,  so 
ist  folglich 

viog(L,L'3)  =  -2mlog-L  +  /, 

wo  t  jedenfalls  nicht  positiv  über  alle  Grenzen  wachsen  kann, 
sondern  entweder  endlich  bleibt,  oder  negativ  über  alle  Greiuen 
wächst;  denn  jedes  andere  Product  L^  L\  nähert  sich  einem 
endlichen  positiven  Werth,  und  folglich  bleibt  das  entsprechende 
Glied  \og{Ij^L\)  endlich  bei  abnehmendem.^. 

Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  der  Grenzwerth  einer  jeden 
Reihe  L^  der  zweiten  Classe  von  Null  verschieden  ist,  so  nähert 
sich  die  Summe 

v  log  La 

der  (jedenfalls  reellen)  Reihen  logLj  einem  endlichen  Grenz- 
werth. 

Ausserdem  ist  schon  bewiesen ,  dass  das  Product  q  L^  sich 
einem  endlichen  positiven  Werth  nähert;  mithin  ist 

log  Li  =  log  -~  +  t\ 


r 
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wo  i*  endlich  bleibt;  folglich  ist  die  ganze  rechte  Seite  der  obigen 
Gleichung  von  der  Form  • 

-(2m-l)logy  +  T, 

wo  T  mit  unendlich  abnehmendem  q  jedenfalls  nicht  positiv  über 
alle  Grenzen  wachsen  kann.  Existirte  also  mindestens  eine  Reihe 
jL|  dritter  Glasse,  welche  mit  q  unendlich  klein  würde,  d.  h.  wäre 
M  mindestens  =  1,  so  würde  die  ganze  reöhte  Seite  unserer 
*  Gleichung  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  negativ  unend- 
lich wachsen.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  für  alle 
Werthe  von  p  positiv  bleibt.  Mithin  ist  m=0,  d.  h.  jede  Reihe 
der  dritten  Glasse  nähert  sich  einem  von  Null  verschiedenen 
Grenzwerth,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  endlich  noch,  dass  auch  jede  der  Reihen  log  L^ 
einen  endlichen  Grenzwerth  haben  muss,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  dem  früher  Bewiesenen  (§.  133)  jede  solche  Reihe  sich 
stetig  mit  8  ändert,  so  lange  s  >  l  ist. 


§.  137. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  besteht 
darin,  dass  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der  positiven  Grösse 
p  =  s  —  1  die  Reihe  log  Li  positiv  über  alle  Grenzen  wächst, 
während  alle  übrigen  Reihen  logL  sich  endlichen  Grenzwerthen 
nähern.  Mit  Hülfe  desselben  sind  wir  im  Stande,  den  Satz  über 
die  arithmetische  Progression  vollständig  zu  beweisen. 

Es  sei  nämlich  m  eine  bestimmte  relative  Primzahl  zu  l\  so 
multipliciren  wir  jede  der  <p(k)  Reihen  von  der  Form 

ln^(q)  +  l^Li^iq')  +  '^lt(q')  +  •  •  •  =  log  L, 

welche  einem  bestimmten  System  von  Einheitswurzeln  0,  17,  co, 
o' . . .  entspricht,  mit  dem  correspondirenden  Werth 

0-«i  ,^-^1  G}-y»  w'-yi' .  .  .  =  ;c, 

wo  «j,  /J|,  Yi^yi  ...  die  Indiees  der  Zahl  m  bedeuten,  undaddiren 
alle  Prodücte ;  dann  wird,  wenn  wieder  a,  /3,  y,  y'  .  .  .  die  Indiees 
einer  bestimmten  Primzahl  q  sind,  das  Glied 
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den  Cpefficienteo 

erhalten,  wo  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  q>  (k)  Wurzelsysteme 
bezieht;  dieser  Coefficient  ist  daher  auch  gleich  dem  Product  aas 
den  einzelnen  Summen 

Vö«."-"%  v^ß^-ß,^  y(orf^-yi^  Vc'>".«-yi' .  .., 

in  welchen  die  Buchstaben  Ö,  1^,0,0'...  resp.  ihre  a,  J,  c,  c* . .  . 
verschiedenen  Werthe  durchlaufen  müssen ;  dieser  Coefficient  wird 
folglich  nur  dann  von  Null  verschieden,  und  zwar  =  aJcc'  . . . 
=  ip(1c)  sein,  wenn  die  Exponenten  a/t  — Oj,  /Sft  —  /S^,  ytt  —  yii 
y[ß  —  y/  .  .  .  resp.  durch  a,  6,  c,  c*  .  .  .  theilbar  sind,  d.  h.  wenu 

g"  ^  m  (mod.  1c) 

ist.  Die  Summatiou  aller  Producte  xlogL  giebt  daher  das 
Resultat 

(p(/A  |v  i.    I    1  v.^      I    1  v.J.  +  .  .  . 

=  i;;Klogi, 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite,  dritte  Summenzeichen 
u.  s.  f.  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht,  welche  resp.  den  Be- 
dingungen g  ^  m,  g*  ^  w,  g»  ^  w  (mod.  h)  u.  s.  f.  genügen, 
während  das  Summenzeicheii  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  die 
sämmtlichen  qp(fc)  verschiedenen  Wurzelsysteme  0,  17,  gi,  &' . . . 
bezieht.    Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

h^  —  +  i  K  —  +iv—  +...=  0 

und  bezeichnet  mit  ^  alle  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Ausnal)me 
von  1,  so  ist  offenbar 

wo  in  jeder  Summe  e  alle  seine  Werthe  durchläuft;  da  nun,  sobald 
^  ^  2,  immer 

-L<i-J-      ^  ^  LL      L  .-  L  L 


ist,  so  ergiebt  sich 


ö<^^; 
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es  bleibt  daher,  wäbrenrl  s  abnehmend  sich  dem  Werthe  1  nähert, 
Q  fortwährend  unterhalb  einer  endlichen  Grösse.  Da  femer  in 
der  Gleichung 


Vß)h^  +  Q\='^X^ogL 


alle  Glieder  %  logL  sich  endlichen  Grenzwerthen  nähern,  mit  Aus- 
nahme des  einzigen  Gliedes  log  Lx,  welches  über  alle  Grenzen 
wächst,  so  muss  auch  die  Summe 

vi 
q' 

über  alle  Grenzen  wachsen;  dies  wäre  aber  nicht  möglich,  wenn 
diese  Summe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestände, 
und  folglich  muss  es  unendlich  viele  Primzahlen  q  geben,  welche 
^  m  (mod.  Tc)  sind;  d.  h.  also: 

Jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression  fcrc  +  w,  deren 
Anfatu/sglied  m  und  Differenz  Je  relative  Primzahlen  sind^  enthält 
unendlich  vieh  positive  Primzahlen  q*). 

*)  lieber  die  Aosdebnnng  dieses  Satzes  auf  Linearformen  mit  com- 
plexen  Coefficienten,  sowie  auf  quadratische  Fonnen  siehe  Dirichlet:  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  coniplexen  Zahlen^  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1841;  Monatsbericht  der  Berliner  Aka- 
demie-(März  1840)  oder  Grell e's  Journal,  Bd.  21;  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie  1849,  T.  X,  p.  285.  —  H.  Weher:  Beweis  des  Satzes^  dass  jede 
eigenüich  primitive  quadratische  Form  unendlich  viele  Primzahlen  darzu- 
stellen fähig  ist  (Math.  Annaleu,  Bd.  20).  —  A.  Meyer:  lieber  einen  Satz 
von  Dirichlet  (Crelle's  Journal,  Bd.  103). 


Vn,   Uebep  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 

theilung. 

§.  138, 

Sind  p,  p\  p"  .  .  .  positive  und  von  einander  verschiedene 
Primzahlen,  so  stimmen  (nach  §.  9)  die  Glieder  des  entwickelten 
Produetes 

(p  +  1)  (P'  +  1)  (p"  +  Ij  .  .  . 

mit  den  säramtlichen  Divisoren  des  Produetes 

P  =  pp'p*'  .  .  . 

überein;  dieselben  Divisoren  entstehen  offenbar  auch  durch  die 
Entwickeliing  des  Produetes 

(P-^)  (i/-l)(i/'-l)..., 

aber  die  eine  Hälfte  derselben  ^vird  mit  positivem,  die  andere  mit 
negativem  Zeichen  behaftet  sein ;  wir  wollen  die  ersteren  mit  di, 
die  letzteren  mit  S^  bezeichnen,  so  dass 

(i>-i)  (i>'-i)  o/'-i)  •  •  •  -  i:  «i-i;  s, 

wird,  und  wir  bemerken,  dass  die  Zahl  P  selbst  zu  der  Classe  der 
ersteren  gehört.  Ist  nun  ä  irgend  ein  Divisor  von  P,  aber  <  P, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  durch  d  theilbaren 
Zahlen  di  genau  gleich  der  Anzahl  der  durch  d  theilbaren  Zahlen 
dj  ist.  Denn  setzt  man  P  =  dqq'q'*  .  .  .^  wo  gr,  q\  g"  .  . .  alle 
diejenigen  Primfactoren  von  P  bedeuten,  welche  nicht  in  d  auf- 
gehen, so  stimmen  die  durch  d  theilbaren  Zahlen  d,  und  —  d| 
resp.  mit  den  positiven  und  negativen  Gliedern  des  entwickelten 
Produetes 
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d(q-\)(q'-l)(q"-l)... 

überein,  und  da  d  <  P  ist,  also  mindestens  eine  solche  Primzahl 
q  vorhanden  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  dieses 
Productes  genau  gleich  der  Anzahl  der  negativen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Bedeutet  m 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  >  1 ,  und  sind  p,  p\  />"...  die 
sämmtlichen  von  einander  verschiedenen,  in  m  aufgehenden  posi- 
tiven Primzahlen,  so  kann  man 


m 


0-i)(>-7)('-?')-  =  ^--^- 


setzen,  wo  mit  ft)  und  — fi2  resp.  alle  positiven  und  negativen 
Glieder  des  entwickelten  Productes  linker  Hand  bezeichnet  sind; 
alle  diese  Zahlen  fi^  und  ft^  sind  Divisoren  der  Zahl  m,  welche 
selbst  eine  der  Zahlen  /t«|  ist,  und  es  gilt  folgender  Satz*): 

Ist  (i  irgend  ein  Divisor  voti  wi,  aber  <  w»  so  ist  die  Anzahl 
der  durch  ft  theilbaren  Zahlen  ft|  genau  gleich  der  Anzahl  der 
durch  fi  theilbaren  Zahlen  fi.^* 

Um  dies  zu  beweisen,  behalten  wir  die  obige  Bedeutung  von 
P,  ffi,  d^  bei  und  setzen  m  =  nF\  dann  ist  n  eine  ganze  Zahl,  und 
es  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  /Xi,  fit  ^'^^P*  ii^it  den  Producten 
N^i,  nÖ2  übereinstimmen»  Nun  sei  ft  irgend  ein  Divisor  von  m, 
und  V  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen 
II  =z  vö  und  H  =  vfi  80  ist  d  gewiss  ein  Divisor  von  P,  weil 

m^ £P 

eine  ganze  Zahl,  und  weil  d,  i  relative  Primzahlen  sind.  Ist  ft  =  fw, 
so  ist  offenbar  s  =  l  und  d  =  P;  umgekehrt,  wenn  ö  =±=  P  ist 
und  folglicli  alle  in  m  aufgehenden  l*rimzahlen  als  Factoren  ent- 
hält, so  muss  die  Zahl  «,  weil  sie  Divisor  von  m  und  zugleich 
relative  Primzahl  zu  *  ist,  nothwendig  =  1  sein,  und  folglich  ist 
lL  =  m.  Schliessen  wir  daher  diesen  Fall  f*  =  w  aus,  so  ist  immer 
ö  <  P,  und  es  giebt  folglich  unter  den  Zahlen  Si  ebenso  viele 
durch  d  theilbare,  wie  unter  den  Zahlen  tf^;  da  ferner  eine  Zahl 
,Ui  =  nöi  •=v£Si  oder  eine  Zahl  n^  =  nd,  =  v«d3  stets  und  nur 
dann  durch  die  Zahl  fi  7=  vö  theilbar  ist,  wenn  Si  oder  dj  durch 
S  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  ebenso  viele  Zahlen  fi^  wie  Zahlen  fij 
durch  fi  theilbar  sind,  was  zu  beweisen  war. 

*)  Vergl.  j5.  22  meiaer  auf  S.  öl  citirteii  Abhandlung. 
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Von  dieser  Eigenschaft  der  Zahlen  (ii  und  ^2  kann  man 
vielfache  Anwendungen  machen.  Hängen  z.  JB.  zwei  Functionen 
/(m)  und  F(w)  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  m  durch  eine  der 
beiden  Relationen 

V  f((L)  =  F  (m) 
oder 

n/(/t)  =  i^(m) 

zusammen,  wo  das  Summen-  oder  Productzeichen  sich  jedesmal 
auf  alle  Divisoren  (i  (incl.  m)  der  Zahl  m  bezieht,  so  folgt  daraus 
resp.  die  Umkehrung 

f(m)  =  V  FitH)  -  V  F((i,) 
oder 

wo  die  Summen-  oder  Productzeichen  sich  auf  alle  Werthe  von  ^ 
oder  auf  alle  Werthe  von  f/^  beziehen ;  denn  ersetzt  man  rechts 
jeden  Werth  FQij)  und  F(fi2)  durch  die  Summe  oder  das  Product 
der  Werthe  /  (ft),  die  den  sämmtlichen  Divisoren  ^  von  f*i  oder  fit 
entsprechen,  so  werden  zufolge  der  obigen  Eigenschaft  der  Zahlen 
fii ,  ftg  alle  Werthe  /  (ft)  sich  aufheben ,  in  welchen  fi  <  m  ist,  und 
es  wird  allein  der  Werth  f{m)  zurückbleiben*). 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Aufgabe,  die  Anzahl  q)(fn)  der 
ganzen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  relative  Primzahlen  zu  m 
und  nicht  grösser  als  m  sind;  aus  dieser  Definition  der  Function 
(p{m)  ist  in  §.  13  ohne  alle  Rechnung  der  Satz  abgeleitet,  dass 

v  (p  (/i)  =  m 

ist,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  fi  von  m  be- 
zieht; setzen  wir  daher  F(w)  =  w,  so  ergiebt  sich  umgekehrt 

also 

^(«0  =  m(l-±)(l-i.)(l-^,)...; 

diese  Function  ist  daher  durch  den  Satz  des  §.13  schon  voll- 
ständig charakterisirt. 


*)  Dies  bleibt  auch  für  den  in  dem  früheren  Satze  aasgeschlosseneu 
Fall  I»  =  1  gültig,  wenn  man  annimmt,  dass  es  dann  nur  eine  einzige 
Zahl  ^1  =  1  nnd  gar  keine  Zahl  .«/j  gi^ht. 
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Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Ist  der  Werth  der  Func- 
tion /(w)  =  jj,  sobald  die  Zahl  m  eine  Potenz  einer  Primzahl  p 
ist,  dagegen  =1,  so  oft  m  =  1  oder  durch  mehrere  verschiedene 
Primzahlen  theilbar  ist,  so  leuchtet  ein,  dass 

il/(,t)  =  in 

ist,  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  fi  von  m  be- 
zieht; hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze,  dass  umgekehrt  der 
Quotient 

117;=  •^^'~^' 

also  nur  dann  von  1  verschieden  ist,  wenn  w  eine  Potenz  einer 
Primzahl  ist;  und  zwar  ist  dieser  Quotient  dann  gleich  dieser 
Primzahl. 

Aus  der  Definition  der  Divisoren  fi^  und  ^  folgt  endlich 
auch,  dass  stets 

*W(*O0-i)(*(i>')-i)(*(p'0-iJ--=i:*W-i:*(/'O 

ist,  wenn  die  Function^  die  Eigenschaft  ^  (^)  ^  (;?')  =  V'C^-^') 
besitzt 


§.  139. 

Die  sämmtlichen  Wurzeln  q  der  Gleichung 

a;~  =  1  (1) 

sind  bekanntlich  in  der  Form  enthalten 

2Ä«    ,    .    .    2A« 

Q  =  COS \-  %  sm , 

m  m 

wo  h  irgend  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  m)  durchlaufen 
muss. 

Ist  h  relative  Primzahl  zu  ni,  so  sind  die  Potenzen 

1,  ß,  p^  .  .  .  p«-' 

sämmtlich  ungleich,  und  sie  bilden  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
obigen  Gleichung  (1) ;  p  heisst  in  diesem  Falle  eine  primitive  Wurzel 
dieser  Gleichung,  und  die  Anzahl  dieser  primitiven  Wurzeln  ist 
offenbar  =  tp  (m).   Ist  allgemeiner  &  der  grösste  gemeinschaftliche 
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Divisor  von  h  und  m  =  iiJc^  so  ist  q  eine  primitive  Wurzel  der 
Gleichung 

x^  =  1,  (2) 

und  da  umgekehrt  jede  Wurzel  der  letzteren  Gleichung  (2)  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  identisch  sind  mit  allen  primi- 
tiven Wurzeln  aller  der  Gleichungen  (2),  die  den  sämmtlichen 
Divisoren  ft  der  Zahl  m  entsprechen.  Bezeichnet  man  daher  mit  q* 
alle  qp  (ft)  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  und  setzt 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Wurzeln  p'  bezieht,  so  ist 

n/(f*)  =  x--  1, 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ft  der  Zahl  m 
bezieht;  durch  Umkehrung  dieser  für  jede  Zahl  m  geltenden  Re- 
lation erhält  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

woraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  f(m) 
ßämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Von  jetzt  an  betrachten  wir  nur  noch  den  Fall,  in  welchem 
m  =  F  =  pp* p"  .  .  .  eine  ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare 
ganze  Zahl  und  >  I  ist.    Dann  wird 

^(J")  =  (P-l)  (i>'-  1)  (y-  1)  •  •  •  =  Ilfij  -  llft 

eine  gerade  Zahl,  die  wir  mit  2r  bezeichnen  wollen,  und  die 
sämmtlichen  2  r  relativen  Primzahlen  zu  P,  welche  <  F  sind, 
zerfallen  in  r  Zahlen  a  und  in  r  Zahlen  b  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

ist  (§.  52,  I.  oder  Supplemente  §.  116).     Setzen  wir  daher 

2fti 

..  2»    ,    .    .    2»  p 

0  =  cos  -jr  +  *  sin  -p-  =  e 


und 


so  wird 


A(x)  =  II  (^  — «"),    B(x)  =  II  (x  —  d^), 
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M^)'<('^=m^r 


(xf^  —  1) 

und  wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten 
der  Functionen  Ä{x)^  S{x)  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  zunächst  an  die  Newton'schen 
Formeln,  welche  dazu  dienen,  aus  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
die  Summe  gleich  hoher  Potenzen  ihrer  Wurzeln  und  umgekehrt 
aus  diesen  jene  abzuleiten.    Es  seien 

die  Wurzeln  einer  Gleichung 

ir«  +  CiX"^-^  -f  Cgo:"*-^  +  •  •  •  +  ^m  =  0, 
und 

Sk  =  tv\  +  u'l  +  '  *  '  +  w^, 

so  lauten  diese  Formeln  folgen  dermaassen : 
Si  +  CiSi  +  2c.2  =  0 


Aus  der  Form  derselben  geht  hervor,  dass  Si,  S2  •  •  •  ^m  ganze 
rationale  Zahlen  sein  werden,  sobald  die  Coefficienten  c^,  c,  .  .  .  c« 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wenden  wir  dies  auf  die 
Gleichung 

II  (a;"'  - 1)  _  0 

an,  so  ergieht  sich,  dass 

für  jeden  Werth   fc  =  1,  2,  3  .  .  .  eine  ganze  Zahl  ist.    Anderer- 
seits ist  nun  (Supplemente  §.  116) 

und  folglich 

V  ö«* = 1  {sk  +  (ji\  ,•v.(p-l)»vp^ 


^ 
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hiermit  sind  die  Summen  der  /;ten  Potenzen  der  Wurzeln  von  jeder 
der  beiden  Gleichungen 

gefunden,  und  da  dieselben  keine  andere  Irrationalität  enthalten 
als  die  Quadratwurzel 

iV4(P-i)«yp^ 

so  gilt  zufolge  der  Newton'schen  Formeln  dasselbe  von  sämmt- 
liehen  Coefticienten  dieser  beiden  Gleichungen,  und  zwar  werden 
zwei  gleich  hohe  Coefficienten  in  beiden  Gleichungen  sich  nur 
durch  das  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzel  von  einander  unter- 
scheiden, d.  h.  zwei  solche  Coefficienten  werden  die  Formen 

y  _  ziV4iP-^)'yp    und    y  +  giVAP-iy^yp 

haben,  wo  y  und  j9  rationale  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  ferner 
behaupten,  dass  y  und  li  entweder  ganze  Zahlen  oder  Brüche  mit 
dem  Nenner  2  sind,  obgleich  dies  aus  den  Newton'schen  Formeln 
nicht  unmittelbar  hervorgeht;  um  den  Beweis  dieser  Behauptung 
anzudeuten,  wollen  wir  jede  Gleichung,  deren  höchster  Coefßcient 
=  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
eine  primäre  Gleichung  nennen;  dann  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  Summe  und  Differenz  zweiei^  Wurzeln  von  primären 
Gleichungen  (und  ebenso  ihr  Product)  wieder  Wurzeln  von  pri- 
mären Gleichungen  sind*);  da  nun  0  die  Wurzel  einer  primären 
Gleichung  ist,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Coefficienten  der  Func- 
tionen A{x)  und  B(x)  und  folglich  auch  von 

2y    und    2^i»/^(^-i)*  VP, 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass  die  rationalen  Zahlen  2y  und  2g 
ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Fasst  man  dies  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  man  gleich- 
zeitig 

2A{x)  =  Y(x)  —  Z{cr)iy^^P''^>'YP 
2B{x)  =  Y(x)  +  ^(^)iV.(P-i;'  VP 

setzen  kann,  wo  Y(x)  und  Z(x)  ganze  Functionen  bedeuten, 
deren  sämmtlichc  Coefficienten  ganze   rationale  Zahlen   sind**). 


*)  Dieser  Satz  wird  in  §.  173  bewiesen  und  so  aasgesprochen,  dass  die 
Summen,  Differenzen  und  Producte  von  (janzen  nl^ebrnischen  Zahlfn  Aien- 
falls  solche  Zahlen  sind. 

♦*)  Verjfl.   (iauss:  1).  A.  art.  o57. 


r 


§.140.  Theorie  der  Kreiatheilung.  367 

Moltiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält 
man 


§.  140. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  man  immer  nur  die  Hälfte  der 
Coefficienten  von  Y(x)  und  Z{x)  zu  berechnen  braucht.  Es  ist 
nämlich 

nun  ist,  je  nachdem  P  ^  1,  oder  P  ^  3  (mod.  4)  ist, 

und  folglich 

ll{x  —  0-^)  =  A(x),     U{x^O-^)  =  Ii(x) 
oder 

n(x-e-^)  =  B{x),  nix-o-')  =  A(x)', 

ist  ferner  P  nicht  =  3,  so  exiatirt  unter  deu  Zahlen  a  eine  Zahl 
o'  von  der  Beschaffenheit,  dass  (a'  —  1)  relative  Primzahl  zu  P 
ist*),  und  da  die  Reste  der  Producte  aa'  mit  den  Zahlen  a,  und 
die  iieste  der  Producte  ba'  mit  den  Zahlen  b  im  Complex  über- 
einstimmen, so  ist 


*)  Ist  nämlich  P  >  3,  so  giebt  es  auch  eine  in  P  aufgebende  Prim- 
zahl p  7>  ^,  und  da  mindestens  zwei  incongruente  quadratische  Reste  von 
p  existiren,  so  kann  man,  wenn  P  =  pq  gesetzt  wird,  eine  Zahl  h  immer 
80  wählen,  dass 

(f) = (|> 

aber  h  nicht  S  l  (mod.  p)  wird ;  dann  genügt  die  durch  die  Congrnenzen 

a'  :=  h  (mod.  |j),    a'  =  2  (mod.  q) 
bestimmte  Zahl  «'  offenbar  den  oben  gestellten  Forderungen. 


^ 
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«'  i;  a  =  V  a^    «/  V  Ä  =  V  A  (mocl.  P) 

und  folglich 

V  a  =  0,     V  6  =  0  f  mod.  P), 

also 

OJT"  =  1,    «JT*  =  1. 

Mithin  ergieht  sich  (da  r  gerade,  sobald  P  ^  1  (mod.  4)) 

A(x)  =  a:'Ä(^\ 

\ ,  wenn  P  ^  1  (mod.  4) 
B{x)  =  xrBQ:) 

und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3, 

A(x)  =  (-xyBß) 

\,  wenn  P  =  3  (mod.4) 
£(x)  =  {-xrA(^ 

und  hieraus 

Y(x)  =  rr'  r(i) 

•Z(.)  =  .'Z(1) 
und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3, 

i»  =  (-a:rr(l) 

Diese  Gleichungen  enthalten  Relationen  zwischen  je  zwei  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Coefficienten  der  Func- 
tionen Y{ic)  und  Z  (x)» 

Die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficienten  der  beiden  Func- 
tionen 

Y(^)  =  Vii^^  +  J/i^^""'  +  •  •  •  4-  yr 

geschieht  nun  auf  folgende  Art.  Zuerst  bildet  man  die  Potenz- 
summen 


,  wenn  P  ^  1  (mod.  4) 


,  wenn  P  ^  3  (mod.  4). 
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für  &  =  1,  2,  3  ...  bis  zu  |r  oder  ^(r  —  1),  je  nachdem  r  gerade 
oder  ungerade  ist;  dies  kann  nach  dem  Obigen  dadurch  geschehen, 
dass  man  ebenso  viele  Coefficienten  der  ganzen  Function 

n  (i^^*  - 1) 

vom  höchsten  an  gerechnet  durch  wirkliche  Division  bestimmt» 
und  dann  die  Newton'schen  Formeln  anwendet;  indessen  hält  es 
nicht  schwer,  durch  Betrachtungen,  welche  ebenfalls  auf  der  im 
§.  138  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  Zahlen  fix  und  ftj  be- 
ruhen, folgende  Begel  abzuleiten:  es  sei  Q  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  Tc  und  P  =  QB^  und  r  die  Anzahl  der 
in  R  aufgehenden  Primzahlen,  so  isf^) 

Nachdem  diese  Werthe  Sk  gefunden  sind,  erhält  man  die  Coeffi- 
cienten der  Functionen  T(x)  und  Z(x)  durch  die  beiden  aus 
den  Newton'schen  Formeln  abgeleiteten  Recursionsgleichungen 


2fcy»  = 


k\      .  /h  —  V 


+  S 


\yu-] 


+  (:-)p[(i).  +  C^).  +  .  ••+(!).-.] 


Ihe^  = 


+ 


[a),.+(^) 


yi  +  •  •  •  + 


(?)  ^'A 


—  \Sic^o  +  Sk-i;8ri  +  •  •  •  +  iSi^k-ij 


wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass 

yo  =  2,    ^0  =  0 
ist. 

Beispiel  1:    P=3;r  =  l;in  diesem  Falle   müssen  alle 

Coefficienten  berechnet  werden;  da 


*)  Allgemeiner  lautet  diese  Regel  so :  ist  w  =  w'  P  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl,  P  das  Product  aus  allen  von  einander  verschiedenen  in 
m  aufgellenden  Primzahlen,  und  8h  die  Summe  der  /;ten  Potenzen  aller 
primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  a:«*  =  1,  so  ist  Sk\  =  0,  so  oft  Ic  nicht 
durch  m'  theilbar  ist;  ist  aber  Ä;  =  wi' JT,  femer  Q  der  grösste  gemein- 
achaftliche  Divisor  von  K  und  P  =  Q  Ä,  und  r  die  Anzahl  der  in  E  auf- 
gehenden Primzahlen,  so  ist 

Dirichlet,  ZAhlentheorie.  24 
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Si  =  -  1,    Q  =  1 
ist,  so  erhält  man 


§.140. 


Vo  =  2, 


wid  ifolglich 

T(x)  =  2«  +  1,    Z(x)  =  1. 

■    Beispiel  2:   P  =  5;  t  =  2;  da  wieder 

5,  =  -l,    (^)=1 

ist,  so  erhält  man  auch  windet 

yi  =  1 ,    ^1  =  1 
und  folglich 

T(x)  =  2x^  +X+2,    Z(x)  =  x. 
Beispiel  3:    P  =  15  =  3.5;  t  =  4;  hier  ist 

;      «.  =  ^  =  ..  ©  =  (!)  =  .;  (^) 

und  folglich  erhält  man  successive 

yi  =  —  1,    ^1  =  1 

also  ist 

Y{x)=z2x^  —  x^  —  4x^  —  x  +  2,    Z(x)  = 


=  -1; 


und 


x^  —  a?. 


VIEL  üeber  die  Pell'solie  Glelohimg. 


-      §.  141. 

Bedeutet  D  eine  positive  ganze  Zahl,  die  aber  kein  voll- 
ständiges Quadrat  ist,,  so  ist  in  §.  83  durch  die  Betrachtung  der 
Perioden  von  reducirten  quadratischen  Formen,  die  zur  De- 
terminante D  gehören,  nachgewiesen,  dass  die  Pell'sche  oder 
Fermat'sche  Gleichung 

P  —  Dm«  =  1 

immer  unendlich  viele  Lösungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  ^,  u 
besitzt,  und  es  ist  dort  auch  eine  Methode  gegeben,  durch  welche 
alle  diese  Lösungen  gefunden  werden  können.  Es  hat  durchaus 
keine  Schwierigkeit,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Lösungen  zu  finden,  sobald  nur  erst  der  Hauptpunct  bewiesen 
ist,  dass  vnrklich  eine  Lösung  existirt,  in  welcher  u  von  Null 
verschieden  ist  (§.  85);  Lagrange  gebührt  das  Verdienst,  durch 
Einführung  neuer  Principien  in  die  Zahlenth^orie  diese  Schwierig- 
keit zuerst  vollständig  überwunden  zu  haben,  und  diese  Princi- 
pien sind  später  von  DirichM*)  in  hohem  Grade  verallgemeinert. 
Wir  wollen  deshalb  hier  noch  einen  Beweis  der  Lösbarkeit  der 


*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  October  1841,  April  18i2, 
Mm  1846  j  Ck>mpte8  rendus  der  Pariser  Akademie  1840,  T.  X,  p.  286—288. 
—  Yergl.  Supplement  XI,  §.  183  und  P.  Bachmann:  De  unitatum  com- 
pUxarum  theoria.    1864. 

24* 
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ih 


372  Supplement  VIIL  §.  ui. 

Peirschen  Gleichung  mittheilen,  welcher  im  Wesentlichen  auf 
derselben  Grundlage  beruht. 

Das  Fundament  dieses  Beweises  beruht  auf  der  Thatsache, 
dass  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen  Zahlen  x,  y  existiren, 
für  welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

xi  —  Dy^  <  1  +  2V2) 

ist;  man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  den  Satz  entlehnt,  dass  jeder  Näherungswerth 
X  :  j/,  den  man  durch  Entwickelung  einer  Grösse  o  in  einen 
Kettenbruch  erhält,  um  weniger  als  y~*  von  o  verschieden  ist; 
nimmt  man  also  ©  =  VD,  so  giebt  es,  da  VD  irrational  ist, 
unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  a?,  y  von  der  Beschaffenheit, 
dass,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


£_V2)<i-,     also     a;-yVZ)=- 

y  y^  y 


ist,  wo  d  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet; 
hieraus  folgt 

und  durch  Multiplication 

a:2  —  2)j/2  =  ^  4-  2  d  VjD  <  1  +  2  VD. 

Um  aber  Nichts  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zu  ent- 
lehnen, wollen  wir  diesen  Satz  noch  auf  einem  anderen  und  zwar 
ganz  einfachen  Wege  beweisen.  Es  sei  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  legen  wir  der  Zahl  y  der  Reihe  nach  die  iw  +  1 
Werthe 

0,  1,  2  ...  (w  —  1),  m 

bei,  und  bestimmen  für  jeden  dieser  Werthe  die  zugehörige  ganze 
Zahl  X  durch  die  Bedingung 

0  ^  ic  — yyi)<l, 

welche  offenbar  jedesmal  durch  eine,  und  nur  durch  eine  ganze 
Zahl  X  erfüllt  wird.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  von  0  bis  1  in 
m  gleiche  Intervalle,  welche  durch  die  Werthe 


& 
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0       12  m—1     m 


m '    w  '    w  m    ^    m 


begrenzt  werden,  so  muss,  da  die  Anzahl  m  -\-  1  der  Zahlenpaare 
Xy  y  grösser  ist  als  die  Anzahl  m  dieser  Intervalle,  wenigstens 
eines  dieser  Intervalle  mehr  als  einen,  also  mindestens  zwei  von 
den  Werthen  x  —  yV D  enthalten,  die  zwei  verschiedenen  Wer- 
then  von  y  entsprechen.  Wir  bezeichnen  diese  beiden  Werthe 
mit  3if-^y*yB  und  a;"  — y"  VD;  dann  ist,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, ihr  Unterschied 

und  da  y',  yf'  ungleich,  nicht  negativ  und  <  m  sind,  so  ist 
(abgesehen  vom  Vorzeichen)  auch  y  =  y'  —  y"  ^  w  und  von 
Null  verschieden;  mithin  wird  x  —  yVD  auch  <y~^  und  von 
Null  verschieden,  weil  VD  irrational  ist.  Hieraus  folgt  aber 
wie  oben,  dass 

x%  —  Dy^  <  1  +  2VD 

und  von  Null  verschieden  wird. 

Dass  nun  aber  auch  unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  x^  y 
existiren,  ergiebt  sich  leicht;  sind  nämlich  schon  beliebig  viele 
solche  Zahlenpaare  x^  y  gefunden,  so  kann  man  immer  die  ganze 
Zahl  m  so  gross  nehmen,  dass  m~^  kleiner  wird  als  der  kleinste 
der  bisher  gefundenen  Werthe  x  —  yVt)\  für  diese  Zahl  m 
erhält  man  aber  auf  die  angegebene  Weise  wieder  ein  Zahlen- 
paar x^  y  von  der  Beschaffenheit,  dass  x — yV D  <m^^  und 
folglich  auch  kleiner  als  alle  früher  gefundenem  Werthe  x  —  yV-D 
wird,  woraus  folgt,  dass  dieses  Zahlenpaar  o;,  y  von  den  früheren 
verschieden  ist;  mithin  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlenpaare  un- 
begrenzt. 


Mit  Hülfe  dieses  Resultates,  dass  immer  unendlich  viele 
Paare  von  ganzen  Zahlen  ^,  y  existiren ,  für  welche  der  absolute 
Werth  von  a;^  — Dy*  <  1  +  2  VD  und  von  Null  verschieden 
wird,  lässt  sich  nun  leicht  beweisen,  dass  die  Gleichung 
t>  —  D  u»  =  1  immer  in  ganzen  Zahlen  f ,  u  lösbar  ist,  und  zwar 
80,  dass  u  von  Null  verschieden  ausfallt 
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Da  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen*,  welche  abgesehen  Yom 
Vorzeichen  <  1  -f-  2  VJ)  sind,  endlich  ist,  so  muss  der  Ausdruck 
x^  —  2)y*  für  unendlich  yiele  Zahlenpaare  rc,  y  einer  und  derselben 
(von  Null  verschiedenen)  Zahl  k  gleich  werden ;  da  femer  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Paare  von  Resten  a,  /J,  welche  zwei  Zahlen 
x^  H  (mod.  Tc)  lassen  können,  endlich,  nämlich  =  h*  ist,  so  leuchtet 
ebenso  ein,  dass  mindestens  ein  solches  Restsystem  a,  ß  unendlich 
oft  auftreten  muss,  dass  also  unter  den  unendlich  vielen  Zahlen- 
paaren x^  y,  für  welche  x^  —  Dy^  =  h  wird,  auch  wieder  un- 
endlich viele  Paare  x^  y  sich  finden  müssen,  in  welchen  j;  =  a, 
y  ^  ß  (mod.  h)  ist,  wo  a,  ß  zwei  bestimmte  Reste  bedeusten.  Sind 
nun  a;',  y'  und  x'\  y"  irgend  zwei  solche  Zahlenpaare,  d.  h.  ist 
gleichzeitig 

a/«  —  2?y'«  =  x"«  —  Dy"»  =  1c 
und 

x!  =  3!\    y' =  y"  (mod.  Jk), 
so  kann  man 

{a!  —  y'  VD)  (a;"  +  ^i^yl))  =  Ä  («  +  u  VD) 
setzen,  wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  offenbar  der  Gleichung 

genügen;  und  zwar  dürfen  wir  annehmen,  dass  u  von  Null  ver- 
schieden ist;  denn  aus  w  =  0,  ^  =  +  1  ergiebt  sich  vermöge  der 
obigen  Gleichung  x*  —  %fy'D  =^jr  {x"  —  y"  V-D);  da  aber  un- 
endlich viele  solche  Zahlenpaare  a/,  y'  und  x!\  y"  existiren,  w 
können  wir  auch  immer  zwei  solche  auswählen,  dass  af\  y"  ver- 
schieden von  +  ä',  +  y,  und  folglich  u  von  Null  verschieden 
ausfällt. 

Hiermit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  immer  eine 
Lösung  f,  u  der  vorstehenden  Pell'schen  Gleichung  existirt,  in 
welcher  u  von  Null  verschied^i  ist. 

Hieraus  lässt  sich  dann  (wie  in  §.  85),  ebenfalls  ohne  Hülfe 
der  Theorie  der  reducirten  Formen,  zeigen,  dass  alle  Auflösungen 
t,  u  sich  aus  der  Gleichung 

ergeben,  wo  T,  ü  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten, 
die  der  Gleichung  genügen,  und  der  Exponent  n  alle  positiven 


r 
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and  negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft.  Nur  in  der  einen  Be- 
ziehung bleibt  diese  Theorie  der  PelVschen  Gleichung  unvoll- 
ständig, dass  aus  ihr  keine  directe  Methode  fiiesst,  diese  kleinste 
positive  Auflösung  T,  17 'unmittelbar  zu  finden.  Hierzu  und 
ebenso  zur  Beurtheilung  der  Aequivalenz  zweier  Formen  und 
also  auch  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch  eine  Form  bleibt 
die  Theorie  der  reducirten  Formen  unentbehrlich. 


IX.   üeber  die  Convergenz  und  Stetigkeit  einiger 

unendlichen  Reihen. 


§.  143. 

Die  von  Abel*)  herrührende  Methode  der  theilweisen  Summa- 
tion,  welche  in  §.  101  bei  der  Untersuchung  der  Convergenz  und 
Stetigkeit  einer  unendlichen  Reihe  angewendet  ist,  fuhrt  zu  dem 
Beweise  des  folgenden  allgemeinen  Satzes,  in  welchem  aus  gewissen, 
von  einander  unabhängigen  Voraussetzungen  über  zwei  Reihen 
von  reellen  oder  complexen  Grössen 

61,  6j,  63  • .  •  (^) 

Schlüsse  auf  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Grössenreihe 

^1^1)     tl2&2)      ^^3   •  •  • 

gezogen  werden. 

Wenn  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  der  analytische  Modülus 
der  Summe 

An  =  tti  -^  a^  -\-  '  '  '  +  an 

* 

endlich  bleibt^  wenn  ferner  die  aus  den  Moduln  der  Differenzen 

^1  —  ^21    ^a  —  ^3  9    &3  —  64  .  .  . 

gebildete  Summe  ß  e'ndlich  ist,  und  ausserdem  bn  mit  wachsendem 
n  unendlich  Mein  wird,  so  convergirt  die  Beihe 


*)  Recher ches  8ur  la  aene  etc.,  (Euvres   completes,  1839,  T.  I,  p.  66; 
Crelle'8  Journal,  Bd.  1,  S.  311. 
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und  wenn  die  Grössen  der  Beihe  (b)  sich  stetig  so  ändern^  dass 
auch  ß  sich  stetig  ändert,  so  gut  dasselbe  von  y. 

Denn  aus  der  Annahme,  dass  der  Modulns  von  A^  stets  kleiner 
als  eine  angebbare  Constante  H  bleibt,  und  dass  die  Summe  ß 
einen  endlichen  Werth  besitzt,  folgt  zunächst  die  unbedingte 
Conyergenz  der  Reihe 

S  =  A,{b,-b,)  +  A,(b,-b,)  +  A,{b,-b,)  4-  •  •  •, 

weil  selbst  die  Moduln  ihrer  Glieder  eine  convergente  Reihe  bilden, 
deren  Summe  <  Hß  ist.  Bezeichnet  man  nun  die  Summen  der 
ersten  n  Gheder  der  Reihen  y,  d  resp.  mit  C«,  D*»  so  ist 

und  da  i«  mit  wachsendem  n  unendlich  klein  wird,  so  convergirt 
auch  die  Reihe  y,  und  ihr  Werth  ist  gleich  dem  der  Reihe  ö. 

Es  genügt  daher,  den  letzten  Theil  des  Satzes  für  die  Reihe 
S  nachzuweisen,  und  dies  geschieht  in  noch  etwas  erweitertem 
umfange  auf  folgende  Weise.  Setzt  man  d  =  Dn  +  in  nnd 
ß  =  Bn  +  ßn^  WO  Bn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  ß  bedeutet,  so  ist  der  Modulus  des  Restes  in  offenbar 
<  Hßn]  bezeichnet  man  ferner  mit  S',  D,J,  /J'  ,  .  .  diejenigen  be- 
stimmten Werthe  von  d,  D»,  /l  .  .  .,  welche  einem  bestimmten 
Grössensystem  (b')  entsprechen,  so  wird,  wenn  die  yeränderlichen 
Grössen  bn  des  Systems  (6)  sich  den  Grössen  bn  des  Systems  (6') 
unbegrenzt  und  zwar  der  Art  annähern,  dass  ß  sich  dem  Werthe 
ß'  nähert,  auch  /S^  =  /)  —  Bn  sich  dem  Grenzwerthe  ßn  nähern, 
weil  die  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  GUedem  bestehende 
Summe  Bn  gewiss  den  Werth  B^  zum  Grenzwerth  hat  Nun 
kann  man,  wie  klein  auch  eine  gegebene  positive  Grösse  £  sein 
mag,  immer  n  so  gross  wählen,  dass  Hßn  <  f  ist;  mithin  wird 
im  Verlaufe  der  Annäherung  auch  Hßn,  und  folglich  auch  der 
Modulus  des  Restes  dn  definitiv  <  $  werden,  während  der  andere 
in  d  enthaltene  Bestandtheil  Dn  sich  seinem  Grenzwerthe  D» 
nähert;  da  aber  d  —  Ä'  =  (D«  —  B'n)  +  ^n  —  ^n  ist,  so  wird 
folglich  der  Modulus  der  Differenz  d  —  A'  schliesslich  unter  2  a 
herabsinken,  also  wird  d  sich  dem  Grenzwerthe  d'  nähern,  was 
zu  beweisen  war*). 

*)  Offenbar  bleibt  &,  aleo  auch  y  selbst  dann  noch  stetig,  wenn  die 
oben  als  constant  vorausgesetzten  Grössen  des  Systems  (a)  sich  zugleich 
stetig  und  so  ändern,  dass  das  Maximum  H  der  Moduln  von  An  auch 
während  der  Aenderung  endlich  bleibt. 
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Dem  vorstehenden  Beweise  des  obigen  Satzes  fugen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen  hinzu,  Die  zweite  Voraussetzung,  dasa  die 
Siunme  ß  endlich  ist,  hat  für  sich  allein  genommen  zur  Folge, 
dass  die  uuendliche  Reihe 

b  =  bi+  (6,-^ii)  +  (h  —  b,)  +  (&4-6s)  +  •  •  • 

ebenfalls  convergirt,  dass  also  die  Summe  bn  ihrer  ersten  n  Glieder 
mit  wachsendem  n  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth  b  annähert, 
welcher  aber  sehr  wohl  von  Null  verschieden  sein  kann.  Immerhin 
ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung  mit  der  ersten  Voraussetzoog 
über  An  die  unbedingte  Gonvergenz  der  Reihe  d\  lässt  man  aber 
die  dritte  Voraussetzung,  nach  welcher  b  =  0  war,  jetzt  fallen,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Gonvergenz  der  Reihe  y,  weil  C„  =  D«-i 
4-  An  bn  ist,  nur  dann  mit  Sicherheit  gefolgert  werden  kann,  wenn 
die  erste  Annahme  über  An  dahin  verschärft  wird,  dass  die  un- 
endliche Ileihe 

a  =  ai  +  »3  +  «8  "I"  0^4  4"  •  *  • 

ebenfalls  convergirty  und  zwar  ist  dann 

y  =  S  -\-  ab] 

zugleich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  «  =  -4»  +  ««,  also  a»  =  ««-i  -"  *■ 
gesetzt  wird, 

y  =  abi  +  «1  (bi  —  bi}  +  «,(6,  — ft,)  +  •  •  • 

ist;  denn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  rechter  Hand 
ist  =  Cn  +  cinbny  uud  mit  wachsendem  n  wird  a«,  also  auch  OuK 
unendlich  klein.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  die  Bemer- 
kung, dass  unter  den  jetzigen  Annahmen  die  Grösse  y  sich  schon 
dann  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  (b)  ändert,  sobald  fi  im 
Verlaufe  der  Aenderung  endlich  bleibt,  während  8  mit  ß  und  b 
auch  unstetig  werden  kann.  Ist  nämlich  eine  beliebig  kleine  poä- 
tive  Grösse  8  gegeben,  so  giebt  es  einen  bestimmten  Index  v  von 
der  Beschaffenheit,  dass  für  alle  Werthe  von  n,  welche  ^  v  sind, 
der  Modulus  von  otn  <  <  ist*);  während  daher  die  Summe  der 


*)  Ist  das  System  (a)  ebenfalls  veränderlich,  so  verliert  der  obige  Be- 
weis für  die  Stetigkeit  von  y  seine  Kraft,  selbst  wenn  man  voraussettt, 
dass  a  sich  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  (a)  ändert;  ^enn  hieraus 
folgt  noch  nicht  die  Möglichkeit,  für  jedes  gegebene  e  einen  bestimmten 
Index  y  so  zu  wählen,  dass  für  alle  Werthe  n  "^r  der  Modulus  von  ff» 
auch  während  der  Aenderung  von  (a)  stets  <  e  bleibt.  Dftss  in  der  That  y 
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ersten  v  Glieder  in  dem  vorstebenden  Ausdruck  für  y  siph  stetig 
mit  den  Grössen  des  Systems  (&)  ändert^  bleibt  der  Mpdulus  des 
Bestes  <  6  /}  und  jbtivp  fplgUch ,  wenn  ^  während  der  Aenderung 
endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Constante  bleibt,  durch  £ 
so  klein  gemacht  werden,  wie  man  will;  mithin  ändert  sich  y 
stetig,  'was  zu  beweisen  war. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Principien  auf  die  DiricMeF sehen 
Reihen  anwenden;  unter  dieser  Benennung  verstehen  wir  Reihen 
von  folgender  Form*): 


t  f 


/<«>  =  F  +  F  +  F  + 

'^j         '^a         "'s 

yfo  JciyJc^^hi  .  .  .  positive  Constanten  von  d^r  Art  bedeuten,  dass 
^n  ^  %n  +  i  ist,  und  dass  h^  mit  n  über  alle  Grenzen  wächst;  die 
Gonstanten  Oi,  o^,  /I3  .  . .  sind  beliebige  reelle  oder  complexe 
Grössen;  ebenso  kann  die  Variabele  s  beliebige  reelle  oder  com- 
plexe Werthe  annehmen,  doch  wollen  wir  uns  hier  der  Einfachheit 
halber  auf  reelle  Werthe  s  beschränken.    Setzen  wir,  wie  oben, 

-4»  =  ai  +  o,  +  .  •  •  -f  öU» 
so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 


unstetig  werden  kann  trotz  der  Steti^eH  von  a  und  der  Endlichkeit  von  /}, 
lehrt  die  genaue  Prüfung;  des  folgenden  Beispiels.  £s  sei  «^  {x)  eine  stetige 
Function,  welche  sowohl  für  unendlich  grosse  als  auch  für  unendlich  kleine 
Werthe  x  unendlich  klein  wird,  wie  z.  B. 

es  seien  femer  die  in  den  Systemen  (a)  und  {b)  enthaltenen  Grössen  als 
stetige  Functionen  einer  Yariab^len  ^  ^  0  defi&irt  durch  die  Gleichungen 

o»  =  V(rtÄ)  —  «/'(nÄ  — Ä) 

&n  =  1  —  nh.    wenn  Ä  ^  — 

—  n 

1 

bn  =  0|  wenn  Ä  >  — , 

n 

so  nähert  sich  y,  wenn  h  unendlich  klein  wird,  oicht  dem  Werthe  Null, 
welcher  dem  Werthe  Ä  =  0  entspricht,  sondern  dem  Werthe 

1  ■ 

j^(x)dx, 

0 

obgleich  a  stetig  =  0,  und  ß  zwar  nicht  stetig,  aber  doch  endlich  bleibt. 
*)  Sie  nehmen  die  Gestalt  von  Potenzreihen  an,  wenn  man  8  =  —  log  x 

setzt. 


380  Supplement  IX.  §.  148. 

Bleibt  An  endlich  bei  wachsendem  w,  so  convergirt  die  Beihe 
f(s)  für  edle  positiven  Werthe  s  und  sie  ist  nebst  ihren  sämmßichen 
Derivirten  stetig;  convergirt  die  Beihe  noch  fms  =s  0^  so  ist  sie 
auch  an  dieser  Stdle  stetig. 

Die  Behauptungen,  welche  sich  auf  f($)  beziehen,  folgen 
unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  allgemeinen  Untersuchung, 
wenn  man  J^  =  ä~*  setzt,  wodurch  y  =f(s)  wird;  in  der  That 
wird  hierdurch  ß=zTcj'  oder  =  0,  je  nachdem  s  >  0  oder  =  ö 
ist.  Die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten  /'  (s)  ergiebt 
sich  aber  durch  eine -andere  Specialisirung;  bedeutet  s  einen  festen 
positiven  Werth,  und  s  eine  sehr  kleine  (positive  oder  negative) 
Grösse,  so  setzen  wir 


wodurch 


*"~'^(&;      K-")' 


wird.    Wählt  man  nun  v  so  gross,  dass  s  log  £,  >  1,  und  t  so 
klein,  dass 


y  log  M  +-  Ij  <  s  log  fc, 


wird,    so    ist    fty  ^  6v+i  ^  6v+2  .  .  .,    weil   die   Derivirte   der 
Function 


für  alle  Werthe  x'^'kv  negativ  ist;  ausserdem  ist  6  =  0,  also 
/Jy-i  =  6v.  Wird  nun  c  unendlich  klein,  so  nähert  sich  d,  dem 
Grenzwerthe 

,,  _  log  ftn 

und  da  b\  ^  6i  +  i  ^  6i  +  2.  •  •?  femer  V  =  0,  also  /Ji«i  =  ii 
ist,  so  geht  ßv^i  stetig  in  den  Grenz  werth  /3y.i,  und  folglich 
auch  ß  stetig  in  den  Werth  ß'  über.  Mithin  nähert  sich  auch  f 
dem  Grenzwerthe  y',  d.  h.  es  ist 

_  f.  (s)  =  <hMh  +  ^i}2Lb.  +  . . . 
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und  da  diese  Reihe  wieder  von  derselben  Beschaffenheit  ist,  so  ist 
f'(s)  auch  eine  stäige  Function  der  positiven  Grösse  8.  Ganz 
ähnlich  lässt  sich  der  Beweis  für  die  Derivirten  höherer  Ordnung 
fuhren. 


§.  144. 

Der  wahre  Charakter  des  zuletzt  beviesenen  Satzes  besteht 
darin,  dass  aus  dem  Verhalten  einer  Dirichlet'schen  Reihe  f(s)  für 
s  =  0  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven  Werthe  s 
gezogen  wird  (man  kann  ihn  leicht  so  umformen,  dass  von  dem 
beliebigen  Werthe  s  =  ö  auf  alle  Werthe  s>6  geschlossen  wird). 
Unter  diesem  Gesichtspuncte  erscheint  von  besonderem  Interesse 
eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  allgemeinen  Princip  des 
§.  118;  beachtet  man  nämlich,  dass,  wenn  die  dort  mit  t  bezeichnete 
Grösse  zwischen  fc„  und  ä;«  + 1  >  An  liegt,  die  entsprechende  Grösse 
T  =  n  nichts  Anderes  ist,  als  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe 

1,1,1. 

Kl  A'2  Iv^ 

für  s  =  —  1,  so  erkennt  man,  dass  dort  aus  dem  Verhalten  der 
Reihe  für  s  =  —  1  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven 
Werthe  s,  und  namentlich  auf  ihr  Verhalten  an  der  Stelle  s  =  0 
gezogen  wird.  Eine  genauere,  auf  die  Vereinigung  und  Verall- 
gemeinerung beider  Sätze  hinzielende  Untersuchung  führt  zu  den 
nachstehenden  Resultaten,  in  welchen  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  während  An  seine  frühere  Bedeutung  behält. 

1.  Bleibt  Snlc'n  für  einen  bestimmten  negativen  Werth  s  end- 
lich bei  wcxhsendem  «,  so  gilt  dasselbe  für  jeden  negativen  Werth 
s,  und  ebenso  bleibt  An  :  logkn  endlich, 

2.  Bleibt  An  :  log  hn  endlich  bei  wachsendem  n,  so  convergirt 
die  Beihe  f(s)  für  jeden  positiven  Werth  s. 

3.  Nähern  sich  s SnT^n  wtu?  sSn^*n  +  i  für  einen  bestimmten 
negativen  Werth  s  bei  wachsendem  n  einem  gemeinschaftlichen 
Grenzwerthe  —  ai ,  so  gilt  Dasselbe  für  jeden  negativen  Werth  s, 
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und  ebenso  nähern  sich  An  :  log  K  und  An  :  hgJCn^i  dem  gemein- 
schaftlichen Orenawerfhe  +  a, 

4.  Nähern  sich  An  :  log  hn  und  A^iloglCn  +  i  hei  wachsendem 
n  einem  gemeinschafllichen  Qrenzwerthe  o,  so  nähert  sich  s/(s), 
wenn  s  positiv  unendlich  Jdein  wird^  demselben  Orenzwerthe  o. 

Offenbar  entspringt  der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  aus  2., 
und  der  Satz  des  §.118  aus  3.  und  4.;  um  die  Beweise  kurz  zu 
fuhren,  bemerken  wir,  dass,  wenn 

l.»-    ~    7-*-    ~  ]t** 

ni\  n  2  '•n 

gesetzt  wird) 

ist;  zerlegt  man  die  Summe  rechter  Hand  in  zwei  Bestandtheüe, 
von  denen  der  eine  die  ersten  (m  —  1)  Glieder,  der  andere  die 
übrigen  (n  —  m)  Glieder  enthält,  und  berücksichtigt,  dass  man 
allgemein 


k  .  .  k 

■  V  I 


Ky  ^~" 


l:^!^=fxr''-idx=K  fx''-'^dx=K^'-^'J^'' 


r 

S + 1  '> + 1 


setzen  kann,  wo  /cy  <  Ay  <  J^^+i  ist,  so  erhält  man 

s,- jJnifcr'=^  {MiK'-K')  +  N(hn'-h;;;% 

s 

von  M  und  N  Mittelwerthe*)  aus  den  Grössen  JJ^äJ  resp.  von 
i;  =  lbisv  =  w  —  1,  und  von  i;  =  mbisv=:n —  1  bedeuten. 
Nimmt  man  nun,  wie  im  dnYten  Satze  an,  dass  es  einen  (negativen) 
Werth  r  giebt,  für  welchen  die  Grössen  rUyJfcJ,  r  JB^fcJ^i,  also 
auch  die  Grössen  rUyÄJmit  wachsendem  v  sich  einem  Qrenz- 
werthe —  CD  nähern,  und  lässt  man  m  mit  n,  doch  so  langsam 
über  alle  Grenzen  wachsen,  dass  A^  :  hn  unendlich  klein  wird,  so 
nähert  sich  r  N  dem  Grenzwerthe  —  cd,  während  M  endlich  bleibt, 


*)  unter  einem  Mittelwerthe  aus  complezen  Grössen  js  ist  jeder  com- 
plexe  Werth  C  von  der  Beschaffenheit  za  verstehen,  dass  die  reellen  Be- 
standtheüe  von  C  und  (  $  resp.  Mittelwerthe  aus  den  reellen  Bestandtheilen 
der  Grössen  g  und  der  Grössen  z  %  sind. 
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und  folglich  wird,  wenn  s  negativ  ist,  s  SnJc^  sich  ebenfalls  dem 
Grenzwerthe  — o  nähern.    Ist  aber  s  =  0,  so  folgt 


-4«  —  B«  An  =  r 


Jinog  (^J  +  2,  log  (*.)), 


und  wenn  man  m  der  Art  mit  n  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
dass  logÄ^m  :  logA^n  unendlich  klein  wird,  so  ergiebt  sich,  dasd 
Ä  ilogkn  sich  dem  Werthe  +  w  nähert  Die  Behauptungen  über 
5iSn*i  +  i  und  Äni\ogkn  +  i  ergeben  sich  von  selbst,  weil  aus  der 
Annahme  hervorgeht,  dass,  wenn  a  von  Null  verschieden  ist; 
nothwendig  ^M^^M+i  sich  dem  Werthe  1  nähert.  Zugleich  leuchtet 
ein,  dass  der  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  dieselbe  Weise  gefuhrt 
werden  kann,  und  zwar  viel  einfacher,  weil  es  gar  keiner  Zer- 
legung der  obigen  Summe  in  zwei  Bestandtheile  bedarf*). 

Der  Beweis  des  /gtoeiten  und  vierten  Satzes  lässt  sich  in  ahn-' 
licher  Weise  führen;  setzt  man  nämlich,  wenn  3  einen  positiven 
Werth  hat, 

j^  /'  s  \ogxdx 1  4-  s  log  Äm 

80  ist 

JT,  -  2ir.  +  x  =  f^^^^  =  log  KiK'  -  Ä-nfO; 


*)  Die  Sätze  1.  und  3.  sind  aus  einem  leicht  erkennbaren  Grunde  so 
gefasst,  dasB  der  in  der  Prämisse  auftretende  bestimmte  Werth  8  alk 
negativ  vorausgesetzt  wird,  obgleich  der  obige  Beweis,  in  welchem  dieser 
Werth  8  mit  r  bezeiobnet  ist,  auch  dann  seine  Kraft  bewahrt,  wenn  r 
positiv  i«t.  Diese  auf  den  ersten  Blick  au£fallende  Erscheinung  hängt 
damit  zusammen,  dass  den  obigen  Sätzen  eine  Reihe  von  ähnlichen  Sätzen 

entspricht,  welche  von  dem  Verschwinden  des  Restes  8'^  =  /(s)  —  Sn  für 

positive  Werthe  8  bei  wachsendem  n  handeln ;  von  diesen  Sätzen  (die  sich  wie 
die  obigen  Sätze  auch  auf  gewisse  Integrale  übertragen  lassen)  wollen  wir 
beispielsweise  den  folgenden  erwähnen:  Convergirt  die  Reihe  /(«)  für 
einen  bestimmten  positiven  Werth  «,  wird  also  der  Rest  iS^  mit  wachsen- 
dem »  unendlich  klein  und  zwar  in  der  Art,  dass  die  Producta  «iS^X;^  und 
8  5^  Ä^  .  j  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenzwerthe  ta  nähern,  so  näherir 

sich  für  jeden  negativen  Werth  8  die  Producte  «<5„*;i  und  «^»-^n  +  i  ^®™ 
Grenzwerthe  —  «. 
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nimmt  man  daher  an,  dass  An  :  log^*n  endlich  bleibt,  80  folgt 
hieraus  leicht*),  dass  die  unendliche  Reihe 


I 

I  A      ri.—  9  7.— *\       I  Ä     ZT.— »  7.— # 


•    •    • 


convergirt,  und  dass  ihre  Summe  mit  f(s)  übereinstimmt,  womit 
der  zweite  Satz  bewiesen  ist.  Bezeichnet  man.  ferner  mit  M  und 
M-  Mittelwerthe  aus  den  Grössen  An  ;  log  h^  resp.  von  n  =  1  bis 
n  =  m  —  1,  und  von  n  =  w  bis  n=  oo,  so  kann  man 

f(s)  =  M(K^  -K^)  +  M'K^ 

setzen;  nimmt  man  nun  (wie  im  vierten  Satze)  an,  dass  die  Grössen 
An'- log hn  und  ^:log  An  +  i  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe  o  nähern,  so  gilt  Dasselbe  von  An'-loghn]  lässt  man  daher, 
während  s  positiv  unendlich  klein  wird,  gleichzeitig  m  über  alle 
Grenzen,  doch  so  langsam  wachsen,  dass  s  log  äTm  unendlich  klein 
wird,  so  nähert  sich  M'  dem  Grenzwerthe  cj,  während  M  endlich 
bleibt,  und  da  s  K^  und  s  K^^  sich  dem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe 1  nähern,  so  nähert  «ich  sf(s)  dem  Grenzwerthe  o,  was 
zu  beweisen  war**). 

Nachdem  die  obigen  Sätze  bewiesen  sind,  führen  wir  einige 
Beispiele  an,  hauptsächlich  um  zu  zeigen,  class  sie  nicht  ohne 
Weiteres  umgekehrt  werden  dürfen. 

Beispiel  1.    Ist  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 

/W  —  ^«    ^"   c^a  "^   c«'   "^   C*»   "^   *  '  *  ~    C*'  —  1    ' 

für  jeden  negativen  Werth  s  ist  bei  wachsendem  n 

lim  S,„c»-  =  f^j^,    lim  S,„  +  ,c(«-  +  ««  =  2±^, 

also  schwankt  Snfc»,  und  nur,  wenn  b  ^=  a  ist,  wird 

lim  /SnfcJi  = 


1— c«' 
trotzdem  ist,  auch  wenn  a  und  h  ungleich  sind, 


*)  Offenbar  darf  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Sätze  zu  beeinträch- 
tigen, bei  ihrem  Beweise  annehmen,  dass  schon  k^  >>  1  ist 

**)  Weitere  Untersuchungen  findet  man  in  der  Abhandlung  von  Pringf- 
heim:  Zur  Theorie  der  DirichleV sehen  Reihen  (Math.  Annalen,  Bd.  37). 
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lim    ^     =  lim       ^♦^       =  <^  +  ft 
log*«  logfc„+i       2logc' 

und    wirklich  nähert  sich  sf(s)  für  unendlich  kleine   positive 
Werthe  von  5  demselben  Grenz werth. 

Beispiel  2.    Ist  wieder  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 


da-42n=  —  w,  ^a«_i  =  +  n  ist,  so  schwankt  J-nilogA*«;  dennoch 
nähert  sich  s/(s)  dem  bestimmten  Grenzwerth  Null,  wenn  s  positiv 
unendhch  klein  wird. 

Beispiel  3.    Von  grösserem  Interesse  ist  die  folgende  Reihe 

f(s)  =  e-'  +  ce—<^  -f  c^e-»*^  +  c^e-*'''*  +  •  •  •, 

wo  c  wieder  >  1  ist;  da  logfe«  =  c^^S  ^^^ 

^„  =  1  +  c  +  c2  +  .  .  .  +  c~-i  =  ^^, 

« 
so  ergiebt  sich  bei  wachsendem  n 

lim  _ii!L_- =  _^ ,  lim       ^"       -      ^ 


log/r«  C—l'  logAn  +  i  C—l 

m 

und  es  zeigt  sich,  dass  s/(s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  sich  keinem  Grenzwerthe  nähert,  sondern  hin  und  her 
schwankt.  Ist  nämlich  r  ein  bestimmter  positiver  Werth,  und 
läset  man  s  =  rc-c^  dadurch  unendlich  klein  werden,  dass  q 
wachsend  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  nähert  sich 
sf{s)  dem  bestimmten,  aber  von  r  abhängigen  GLrenzwerth 

wo  n  alle  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  +  00  durchlaufen  muss. 
Offenbar  ist  ^(r)  eine  periodische  Function  von  log  r,  welche 
sich  in  die  Fourier'sche  Reihe 


(2nni\ 
löge"/ 


2^"n 


verwandeln  lässt,  wo  log  ^  log  c  =  —  2Äilogr  ist,  fl  das  Euler- 
sche  Integral  zweiter  Art  bedeutet,  und  n  alle  ganzen  Zahlen 
von  —  00  bis  -f-  ^  durchläuft;  sie  convergirt  für  jeden  complexen 

Diriehlet,   Zahlentheorie.  25 


f^*55R 
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Werth  r,  dessen  reeller  Bestandtheil  positiv  ist;  sie  ist  zugleich 
der  Grenzwerth  des  Integrals 

+  00 

»i  j     8in(2wH- l)3ra; 


j 


^\Ti%X 


>ao 


fiir  unendlich  grosse  Werthe  der  positiven  ganzen  Zahl  n.  Wird 
s  stetig  positiv  unendlich  klein,  so  schwankt  sf{s)  um  den  mitt- 
leren Werth  1  :  logc,  welcher  auch  zwischen  den  Grenzwerthen 
von  An :  log  Ä«  und  An :  log  fc„  -j.  i  liegt. 


V 


i 


X.   lieber  die  Oompositioii  der  binären  quadratischen 

Formen. 


§.  145. 

Unserer  Darstellung  der  von  Gauss*)  gegründeten  Theorie 
der  Composition  schicken  wir  zwei  Hülfssätze  aus  der  Lehre  von 
den  Congruenzen  voraus,  deren  erster  eine  auch  sonst  nützliche 
Verallgemeinerung  der  in  §.  25  behandelten  Aufgabe  enthält, 
während  der  daraus  folgende  zweite  die  Grundlage  für  die  ge- 
nannte Theorie  bilden  wird. 

1.  Hat  der  Modul  m  mit  den  ganzen  Zahlen  jPi ,  jpj  .  .  .  p» 
keinen  gemeinsamen  Theiler^  und  sind  alle  aus  ihnen  und  den 
ganzen  Zahlen  Sd  Ss  •  •  .  9n  gebildeten  Determinanten  prQ,»  —  g^rVa 
theilbar  durch  w,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Classe  von  Zahlen 
B  (mod.  w),  die  den  gleichzeitigen  linearen  Congruenzen 

PiB  =  qi,    p^B  =  q2  .  .  .pnB^  =  qn  (mod.  m)  (1) 

genügen**).  ^ 

Zum  Beweise  wählen  wir  (nach  §.  24)  ein  bestimmtes  System^ 
von  ganzen  Zahlen  /^,  %i ,  A3  .  .  .  An»  die  der  Bedingung 

mh  +  pihi  +  jpaÄa  +  •  •  •  +  pnhn  =  1, 

also  der  Congruenz 

lp»hs  =  Pihi  +  pih^  +  '  '  -  +  Pnhn  =  1  (mod.m) 

genügen,  und  setzen 

2g,Ä,  =  iihi  +  q^hi  +  '  -  '  +  qnhn  =  -Bq. 

*)  D.  Ä.  art.  234.  seqq.  —   Vergl.  Lejeune  Diridilet:  "De  formarum  bi- 
nariarum  secundi  gradus  compoaitione.  1851. 

**)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  die  UmkehruDg  dieses  Satzes 
gut 

25* 
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tiiebt  es  nun  eine  Zahl  J5,  welche  den  Congruenzen  (1)  genügt, 
so  folgt  durch  Multiplication  der  letzteren  mit  A^ ,  A,  .  .  .  A«  und 
Addition,  dass  B^  Bo  (mod.  m)  sein  muss;  und  umgekehrt,  venn 
B  irgend  eine  Zahl  der  durch  Bq  repräsentirten  Classe  bedeutet, 
so  folgt  aus  pria^^rPs  (mod.  m),  dass 

j?rB=pr^qsh,  =  lprqshs  =  lqrPshs=qrlpMht^qr{moi,m) 

ist;  also  genügt  B  den  Congruenzen  (1),  was  zu  beweisen  war. 

2.    Ist 

hb  =  D  (mod.  a),    VV  =  D  (mod.  a')  (2j 

und  haben  die  drei  Zahlen  a,  a',  b  -^^  V  Iceinen  gemeinschafllichen 
Theüer^  so  existirt  in  Bezug  auf  den  Modulus  aa*  eine  und  nur 
eine  Classe  von  Zahlen  J?,  welche  den  drei  Bedingungen 

B  =  b  (mod.  a),    B  =  V  (mod.  a'),    BB  =  D  (mod.  aa')    (3) 

genügen^  und  die  Zahlen  a,  o',  2  JP  haben  ebenfalls  Iceinen  gemein- 
schafllichen Theiler. 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze; 
da  nämlich 

(JB-  b)  {B  —  b')  =  BB  —  (b  +  V)B  +  bV 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Bedingungen  (3)  mit  den  linearen 
Congruenzen 

a'B  =  a'b,    aB=ab\    {b +  V)B  =  bV -\- B  {mod..  aa') 

völlig  gleichbedeutend  sind;  da  nun  die  Coefficienten  a\  a,  6  +  ^' 
keinen  gemeinschaftlicheYi  Theiler  haben,  und  die  Determinanten 

a\ab'  —  a'b.a  =  aa'{V  —  b) 

a'  (b  b'  +  D)  —  a'b(b+  V)  =  a'{D-'bb) 

a  (bV  +B)  —  aV(b-\-V)=a  (D  —  Vb') 

zufolge  (2)  alle  durch  den  Modul  aa'  theilbar  sind,  so  ist  der 
erste  Theil  unseres  Satzes  bewiesen. 

Ist  femer  d  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  a,  a\  2  JB,  so 
folgt  aus  (3),  dass  B  =  b  =  V  (mod.  8),  also  6  +  6'  =  2JB  =  0 
(mod.  $)  ist;  mithin  ist  8  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler 
von  a,  a\  b  -\-V  und  folglich  =  1,  was  zu  beweisen  war*). 


*)  Fasst  man  die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  nur  als 
einen  «peciellen  Fall  der  allgemeinen  Theorie  der  ganten  algebraischen 
Zahlen  auf  (Supplement  XL),  so  sprechen  manche  Gründe  dafür,  statt  der 
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Zwei  binäre  quadratische  Formen  (a,  J,  c),  (a',  5',  c')  von 
gleicher  Determinante  D  sollen  einig*)  heissen,  wenn  die  Zahlen 
a,  a^  b  +  V  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  De^bb^D 
(mod.  a),  b'  V^D (mod.  a')  ist,  so  folgt  ans  dem  Torhergehenden 
Lemma  unmittelbar  die  Existenz  von  unendlich  vielen  parallelen 
(nach  §.  56  äquivalenten)  Formen  {aa\B^  C)  derselben  Determi- 
nante Dy  deren  mittlere  Coefficienten  B  den  Bedingungen  B^b 
(mod.  a),  B^V  (mod.  a')  genügen;  jede  solche  Form  (aa'^B^  C) 
heisse  zusammengesetzt**)  (eomposiia)  aus  (a,  by  c)  und  (a',  b'y  c*). 

Wir  bemerken  zunächst,  daes  (nach  §.  56)  die  Formen  {a^b^c\ 
(a\  h\  d)  resp.  den  Formen  (a,  JB,  a'C),  {a\  B,  aC)  äquivalent 
sind;  diese  letzteren  sind  ebenfalls  einig,  weil  die  Zahlen  a,a',2jB 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  (§.  145),  und  aus  ihnen 
ist  ebenfalls  die  Form  {aa\  J?,  C)  zusammengesetzt.  Bedeuten 
nun  x^  y,  o/,  j/'  variabele  Grössen,  und  setzt  man 

X  =  xa!  -  Cyy\     Y=  (ax  +  By)  y'  +  (a'x'  +  By') y,    (1) 
so  wird 

(ax  +  (B+yD)i/)(a'a;'  +  (J?+Vi>)y')=««'^+(^  +  V2))r;(2) 

ersetzt  man  hierin  VD  durch  -VD  und  multiplicirt  die  so 
entstehende  Gleichung  mit  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich  nach 
WegFerfung  des  beiden  Seiten  gemeinschaftlichen  Factors  aa' 
die  Gleichung 

{ax^  +  2 Bxy  +  a'  Cy^)  (aV»  +  2  Bx'y'  +  a  Cy*^) 


von  GratMs  und  DiriMet  xu  Grunde  gelegten  Form  ax^  -4-  2b xp  <f-  ey^, 
in  welcher  der  Coefficient  von  xy  immer  eine  gerade  Zahl  ist,  die  all* 
gemeinere  Form  ax^  4*  ^xy  -f~  cy^  za  wählen  und  unter  deren  Discri- 
minante  immer  die  Grösse  d  =  bh  —  4ac  zu  verstehen.  Das  obige 
Lemma  ist  dann  darch  das  folgende ,  etwas  umfassendere  zu  ersetcen : 
Ist  bb  ^  d  (mod.  4a),  b' b'  ^  d  (mod.  4a'),  und  haben  die  drei  Zahlen 
<>)  a'}  I  (^4*  &')  li^einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  existirt  in  Bezug  auf 
den  Modulus  2aa'  eine  und  nur  eine  Glasse  von  Zahlen  B,  welche  den 
drei  Bedingungen  B ^  b  (mod.  2a),  JB  ^  b'  (mod.  2  a'),  BB^d  (mod.  4  a a') 
genügen ;  und  die  Zahlen  a,  a',  JS  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler. 
*)  Diese  Benennung  soll  an  die  radices  concordantes  von  Dirichlet 
erinnern. 

♦♦)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  artt.  236,  242,  243,  244. 
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d.  h.  die  Form  {aa\  B,  C)  geht  durch  die  bilineare  SubstittUion  (1) 
in  das  Product  aus  den  beiden  Formen  (a,  B,  o'  (7),  (a',  JB,  a  C) 
über. 

Auf  dem  vorstehenden  Resultate  beruht  zugleich  der  Beweis 
des  folgenden  Fundamentalsatzes*): 

Sind  die  beiden  einigen  Formen  (o,  6,  c),  (a',  &',  c')  resp.  äqui- 
valent den  beiden  einigen  Formen  (w,  n,  Z),  (m\  n\  i'),  so  ist  auch 
die  aus  den  beiden  ersteren  zusammengesetzte  Form  (aa\  B^  C) 
äquivalent  der  aus  den  beiden  letzteren  zusammengesetzten  Form 
{mm\  N^  L). 

Aus  den  Voraussetzungen  folgt  zunächst,  dass  die  Formen 
(a,  B,  o!  C\  (a\  B,aC)  resp.  den  Formen  (tw,  N^  m'L\  (m\N^  mL) 
äquivalent  sind,  und  hieraus  (nach  §.  60,  Anmerkung)  die  Existenz 
von  vier  ganzen  Zahlen  x^  j/,  a:',  y',  welche  den  folgenden  Bedin- 
gungen genügen 

ax^  +  2Bxy+a'Cy^  =  m,  a'x^l  +  2Bx'y'  +  aCy'*  =  m'  (4) 

ax  +  {B+N)y  =0,  (B  —  'n)x  +  a'  Cy=  0  (mod.  m)  (5) 

a'a;'  +  (B  +N)y'=0,  (B  —  N)x'  +  aCy' .=  0 (mod. m%    (6) 

und  ebenso  braucht  man,  um  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen 
(aa\  B,C)^  (mm'j  N^L)  darzuthun,  nur  die  Existenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  X,  T  nachzuweisen,  welche  die  Forderungen 

aa'X^  +  2BXY+  CY^  =  mm'  (7) 

aa'X  +  (B-\'N)T=0  (mod. mm")  (8) 

(B  —  N)X-{-CT  =  0  (mod.  mm')  (9) 

befriedigen.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  beiden 
(offenbar  ganzen)  Zahlen  X,  F,  welche  nach  (1)  aus  den  vier 
ganzen  Zahlen  o;,  y,  a/,  y'  gebildet  sind,  in  der  That  den  vor- 
stehenden Bedingungen  genügen.  Zunächst  folgt  (7)  unmittelbar 
aus  (3)  und  (4).    Da  ferner  aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 

(t+uyD)  (if  +  u'VD)  =  (V'  +  u^'V!))  (t'" -\- u'" y D% 

wo  f,  w,  t'  u.  s.  w.  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  in  Bezug  auf  die 
Variabele  z  identische  Gleichung 

(t  +  uz)  {V  +  u*z)  =  (V'  +  u''z){t"'  +  w'"^)  +  (mm'  -  u!*u"'){zz-D), 

und  hieraus,  da  NN^  D  (mod.  mm')  ist,  auch  die  Congruenz 

(t  4-  u N)  (f  +u'N)  =  {f  +  u"  N)  (t'"  +  u'"  N)  (mod.  mm') 


•)  Gauss:  D.  A,  art.  239.  —  Dirichlet  a.  a.  0. 
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hervorgeht,  so  folgt  (8)  unmittelbar  aus  (2)  unter  Berücksichtigung 
von  (5)  und  (6).  Dieselbe  Gleichung  (2)  lässt  sich  endlich  durch 
Multiplication  mit  B —  VD,  oder  mit  (7,  und  durch  Division  mit  a 
oder  mit  a'  auf  die  folgenden  vier  Formen  bringen 

((B -  yD)x  +  a'  Cy)  (aV  +  (5  +  VD)y')  =  a' U 
{ax  +  (B  +  VB)y)  ((B  -  VD)3f  +  a  Cy')  =  aU 
(SB  —  VD)x  +  a'  Cy)  {{B--\'D)ixf  +  a  Cy')  =iB—VB)  U 
C(ax  +(B  +  VB)y)  {a' af  +  {B  +  YB)y')  =  (B  +  VD)  U, 

wo  zur  Abkürzung 

(B—'VD)X+  CY==U 

gesetzt  ist;  ersetzt  man  überall  VD  durch  N^  so  gehen  nach  dem 
oben  angeführten  Princip  diese  Gleichungen  wieder  in  Congruenzen 
nach  dem  Modulus  mm'  über;  bezeichnet  man  den  aus  U  hervor- 
gehenden Ausdruck,  d.  h.  die  linke  Seite  der  zu  beweisenden  Con- 
gruenz  (9),  mit  F,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (5) 
und  (6),  dass  die  Producte  a'V,  aV,  (B  —  N)  F,  (B  +  N)  F,  mit- 
hin auch  2  JBF  durch  mm'  theilbär  sind;  da  aber  die  Factoren  a, 
a',  2B  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  muss  der 
andere  Factor  F  für  sich  allein  durch  mm'  theilbär  sein,  also 
die  Congruenz  (9)  wirklich  Statt  finden. 

Mithin  genügen  die  beiden  ganzen  Zahlen  X,  Y  den  Bedin- 
gungen (7),  (8),  (9),  und  hieraus  folgt  (nach  §.  60.  Anmerkung) 
die  Aequivalenz  der  Formen  (aa'^  JB,  C),  (mm',  N^L)\  was  zu  be- 
weisen war. 

§.  147. 

Um  den  Charakter  des  eben  bewiesenen  Fundamentalsatzes 
in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  zunächst  Folgendes : 
Sind  (a,  6,  c),  (a',  6',  c')  jswei  einige  Formen,  so  sind  ihre  Theiler 
ö,  ö'  (§,  61)  relative  Primzahlen,  und  öö'  ist  der  Theiler  der  aus 
ihnen  zusammengesetzten  Form  (aa'^  JB,  C).  Denn  da  die  Formen 
(a,  6,  c),  (a',  6',  c')  resp.  den  Formen  (a,  B,  a'  C),  (a',  J5,  a  C)  äqui- 
valent sind,  so  ist  (nach  §.  61)  ö  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a,  2  B,  a'  C,  und  ö'  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a',  2JB,aC;  da  nun  a,  a',  2B  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben,  so  muss  die  in  a  und  2  B  aufgehende  Zahl  ö  rela- 
tive Primzahl  zu  a'  (und  also  auch  zu  der  in  a'  aufgehenden  Zahl  ö') 
sein;  und  da  <y  in  a' C  aufgeht,  so  muss  ö  auch  in  C  aufgehen; 
ebenso  muss  o'  relative  Primzahl  zu  a  sein  und  folglich  auch  in  C 
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aufgehen.  Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  6  und  6'  relaÜTe 
Primzahlen  sind,  und  da  beide  sowohl  in  2£,  als  auch  in  C 
aufgehen,  so  ist  66'  offenbar  gemeinschaftlicher  Divisor  der  drei 
Zahlen  a  a\  2  -B,  C.  Wollte  man  nun  annehmen,  6  6*  wäre  nicht 
ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor,  sondern  sie  liessen  sich 
nach  der  Division  mit  66^  noch  durch  eine  Primzahl  j?  theilen, 
so  müsste  p  wenigstens  in  einer  der  beiden  Zahlen  a\6  oder 
a':0'  aufgehen;  gesetzt  aber,  j>  ginge  in  a\6  auf,  so  hätten  die 
drei  Zahlen  a,  2jB,  a!  C  den  gemeinschaftlichen  Divisor  jxT,  wäh- 
rend doch  6  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  ist.  Ebenso 
wenig  kann  2>  in  a':<j'  aufgehen,  und  folglich  ist  66f  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  aa\  2-B,  C,  d.  h.  6if  ist  der 
Theiler  der  Form  {aa\  5,  C),  was  zu  beweisen  war. 

Umgekehrt:  hat  man  zwei  Formenclassen  K^  K*  von  gleicher 
Determinante  2),  deren  Theiler  6^6'  relative  Frimzahlen  sindy  so 
Jcann  man  stets  zwei  einige  Formen  (a,  6,  c),  (a',  6',  c')  resp.  aus 
den  Classen  K^  K*  auswählen.  Denn  man  kann  (nach  §.  93)  den 
Repräsentanten  (a,  6,  c)  der  Classe  K  zunächst  so  wählen,  dass  a 
relative  Primzahl  zu  ö'  wird ,  worauf  der  Repräsentant  (a\  b\  c') 
der  Classe  JE'  so  gewählt  werden  kann,  dass  a'  relative  Primzahl 
zu  a  wird;  dann  sind  aber  (a,  6,  c),  (a',  6',  c')  gewiss  zwei  einige 
Formen.  Zwei  solche  Classen  K^  K'  sollen  daher  ebenfalls  einig 
heissen.  Wie  nun  auch  zwei  einige  Formen  aus  den  Classen  K^  K' 
ausgewählt  sein  mögen,  so  wird  zufolge  des  bewiesenen  Funda- 
mentalsatzes die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Form  stets  einer 
und  derselben  Formenclasse  L  von  derselben  Determinante  D 
angehören ,  deren  Theiler  nach  dem  Obigen  =  <y  ö'  ist.  Wir 
werden  daher  sagen,  dass  diese  Classe  L  atis  den  beiden  einigen 
Classen  K^K*  zusammengesetzt  ist,  und  werden  dies  durch  die 
symbolische  Gleichung*) 

L  =  KK'  =  K'E 
ausdrücken. 

Sind. femer  je  zwei  der  drei  Classen  K^K\K"  einig,  so  lassen 
sie  sich  successive  zu  einer  Classe  zusammensetzen,  und  zwar  wird 
diese  resultirende  Classe  von  der  Anordnung  der  beiden  successiven 
Gompositionen  völlig  unabhängig  sein**);  d.  h.  symbolisch  ausge- 
druckt, es  wird 


*)  Gauss  bezeichnet  die  aas  K  und  K'  zusammengeBctzte  ClasBe  mit 
K-\-  K'  (D.  A,  art.  249). 

♦♦)  Gauss:  D,  Ä.  artt.  240,  241. 
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sein.  Man  kann  nämlich  die  Repräsentanten  (a,  ft,  c),  (a\  h\  €f\ 
(a",  6",  c")  der  drei  Classen  K,K\  K"  (nach  §.  93)  so  wählen,  dass 
a,  a',  a"  relative  Primzahlen  sind;  bestimmt  man  nun  (nach  §.  25) 
B  durch  die  Congruenzen 

B  =  h  (mod.  a),  B  =  V  (mod.  a^,  ^  =  ft"  (mod.  a"), 

so  wird  Yon  selbst -BJ?^D  (mod.  aa'a"),  also  D=:BB  —  aa!a*'C^ 
wo  C  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Dann  enthält 

die  Classe  K        die  Form  (a,  -B,  a'a"  O) 
„        „      2r  ,       ,      (a',J5,aa"C) 


» 


JC"        « 

» 

(a",B,aa'C) 

JfJP    » 

n 

(aa',B,a"(7) 

KK"    „ 

w 

(aa",B,a'C) 

JT'JT"   „ 

w 

(a'a"B,aC) 

und  jede  der  Classen  {KK')K\{KK'*)K\  {K'K")K  enthält 
folglich  dieselbe  Form  {aa*a'\B^  (7);  mithin  sind  diese  drei  Classen 
identisch.  Diese  eine  Classe  kann  daher  einfach  durch  das  Symbol 
KK'  K"  bezeichnet  werden,  wobei  die  Stellung  der  drei  Symbole 
K,  K\  K"  gleichgültig  ist 

Wendet  man  nun  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  2,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  fiir  jede  grössere  Anzahl  von  Classen 
JT,  jBl  '  .  .  .  die  durch  ihre  successive  Composition  entstehende 
Classe  völlig  bestimmt,  und  von  der  Anordnung  der  Composition 
gänzlich  unabhängig  ist  Erforderlich  bleibt  aber  die  Bedingung, 
dass  diese  Classen  K^  K* .  .  .  zu  derselben  Determinante  gehören, 
aud  dass  ihre  Theiler  d,  o' . .  .  relative  Primzahlen  sind,  weil  nur 
dann  die  Composition  in  der  oben  angegebenen  Art  ausgeführt 
werden  kann;  für  unsere  Zwecke  reicht  aber  dieser  specielle  Fall 
der  allgemeineren  Theorie  der  Composition  völlig  aus. 


§.  148, 

Wir  betrachten  zunächst  einige  besonders  wichtige  specielle 
Fälle  der  Classencomposition  *). 

1.  Die  Hauptform  (1,  0,  —  D)  ist  offenbar  einig  mit  jeder 
Form  (a,  &,  c)  derselben  Determinante,  und  die  Composition  beider 

♦)  Gauss:  D.  A,  artt.  243,  250. 
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Formen  giebt  als  Resultat  dieselbe  Form  (a,  J,  c),  also:  Durch 
Composition  irgend  einer  Classe  K  mit  der  Hauptclaiise  entstM 
immer  die  Glosse  K,  Bezeichnet  man  daher  die  Hauptclasse 
durch  das  Symbol  1,  so  ist  immer  IK=  K^  wo  K  eine  beliebige 
Classe  bedeutet. 

2.  Ist  (a,  6,  e)  eine  ursprüngliche  Form  der  ersten  Art,  so  ist  sie 
einig  mit  der  Form  (c,  ft,  a),  und  aus  beiden  ist  die  Form  (ac,  6,1) 
zusammengesetzt.  Da  nun  (c,  6,  a)  mit  (a,  —  i,  c),  und  ebenso 
(ac^  i,  1)  mit  (1,  —  b,ac)  und  folglich  auch  mit  der  Hauptform 
(1,  0,  —  D)  äquivalent  ist  (§.  56),  so  kann  man  dies  Resultat  kurz 
so  aussprechen:  Die  Composition  von  zwei  entgegengesetzten  «r- 
spränglichen  Classen  der  ersten  Art  JH",  H'  giebt  stets  die  Haupt- 
classe HH'  =  1. 

Hieraus  ziehen  wir  eine  wichtige  Folgerung,  von  welcher  sehr 
häufig  Gebrauch  gemacht  wird:  Bedeutet  H  eine  ursprüngliche 
Classe  erster  Art^  so  folgt  aus  HK  =  HL  auch  stets  K=L,  Ist 
nämlich  Jff '  der  Classe-  H  entgegengesetzt,  also  HH'  =  1,  so  folgt 
aus  HK  =  HL  zunächst  (HE)H'  =  {HL)W,  und  hieraus 
{HH')  K  =  {HH')  L,  also  K=L. 

3.  Ist  K  eine  Classe  vom  Theiler  <y,  so  kann  man  (nach  §.  93) 
ihren  Repräsentanten  (aö,  6,  c)  so  wählen,  dass  a  relative  Prim- 
zahl zu  6  ist;  dann  ist  diese  Form  offenbar  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  einigen  Formen  (a,  J,  aS)  und  (ö,  6,  ac\  deren  letztere 
den  Theiler  6  hat  und  der  einfachsten  Classe  dieses  Theilers  an- 
gehört (§.  61),  woraus  von  selbst  folgt,  dass  die  erstere  Form  eine 
ursprüngliche  Form  der  ersten  Art  sein  muss,  was  sich  auch  leicht 
direct  nachweisen  liesse.  Wir  haben  daher  das  Resultat:  Ist  S  die 
einfachste^  und  K  irgend  eine  Classe  vom  Theiler  <J,  so  giM  es 
immer  mindestens  eine  ursprüngliche  Classe  erster  Art  H  von  der 
Beschaffenheit^  dass  SH  =  K  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  von  2.,  dass  der  Satz  3. 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  S  und  K  irgend  welche  Classen  des- 
selben Theilers  bedeuten;  ebenso  leuchtet  ein,  dass  aus  den  ein- 
fachsten Classen  der  Theiler  <y,  ö'  stets  die  einfachste  Classe  des 
Theilers  öö'  zusammengesetzt  ist,  natürlich  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  ö  und  ö'  relative  Primzahlen  sind.  Wir  verweilea 
aber  nicht  länger  bei  diesen  und  anderen  ebenso  leicht  zu  be- 
weisenden Sätzen,  weil  sie  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen 
völlig  entbehrlich  sind. 
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§.  149. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
aller  zu  einer  bestimmten  Determinante  D  gehörenden  ursprüng- 
lichen Classcn  erster  Art  (ö  =  1)  beschränken;  das  System  dieser 
Classen  wollen  wir  mit  ^,  ihre  (nach  §§.  67,  77  endliche)  Anzahl 
mit  h  bezeichnen.  Je  zwei  solche  Classen  sind  einig,  und  durch 
ihre  Composition  erhält  man  immer  wieder  eine  Classe  desselben 
Systems  ^.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  beiden  Classen 
identisch  sind,  und  die  durch  Composition  einer  Classe  Ä  mit 
sich  selbst,  oder  kürzer,  die  durch  Duplication*)  der  Classe  A 
entstehende  Classe  AA  soll  mit  A^  bezeichnet  werden;  ähnlich 
ist  die  allgemeine  Bezeichnung  A^  zu  verstehen,  wo  m  irgend 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Durch  Anwendung  derselben 
Schlüsse,  wie  in  §.  28,  findet  man  nun  leicht,  dass  immer  ein 
kleinster  positiver  Exponent  8  existirt,  welcher  der  Bedingung 
A^  =  l  genügt;  dann  sind  die  Classen 

welche  die  sogenannte  Periode**)  der  Classe  A  bilden,  von  ein- 
ander verschieden,  und  wir  wollen  sagen,  die  Classe  A  gehöre  zum 
Exponenten  ä;  aus  A^  =  A'  folgt  r^s  (mod.  d),  und  um-^ 
gekehrt;  verallgemeinert  man  hiernach  die  Bezeichnung  J."», 
indem  man  sie  auch  auf  negative  Exponenten  ni  (und  auf  m=0) 
ausdehnt,  so  ist  z.B.A-^  =  A^~^  das  Symbol  für  die  Classe, 
welche  der  Classe  A  entgegengesetzt  ist  (§.  148,  2.). 

Ist  A^  =  1,  also  A  =  -4."^  so  ist  jede  Form  (a,  6,  c)  der 
Classe  A  eigentlich  äquivalent  der  ihr  entgegengesetzten  Form 
(a, — 6,  c)  und  folglich  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent;  die 
Classe  A  enthält  daher  (nach  §.  58)  eine  zweiseitige  Form  und 
soll  deshalb  auch  eine  zweiseitige  Classe  (classis  anceps)  heissen***). 

Eine  solche  Classenperiode  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden  neuen  Begriifs,  welcHer  von  der  höchsten  Wichtig- 
keit für  die   Gesetze  der  Composition  ist:    Ein  System  91  von 


♦)  Gauss:  D.  A.  art.  249. 
♦*)  Gauss:  D,  A,  art.  306.  II. 

***)  Gatiss:  J).  A.  art.  224.     Allgemein   kann   man,  wenn  -4«  =  1   ist, 
A  eine  n-seitige  Classe  nennen. 
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ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art  soll  eine  Gruppe*)  heissen, 
wenn  die  üomposition  von  je  zwei  Classen  des  Systems  9t  immer 
wieder  eine  Glasse  desselben  Systems  liefert;  die  Anzahl  a  der 
in  ^  enthaltenen  verschiedenen  Classen  heisse  der  Grad  dieser 
Gruppe  91.  Offenbar  bildet  das  System  ^  selbst  eine  Gruppe 
vom  Grade  h. 

Aus  dieser  Erklärung  folgt  sofort,  dass,  wenn  die  Classe  Ä  in 
einer  Gruppe  91  enthalten  ist,  auch  die  ganze  Periode  der  Classe 
Äy  also  auch  die  entgegengesetzte  Ciasse  A-^  und  die  Hauptclasse 
sich  in  %  vorfindet.  Setzt  man  ferner  jede  in  der  Gruppe  %  ent- 
haltene Classe  ^1,  J.2  .  .  .  Äa  mit  einer  ursprünglichen  Classe 
erster  Art  B  zusammen,  so  sind  die  entstehenden  Classen  Äi  Jß, 
Ä^B  .  >  .  ÄaB  von  einander  verschieden  (§.  148,  2.)  und  bilden 
einen  Complex,  den  wir  kurz  durch  91 B  bezeichnen  können;  zwei 
so  gebildete  Complexe  9[£und9lJB'  sind  nun  entweder  vollständig 
identisch  (was  wieder  durch  das  Zeichen  =  angedeutet  werden 
soll),  oder  sie  haben  keine  einzige  gemeinschaftliche  Classe;  denn 
wenn  sie  eine  gemeinschaftliche  Classe  AB  =  A'  B'  haben,  wo 
A  und  A'  in  91  enthalten  sind,  so  folgt  B  =  A-^A'B'=A"B\ 
vfo  A"  =  A^^A'  eine  ebenfalls  in  91  enthaltene  Classe  bedeutet, 
und  hieraus  91B  =  9U."JB'  =  91jB',  weil  offenbar  der  Complei 
91-4"  mit  91  selbst  identisch  ist. 

Stützt  man  sich  auf  diese  fundamentale  Eigenschaft  einer 
•Gruppe  und  wendet  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  127, 
•so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgender  Satz: 

Sind  alle  a  Classen  einer  Gruppe  ?[  zugleich  in  einer  Gruppe 
901  vom  Grade  m  enthalten,  so  ist  a  ein  Divisor  von  m  =  fto,  und 
die  Gruppe  5R  besteht  aus  ft  Complexen  von  der  Form  2fJlf;  die 
Gruppe  91  soll  daher  auch  ein  Divisor  der  Gruppe  501,  letztere  ein 
Multtplum  der  ersteren  heissen. 

Hiernach  ist  jede  Gruppe  91  ein  Divisor  der  Gruppe  §,  ihr 
Grad  a  ein  Divisor  von  Ä;  da  nun  die  Periode  einer  Classe  -4, 
welche  zum  Exponenten  d  gehört,  eine  Gruppe  vom  Grade  d  bildet, 
so  ist  d  ein  Divisor  von  ä,  und  folglich  genügt  jede  Classe  A  der 
Bedingung  A^  =  l. 

Sind  femer  2  und  35  zwei  beliebige  Gruppen,  so  bildet  das 
System  ^  aller  in  91  und  $  gemeinschaftlich  enthaltenen  Classen 


*)  Yergl.  GiUois:  Sur  les  conditions  de  resolubüite  des  iquations  par 
radicaux  (Liouville's  Journal,  Bd.  XI,  1846). 
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ebenfalls  eine  Gruppe,  welche  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von^  nnd  $  heissen  mag;  sind  (i,b,  d  die  Grade  dieser  drei 
Gruppen,  so  istä  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  a=ad  und 
b  r=  ßd]  besteht  femer  die  Gruppe  S3  aus  den  ß  Complexen  3)£i 
^S^  -••  ^S^^^  so  bilden,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  die 
ß  Complexe  ?[JBi,  ?l  JBa  .  .  .  SIjB,^  eine  Gruppe  9M  vom  Grade 
m  =  aß  =  6a  =  a6:d,  und  zwar  ist  diese  Gruppe  5M  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  beiden  Gruppen  9( 
und  »*). 

Die  am  leichtesten  zu  überblickenden  Gruppen  sind  die  oben 
erwähnten  Perioden;  jede  solche  Gruppe,  deren  Classen  durch 
wiederholte  Composition  aus  einer  einzigen  Glasse  entstehen,  wollen 
wir  eine  reguläre  Gruppe  nennen;  jede  irreguläre  Gruppe  lässt 
sich  als  das  kleinste  Multiplum  von  gewissen  regulären  Gruppen 
ansehen ,  und  zwar  kann  man  die  Classen  A^  B^  C  . ,  .  aus  der 
Gruppe  so  wählen,  dass  jede  in  ihr  enthaltene  Classe  sich  stets  und 
wesentlich  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  A^B^  C*"  .  .  . 
darstellen  lässt  Auf  diese  Darstellung  und  die  damit  zusammen- 
hängenden Sätze  von  Gauss**)^  deren  Beweis  leicht  auf  das  Vor- 
hergehende gegründet  werden  kann,  wollen  wir  aber  hier  nicht 
mehr  eingehen. 


§•  150. 

Eine  der  hauptsächlichsten  Anwendungen,  welche  Gauss  von 
der  Theorie  der  Composition  gemacht  hat,  besteht  in  der  Be- 
stimmung des  Verhältnisses  zwischen  dör  Anzahl  ä'  der  Classen 
vom  Theiler  6  und  der  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen 
erster  Art***);  offenbar  ist  dies  dieselbe  Aufgabe,   deren  Lösung 


*)  Bei  solchen  Compositionen,  wo  die  Symbole  AB  und  BÄ  verschie- 
dene Bedeutungen  haben  (vergl.  z.  B.  §.  55),  verliert  der  obige  Satz  über 
9R  Beine  allgemeine  Gültigkeit. 

*♦)  D.  A.  artt.  305 — 307;  ferner  Demonstration  de  quelques  theoremes 
concemants  Us  periodes  des  classes  des  formes  binaires  du  second  degre 
(Gauss'  Werke,  Bd.  II,  p.266;  1863).  —  VergL  Schering:  Die  Fundamental- 
Classen  der  zusammensetzbaren  arithmetischen  Formen.  Göttingen  1869.  — 
Kranecker:  Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften  der  Classenanzahl 
idealer  complexer  Zahlen,  §.  1.  (Monatsber.  d.  Berliner  Ak.  1.  Dec.  1870). 
♦*♦)  D.  Ä.  artt.  263—256. 
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nach  Dirichlet'schen  Principien  schon  oben  (§§.  97,  99,  100)  mit- 
getheilt  ist. 

Bedeutet  S  die  einfachste,  und  K  irgend  eine  Classe  rom 
Theiler  (J,  so  existirt  (nach  §.  148,  3.)  mindestens  eitie  ursprüng- 
liche Classe  erster  Art  if,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  K 
hervorbringt;  durch  Composition  von  S  mit  allen  h  Classen  H 
müssen  also  jedenfalls  alle  Classen  K  vom  Theiler  <j,  jede  min- 
destens einmal  erzeugt  werden.  Es  seien  nun  Jß^,  7^2  •  •  •  ^r  die 
sämmtlichen  r  von  einander  verschiedenen  ursprünglichen  Classen 
erster  Art,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  S  selbst  hervor- 
bringen; da  aus  SR  =  S\mä  SR  =  S  auch  S(BR')  =  S  folgt, 
so  bilden  diese  r  Classen  eine  Gruppe  91  vom  Grade  r;  und  da  das 
System  aller  h  ursprünglichen  Classen  erster  Art  ebenfalls  eine 
Gruppe  ^  bildet,  welche  ein  Multiplum  der  Gruppe  91  ist  (§.  149), 
so  ist  h=rk^  und  die  Gruppe  ^  zerfällt  in  k  Complexe  von  der 
Form  9iff;  alle  r  Classen  eines  solchen  Complexes  91  fl  geben, 
mit  S  componirt,  eine  und  dieselbe  Classe  SH  vom  Theiler  tf;  und 
umgekehrt,  wenn  SH'  =  SH  ist,  so  folgt  SH'  H^^  =  S,  also  ist 
H'  H-^  =  E  in  9i,  mithin  H'  =  RH  in  dem  Complex  3t H  ent- 
halten. Die  Anzahl  h'  der  verschiedenen  Classen  vom  Theiler  6 
ist  daher  =  J;,  und  wir  sind  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Die  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen  der  ersten  AH  ist 
{heilbar  durch  die  Anzahl  h'  der  Classen  vom  Tlieüer  6;  diejenigen 
r  ursprünglichen  Classen  erster  Art^  welche  mit  der  einfachsten 
Classe  vom  Theiler  6  zusammengesetzt  diese  letztere  wieder  erzeugen^ 
bilden  eine  Gruppe  91,  und  es  ist  h  '=^  rh'. 

Dies  Resultat  beliält  oifenbar  seine  Gültigkeit  für  eine  negatire 
Determinante  auch  dann,  wenn  nicht  alle,  sondern  nur  die  so- 
genannten positiven  Classen  gezählt  werden  (§.  64). 

Es  kommt  jetzt  oflFenbar  nur  noch  darauf  an,  den  Grad  r  der 
Gruppe  91  zu  bestimmen,  und  zu  diesem  Zwecke  stellt  Gauss 
folgenden  schönen  Satz  auf: 

Die  Gruppe  91  besteht  aus  denjenigen  r  Classen  iJ,  durch 
deren  Formen  das  Quadrat  des  Theüers  6  eigentlich  oder  uneigent- 
lieh  dargestellt  werden  kann. 

Um  denselben  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man 
als  Repräsentanten  einer  jeden  ursprünglichen  Clsisse  H  der  ersten 
Art  stets  eine  Form  (a,  -B,  Co)  annehmen  kann,  in  welcher  a 
relative  Primzahl  zu  c  ist,  2B  und  C  aber  durch  6  theilbar  sind; 


J 
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hat  man  nämlich  (nach  §.  93)  als  Repräsentanten  zunächst  eine 
Form  (a,  6,  c)  gewählt,  in  welcher  a  relative  Primzahl  zu  6  ist, 
und  componirt  man  dieselbe  mit  einer  Form  (<J,  6',  c')  aus  der 
einfachsten  Classe  8  vom  Theiler  ö,  so  erhält  man  (§§.  146,  147) 
eine  Form  (aö^JB^C)  vom  Theiler  <J,  und  zwar  so,  dass  die 
Formen  (a,  &,  c),  (ö,  6',  c')  resp.  den  Formen  (a,  B,  C<j),  (ö,  5,  a  C) 
äc^uivalent  sind;  es  kann  daher  die  Form  (a,  .B,  Co),  deren 
Goefficienten  offenbar  die  oben  angegebenen  Eigenschaften  besitzen, 
statt  (a,  6,  c)  als  Repräsentant  der  Classe  H  gewählt  werden. 

Ist  nun  8H  =  S,  also  H  eine  der  r  Classen  aus  der  Gruppe 
91,  so  ist  (a  <l,  JB,  C)  äquivalent  mit  (tf,  B,  aC)^  und  folglich  exi- 
stiren  zwei  ganze  Zahlen  z,  2/9  welche  der  Bedingung 

aöx^  +  2Bxy  +  Ci/a  =  <j 

genügen;  hieraus  folgt  aber 

a(öxy  +  2B  {px)y  +  Cöy»  =  <5», 

d.  h.  ö^  wird  durch  die  Form  (a,  JB,  C6)  der  Classe  H  dargestellt, 
wenn  den  Variabelen  die  Werthe  6x^y  beigelegt  werden. 

Umgekehrt,  ist  6^  durch  die  Formen  der  Classe  H^  also  auch 
durch. die  Form  (a,  B^  Co)  darstellbar,  so  existiren  zwei  ganze 
Zahlen  z^  y,  welche  der  Bedingung 

az'*  +  2Bzy  +  Ccy'^  =  6^ 

genügen.  Zunächst  ergiebt  sich  hieraus,  dass  z  durch  6  theilbar 
sein  muss;  bezeichnet  man  nämlich  mit  8  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  der  beiden  Zahlen  z  =  8x  und  <J  =  dp,  so 
lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung,  weil  die  Zahlen  2B  und  G 
durch  ö  theilbar  sind,  durch  S'  dividiren,  und  man  erhält 

2B  C 

ax^  +  -y-  Qxy  +  —  Q^y^  =  q^^ 

also  ist  ax^  theilbar  durch  p;  da  aber  q  (als  Divisor  von  <J) 
relative  Primzahl  zu  a  und  (zufolge  der  Definition  von  d)  auch 
zu  x  ist,  so  muss  p  =  1,  also  d  =  ö,  und  z  =  öx  sein.  Zu- 
gleich ergiebt  sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dass  ar,  y 
relative  Primzahlen  sind;  mithin  ist  die  Zahl 

6  =  a6x^  +  2Bxy  +  Cy^ 

eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (a  <J,  j5,  C)  vom  Theiler  <J, 
welche  folglich  (§.  60)  einer  Form  (0,  6',  c')  äquivalent  sein  muss, 
deren  erster  Goefficient  =  <J  ist,  und  deshalb   der  einfachsten 
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Classe  S  vom  Theiler  6  angehört.  Da  nun  (a  <J,  jB,  C)  auch  der 
Glasse  SH  angehört,  so  ist  SHz=z  S,  d.  h.  H  ist  eine  Classe  aus 
der  Gruppe  91,  was  zu  beweisen  war. 

Durch  den  hiermit  bewiesenen  obigen  Satz  sind  wir  nun  in 
den  Stand  gesetzt,  den  Grad  r  der  Gruppe  91  genau  zu  bestimmen. 
Ist  R  eine  Classe  aus  dieser  Gruppe,  und  wird  tf'  durch  ihre 
Formen  so  dargestellt,  dass  die  beiden  darstellenden  Zahlen  (x.  jfi 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d  haben,  so  geht  d^  in  6l 
folglich  d  in  6  r=:  öq  auf;  mithin  ist  (nach  §.  60)  q^  eigentlich 
darstellbar  durch  die  Formen  der  Classe  ü,  und  folglich  kann  man 
(nach  §.  60)  als  Repräsentanten  von  R  eine  Form  wählen,  deren 
erster  Coefificient  =  q^  ist.  Da  umgekehrt  durch  jede  solche  Form 
auch  <y"  dargestellt  wird,  wenn  den  Variabelen  die  Werthe  a;  =  ä, 
y  =  0  ertheilt  werden,  so  gehört  sie,  wenn  sie  zugleich  ursprünglich 
von  der  ersten  Art  ist,  einer  Classe  22  aus  der  Gruppe  9t  an.  Wir 
haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Der  Grad  r  der  Gruppe  91  ist  gleich  der  Anzahl  aller  nidii 
äquivalenten  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Ärt^  deren  erster 
Coefficient  eine  in  ö'  aufgehende  Quadratzahl  q*  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  für  jede  solche  Zahl  q* 
(zufolge  §.  56)  nur  alle  diejenigen  Formen  -zu  untersuchen  sind 
deren  mittlere  Coefficienten  nach  dem  Modulus  q*  incongruent 
sind. 


§.  151. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  der  Weg  allgemein  vorgezeichnet 
ist,  auf  welchem  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Classen- 
anzahlen  h  und  ä'  gelangt,  schreiten  wir  zur  Betrachtung  der  spe- 
ciellen  Fälle,  in  welchen  6  eine  Primzahl  ist,  weil  aus  ihnen  das 
allgemeine  Resultat  abgeleitet  werden  kann. 

I.  Ist  die  Determinante  D  =  1  —  4n^zil  (mod.  4),  und 
<T  =  2,  so  handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  der  Classenanzahlen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  und  zweiten  Art.  Bezeichnet 
man  dieselben  wieder  mit  h  und  ä',  so  ist  h  =  rh\  wo  r  die  An- 
zahl der  nicht  äquivalenten  ursprünglichen  Formen  erster  Art 
bedeutet,  deren  erster  Coefficient  =  1  oder  =  4  ist  Da  im 
zweiten  Falle  der  mittlere  Coefficient  ungerade  sein  muss,  so  sind 
nur  die  drei  Formen 
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(1,  0, -D),  (4,  ±l,n) 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Ist  2)^1  (mod.  8),  also  n  gerade,  so  ist  nur  die  erste  dieser 
Formen  ursprünglich    von  der  ersten  Art,  folglich  r  =  1,  und 

Ist  aber  D  ^  5  (mod.  8),  also  n  ungerade,  so  sind  alle  drei 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  und  es  braucht  nur  noch 
untersucht  zu  werden,  ob  sie  verschiedenen  Classen  angehören  oder 
nicht.  Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  sie  entweder  zu  einer  und 
derselben,  oder  zu  drei  verschiedenen  Classen  gehören.  Gauss  zeigt 
dies  durch  die  Composition  der  ihnen  entsprechenden  Classen  1,  P^  $; 
da  die  Classen  P,  Q  entgegengesetzt  sind,  so  ist  PQ  :=  1,  und 
ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  PP  =  Q  und  QQ  z=z  P  ist 
(denn  aus  den  beiden  einigen,  in  P  enthaltenen  Formen  (4,  i,  n), 
(w,  —  1,  4)  ist  die  Form  (4  w,  2  w  —  1,  n)  zusammengesetzt,  und  da 
diese  mit  (n,  1  — 2w,  4w),  (n,  1,  4),  (4,  — 1,  n)  äquivalent  ist,  so 
folgt  PP=Q)\  nimmt  man  nun  an,  dass  zwei  der  drei  Classen 
1,  P,  §  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  hieraus  sofort,  dass  auch  die 
dritte  mit  ihnen  übereinstimmt.  Dasselbe  lässt  sich  auch  durch 
die  folgenden  Sätze  erweisen. 

Sind  irgend  zwei  der  drei  Formen  (1,  0,  —  D),  (4,  +  1,  n) 
äquivalent^  so  ist  die  Gleichung  t^  —  Du^  =  4  durch  ungerade 
Zahlen  t^  u  lösbar» 

Ist  nämlich  die  erste  Form  mit  einer  der  beiden  anderen  äqui- 
valent, so  ist  (nach  §,  60)  der  erste  Coefficient  4  dieser  letzteren 
eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  — D),  also  giebt  es 
zwei  relative  Primzahlen  <,  t*,  welche  der  Gleichung  t^ —  Du^  =4 
genügen,  woraus  folgt,  dass  t,  u^  da  sie  nicht  beide  gerade  sein 
können,  nothwendig  beide  ungerade  sein  müssen.  Sind  ferner  die 
beiden  letzten  Formen  äquivalent,  so  giebt  es  (nach  §.  60  Anm.) 
zwei  ganze  Zahlen  ic,  y,  welche  den  Bedingungen 

4a;«  +-  2xy  +  ny^  =  4,    2x  -\-  ny  ^0  (mod.  4) 

genügen;  da  n  ungerade  ist,  so  muss  y  gerade  sein  =z  2u\  setzt 
man  dann  2x-{-u^=t^  so  gehen  diese  Bedingungen  in  die  folgen- 
den über 

p  _  Du»  =  4,  e  =  —  M  (mod.  4); 

da  aus  der  letzteren  i^  ^  m*  (mod.  8)  folgt,  und  ausserdem  —  D 
^  3  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus  der  ersteren  4^«  ^  4  (mod.  8), 
mithin  ist  ti,  also  auch  t  ungerade,  was  zu  beweisen  war. 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  20 
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Ist  die  Gleichung  P  —  Dm^  ==  4  durch  ungerade  Zahlen  t,  u 
lösbar,  so  sind  alle  drei  Formen  (1,  0,  — D),  (4,+  l,  n)  äquivalent. 

Denn  wenn  man  t  mit  beliebigem  Vorzeichen,  dann  aber 
u  ^  —  t  (mod.  4)  wählt,  so  geht  die  Form  (1,  0,  — D)  durch 
die  Substitutionen 

t  +  Du 


t.    ± 


+  w, 


4 
t  -\-  u 


4 

in  die  beiden  Formen  (4,  +  1,  n)  über.  —  Durch  Verbindung  der 
beiden  vorstehenden  Sätze  ergiebt  sich: 

Die  drei  obigen  Formen  sind  äquivalent  oder  gehören  drei  ver- 
schiedenen Classen  an^  je  nachdem  die  Gleichung  t*  —  Dt**  =  4 
durch  ungerade  Zahlen  t,  u  lösbar  ist  oder  nicht;  im  ersten  FaJle 
ist  h  =  Ä',  im  zweiten  h  =  Sh'. 

Ist  nun  D  positiv,  so  tritt  der  erste  Fall  ein  oder  der  zweite, 
je  nachdem  die  kleinste  Lösung  t  =  T\  u  =  U'  aus  ungeraden 
oder  geraden  Zahlen  besteht  (§.  99).  Ist  D  negativ,  so  besitzt 
die  Gleichung  im  Allgemeinen  nur  die  beiden  AufiösuDgen 
f  =  +  2,  M  =  0,  und  mithin  ist  h  =  3h';  die  einzige  Ausnahme 
hiervon  bildet  die  Determinante  D  =  —  3,  weil  die  Gleichung 
ausser  den  beiden  Lösungen  <«  =  4,  u  =  0  noch  die  vier  Lö- 
sungen t^  =  u^  =  l  besitzt,  und  folglich  ist  in  diesem  Falle 
wieder  h  =  h'. 

Diese  Resultate  stimmen  vollkommen  mit  denjenigen  überein, 
welche  wir  früher  (§§.  97,  99)  mit  Hülfe  ganz  anderer  Principien 
abgeleitet  haben. 

IL  Ist  D  =  D'  <J^,  so  leuchtet  ein ,  dass  h'  zugleich  die  An- 
zahl der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  der  Determinaute 
D'  ist.  Zufolge  der  Voraussetzung,  dass  ö  eine  Primzahl  ist, 
haben  wir,  um  das  Verhältniss  r  =  h:h'  zu  bestimmen,  nur  die 
l  Formen 

(1,  0,  —D)  =  E  und  (<y2,  b6,  6«  -  D')  =  Fj,  (1) 

zu  betrachten,  wo  b  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  6)  mit 
Ausnahme  derjenigen  Werthe  durchlaufen  muss,  für  welche 
6«  ^?^  D'  (mod.  <y)  wird,  weil  diesen  keine  ursprünglichen  Formen 
entsprechen;  die  Anzahl  der  Formen  (1)  ist  daher 
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l  =  2  oder  <J  -  (^\  (2) 

je  nachdem  6  =  2  oder  eine  ungerade  Primzahl  ist.  Zur  Bestim- 
mung der  Anzahl  r  der  verschiedenen  Classen^  welchen  diese  l 
verschiedenen  Formen  (1)  angehören,  gelangen  wir  durch  die 
folgenden  Sätze. 

Die  beiden  Formen  E^  F.i  sind  stets  und  nur  dann  äquivalente 

wenn  die  Gleichung 

t'V  -  D'w'w'  =  1  (3) 

eine  Losung  in  ganzen  Zahlen  t\  u*  besitzt^  die  der  Bedingung 

V  +  ßu'  —.0  (mod.  6)  (4) 

genügen. 

Denn  die  genannte  Aequivalenz  findet  (nach  §.  60  Anmerkung) 
stets  und  nur  dann  statt,  wenn  zwei  ganze  Zahlen  x^  y  existiren, 
welche  die  drei  Bedingungen 

x^  —  B*(S^y^  =  6\ 
X  +  ß6y  =  0,  —ßöx  —  D'a^y^O  (mod.  ö») 

erfüllen;  da  nun  aus  der  ersten  folgt,  dass  x  durch  ö  theilbar 
ist,  und  da  sie  durch  die  Substitution  x  =  dif,  y  =  u'  in  die 
Bedingungen  (3)  und  (4)  übergehen,  aus  welchen  sie  umgekehrt 
folgen,  so  ist  der  Satz  erwiesen. 

Die  beideni  Formen  Fhy  JV  sind  stets  und  nur  dann  äquivalent^ 
wefin  die  Gleichung  (3)  eine  Lösung  besitzt,  die  der  Bedingung 

(b  —  6')  V  +  (66'  —  2)')  w'  =  0  (mod.  6)  (5) 

genügt. 

Denn  diese  Aequivalenz  ist  gleichbedeutend  mit  der  Existenz 
zweier  ganzen  Zahlen  x,  y^  welche  die  Bedingungen 

0^x^  +  Iböxy  +  (6«  —  D')y^  =  0^, 
6^x  +  (b  +  6') 0y  =  0,  (6  —  &') <^^  +  (^'  —  D')y  =  0  (mod. ö») 

befriedigen;  da  nun  nach  Voraussetzung  6»  —  D'  nicht  durch  (S 
theilbar  ist,  so  muss  y  durch  die  Primzahl  ö  theilbar  sein;  da 
femer  die  vorstehenden  Bedingungen  durch  die  Substitution 
y  =z  6u\  X  =  t'  —  6u'  in  die  Bedingungen  (3)  und  (5)  über- 
gehen, aus  denen  sie  auch  rückwärts  folgen,  so  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Bedeutet  X  die  Anzahl  derjenigen  Formen  (1),  welche  der 
Hauptclasse  angehören^  so  ist  l  =  rL 

26* 
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Gehört  die  Form  F^  der  Hauptclasse  an,  so  existirt  eine 
Lösung  {t\u*)  der  Gleichung (3),  welche  der  Congruenz(4)  genügt 
und  folglich  kann  w'  nicht  durch  <J  th eilbar  sein.  Ist  umgekehrt 
{t\  u*)  eine  Lösung  der  Gleichung  (3),  und  w'  nicht  theilbar 
durch  0,  so  existirt  stets  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  ß  (moi  <J), 
welche  der  Congruenz  (4)  genügt,  und  ihr  entspricht  folglich  eine 
zur  Hauptclasse  gehörige  Form  Fß.  Um  also  alle  diese  Formen 
zu  erhalten,  muss  man  alle  Lösungen  {t\  u')  der  Gleichung  (3j 
aufstellen,  in  welchen  m'  nicht  durch  0  theilbar  ist,  und  jedesmal 
die  entsprechende  Zahlclasse  ß  (mod.  6)  durch  die  Congruenz  (4) 
bestimmen.  Da  ausserdem  die  Form  E  zur  Hauptclasse  gehört, 
und  A  die  Anzahl  aller  zur  Hauptclasse  gehörenden  Formen  (1) 
bedeutet,  so  ist  A  —  1  die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruenten 
Zahlclassen  ß  (mod.  6y,  welche  aus  Lösungen  (t\  u*)  der  Gleichung 
(3)  vermöge  der  Congruenz  (4)  erzeugt  werden  können. 

Sind  hierdurch  schon  alle  Formen  (1)  erschöpft,  so  ist  I  =  il 
und  r  =  1,  also  der  Satz  richtig.  Giebt  es  aber  in  (1)  eine  nicht 
zur  Hauptclasse  gehörende  Form  JFV,  d.  h.  giebt  es  eine  von  den 
A  —  1  Zahlclassen  ß  (mod.  6)  verschiedene  Zahlclasse  h'  von  der 
Beschaffenheit,  dass  VV  —  D'  nicht  durch  6  theilbar  ist,  so  wollen 
wir  zeigen,  dass  unter  den  l  Formen  (I)  sich  genau  (A  —  1)  ver- 
schiedene Formen  Fi,  finden,  welche  alle  mit  der  Form  Fv  äqui- 
valent und  von  ihr  verschieden  sind.  Ist  nämlich  Fi,  eine  solche 
Form,  80  giebt  es,  wie  oben  gezeigt  ist,  eine  Lösung  (^',  u')  der 
Gleichung  (3),  welche  der  Congruenz  (5)  genügt,  und  da  Fi,  ver- 
schieden von  Fh'i  also  h  —  V  nicht  durch  0  theilbar  ist,  so  kann 
auch  u*  nicht  durch  6  theilbar  sein;  mithin  gehört  zu  dieser 
Lösung  eine  der  Congruenz  (4)  genügende  Zahl  /8,  und  durch 
Elimination  von  V  aus  (4)  und  (5)  ergiebt  sich,  dass  diese  Zahl- 
classe ß  durch  die  Congruenz*) 


*)  Diese  Congruenz  hat  folgende  tiefere  Bedeutung.  Sind  Fh »  Fv  «wei 
beliebige  Formen  des  Systems  (1),  und  Mb,  Mb*  die  Classen,  denen  sie  an- 
gehören, so  ist  offenbar  BbBb'  =  l,  wenn  6  +  6' =  0  (mod.  0);  ist  aber 
b  -\-  b'  nicht  theilbar  durch  «r,  so  ist  EtÄft'  =  Rb",  wo  b"  durch  die 
Congruenz 

(b  +  6')  &"  =  bb'  +  D'  (mod.  c) 
bestimmt  Ist.  Hiervon  kann  man  sich  mit  den  hier  zu  Gebote  stehenden 
Mitteln  (§§.  60,  145)  wohl  am  kürzesten  auf  folgende  Weise  überzeugen. 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  Fb"  eine  in  (1)  enthaltene  und  von  Fh  ver- 
schiedene Form  ist;  dieselbe  geht  durch  eine  Substitution,  deren  erster 
und  dritter  Coefficient  die  relativen  Primzahlen  b^-b"  und  9  sind,  in  eineJ 
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(P  —  b^^ß  =  ib*  —  D'  (mod.  ö)  (6) 

vollBtandig  bestimmt  ist;  jeder  der  Formen  Fh,  welche  mit  der 
gegebenen  Form  JV  äquivalent,  aber  von  ihr  verschieden  sind, 
entspricht  daher  eine  und  nur  eine  der  X  —  l  Zahlen  ß.  Um- 
gekehrt, wenn  ß  eine  der  A  —  1  Zahlen  ist,  denen  Formen  Fß 
entsprechen,  die  der  Hauptclasse  angehören,  so  kann  ß  —  b'j 
weil  Fl/  nicht  zur  Hauptclasse  gehört,  nicht  durch  6  theilbar 
sein,  und  folglich  giebt  es  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  5,  welche 
der  mit  (6)  identischen  Congruenz 

{ß  —  h')h  =  ßh'  —  D'  (mod. 6)  (6) 

genügt;  wäre  nun  6*  ==  D'  (mod.  ö),  so  würde  die  vorstehende 
Congruenz  in  (t  +  ß)  (b  —  ft')  ^  0  (mod.  6)  übergehen,  es  Wäre 
folglich  eine  der  beiden  Zahlen  6  -f  /5,  6  —  6',  also  auch  eine 
der  beiden  Zahlen  /J2  —  2)',  6'^  —  D'  duroh  6  theilbar,  was  aber 
nicht  der  Fall  ist;  mithin  ist  6'  —  2)'  nicht  durch  ö  theilbar, 
und  folglich  entspricht  der  Zahl  b  eine  wirklich  in  (1)  enthaltene 
Form  Fh:  Dieselbe  ist  verschieden  von  F^^  weil  aus  der  An- 
nahme 6  ^  ft'  (mod.  C)  wieder  b'^  ^  B'  (mod.  ö)  folgen  würde. 
Aber  sie  ist  äquivalent  mit  F^;  denn  da  eine  Lösung  {V,  u')  der 
Gleichung  (3)  existirt,  aus  weichet  ß  vermöge  (4)  hervorgegangen 
ist,  so  erhält  man  aus  (6)  durch  Multiplication  mit  u*  die  Con- 
gruenz (5),  welche  in  Verbindung  mit  (3)  für  die  Aequivalenz 
der  beiden  in  (1)  enthaltenen  Formen  JFj,,  J?V  charakteristisch  ist. 
Man  findet  daher  alle  mit  der  Forin  Fv  äquivalenten,  aber  von 
ihr  verschiedenen  Formen  F},  des  Systems  (1),  und  jede  auch  nur 
einmal,  wenn  man  für  jede  der  A  —  1  Zahlen  ß  die  zugehörige 
Zahl  b  vermöge  der  Congruenz  (6)  bestimmt.  Von  den  l  Formen 
(l)  gehören  daher  immer  je  A,  und  nicht  mehr,  zu  einer  und 
derselben  Classe,  folglich  ist  Z  =:  rA,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Determinante  D  =  D'  6^  negativ^  so  ist  h  im  Allge- 
nmnen  =  lh\  und  nur  dann  =  iJÄ',  wenn  D'  =  —  1. 

Denn  die  Gleichung  (3)  besitzt  nur  im  letzteren  Falle  Lö- 
sungen {t'  =  0,  ti'  =  +  1),  in  welchen  m'  nicht  durch  ö  theilbar 

äquivalente  Form  (ca^^  n,  p)  über,  woc  =  h^  —  D\  n  =  —  ha  (mod. c), 
n  =  6'ff  (mod.  a^)  ist;  diese  Form  ist  daher  ans  der  mit  Fb  äquivalenten 
Form  (c,  — 6tf,  a^)  und  Fb'  zusammengesetzt,  was  zu  beweisen  war.  Die 
Congruenz  (6)  besagt  mithin,  dass  l{^Rb=^  Bb\  also  Bb^Bb'  ist,  weil 
Mß  z=z  l.  Viel  einfacher  und  durchsichtiger  gestalten  sich  alle  Unter- 
Bucbungen  über  die  Composition  in  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen. 
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ist;  da  denselben  nur  die  eine  Zahlclasse  ß  ^  0  (mod.  ö)  ent* 
spricht,  so  ist  A  =  2,  also  r  =  \l\  in  allen  anderen  Fällen  ist 
A  =  1,  also  r  =  h 

Ist  die  Determinante  D  =^  D'ö^  positiv^  und  bedeuten  (T,  ü\ 
(T\  TJ')  resp.  die  Kleinsten  positiven  Auflösungen  der  Gleichungen 
T^  —  Dm=l,  T'«  —  D'  C7'a  =  1,  so  ist 


h  log  (T  +  UVD)  =  IW  log  (T'  +  U'Viy). 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  eine  Bemerkung  über  die 
Lösungen  der  Gleichung  (3)  voraus.  Wenn  zwei  solche  Lösungen 
(t\  w'),  (t'\  w")  der  Bedingung 

t'  ti"  —  u'  r'  =  0  (mod.  6)  (7) 

genügen,  so  kann  man,  wenn   YD'  und  VD  =  öV D'  immer 
f^  positiv  genommen  werden, 

t'  +  u'VD'  =  0"  +  «"VDO  (t  +  wVD)  (8) 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  t,  u  eine  Lösung  der  Gleichung 

t2  _  2)t48  =   1  (9) 

bilden.  Umgekehrt,  sind  (t'\  u%  (^,  u)  resp.  Lösungen  der  Glei- 
chungen (3),  (9),  so  liefert  die  Gleichung  (8)  stets  eine  Lösung 
(t\  u')  der  Gleichung  (3),  welche  zugleich  der  Bedingung  (7) 
genügt.  Je  zwei  solche  Lösungen  (^',  ti'),  (f,  w")  der  Gleichung  (3) 
wollen  wir  äquivalent  nennen;  dann  leuchtet  sofort  ein,  dass  zwei 
Lösungen,  welche  einer  dritten  äquivalent  sind,  auch  einander 
äquivalent  sein  müssen.  Man  kann  daher  die  sämmtlichen 
Lösungen  der  Gleichung  (3)  in  Classen  eintheilen,  deren  jede  alle 
und  nur  solche  Lösungen  enthält,  die  unter  einander  äquivalent 
sind.  Eine  von  diesen  Classen  besteht  offenbar  aus  denjenigen 
Lösungen  (f',  m'),  deren  zweite  Elemente  u'  durch  0  theilbar  sind. 
Jede  andere  Lösung  (f ,  u')  liefert  aber  durch  die  Gongruenz  (4) 
eine  zugehörige  Zahlclasse  ß  (mod.  <J),  und  da  offenbar  zwei  solche 
Lösungen  stets  und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn  sie  con- 
gruente  Zahlen  ß  erzeugen,  so  ist  X  auch  die  Anzahl  aller  ver- 
schiedenen Classen ,  in  welche  die  sämmtlichen  Lösungen  (^',  u') 
zerfallen. 

Nun  lehrt  die  Gleichung  (8) ,  aus  einer  gegebenen  Lösung 
{t'\  u")  alle  ihr  äquivalenten  Lösungen  (t\  ti')  zu  finden,  und  da 

t  4-  uVD  =  +  (T  +  UVD)^ 
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ist,  wo  das  Vorzeichen  nach  Belieben,  und  für  n  jede  ganze  Zahl 
gewählt  werden  darf  (§.  85),  so  leuchtet  ein  (vergl.  §.  87),  dass  in 
jeder  der  k  Glassen  von  Lösungen  ein  und  nur  ein  Repräsentant 
(t\  u')  existirt,  welcher  der  Bedingung 

1  ^  t'  +u'VD'  <  T  +  UVI)=  T+  öUVD' 

genügt;  da  aber  diese  k  Grössen  t' -{-uVD'^  wie  auch  T'\-Tjy D 
von  der  Form 

(r  +  uyBY 

sind,  wo  n  ^  0,  und  da  diese  Potenz  gleichzeitig  mit  dem  Expo- 
nenten n'  wächst,  so  muss 

sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf  ä  =  rÄ'  und  l  =  rk  die  zu  be- 
weisende Gleichung  folgt. 

Offenbar  lässt  sich  aus  dem  hier  behandelten  speciellen 
Falle  ohne  Schwierigkeit  das  in  §.  100  erhaltene  Resultat  tiir  den 
allgemeinen  Fall  ableiten,  in  welchem  ö  eine  beliebige  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist. 


§.  152. 

Wir  beschränken  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  149)  auf  die  Com- 
position von  ursprünglichen  Classen  erster  Aii^  und  behalten  ausser- 
dem, wenn  die  Determinante  D  negativ  ist,  nur  die  positiven  Classen 
bei,  deren  Zusammensetzung  offenbar  immer  wieder  zu  positiven 
Classen  führt.  Diese  h  Classen,  welche  die  Gruppe  §  bilden,  zer- 
fallen (§.  122)  je  nach  dem  Ausfall  der  A  Charaktere  C,  welche 
dieser  Determinante  D  entsprechen,  in  Geschlechter,  und  es  ist 
mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes  gezeigt  (§.  123),  dass  höchstens 
der  Hälfte  aller  angebbaren  Totalcharaktere  wirklich  existirende 
Classen  entsprechen.  Gauss*)  leitet  aber  diesen  letzteren  Satz 
aus  der  Theorie  der  Composition  ab,  und  er  benutzt  ihn,  um 
darauf  umgekehrt  einen  neuen,  seinen  zweiten  Beweis  des  Reci- 
procitätssatzes zu  gründen.  Da  diese  tiefsinnigen  Principien  sich 
auf  die  Beweise   von   höheren  Reciprocitätsgesetzen  übertragen 


*)  J).  A.  artt.  267-262. 


/ 
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lassen*),  so  theilen  wir  dieselben  in  diesem  und  den  folgenden 
Paragraphen  mit. 

Sind  £,  fi'  die  WertJie  eines  Charakters  Cresp.  für  die  Classen 
jBT,  H\  so  ist  C  =  £  5'  für  die  Classe  HH*. 

Man  kann  als  Repräsentanten  der  Classen  IT,  H'  immer  zwei 
einige  Formen  nehmen^  deren  erste  Coefficienten  a,  a'  relative 
Primzahlen  zu  2  D  sind ;  da  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  also 
der  Classe  HH'  angehörende  Form  den  ersten  Coefficienten  aa* 
hat,  welcher  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  2D  ist,  so  ergiebt 
sich  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,  dass 
der  Charakter  C  oder  C  (n)  ein  Ausdruck  von  der  Art 

(_  l)V«(n-l)^   (_l)V8(n«-i)^   (—l)Vf(n-l)  +  »A(n«-l)^  /^\  .  .  . 

ist  (§.  122),  und  dass  folglich  die  drei  Werthe  C{a),  C{a),  C{aa\ 
welche  dieser  Charakter  resp.  in  den  drei  Classen  fl,  H\  HE' 
besitzt,  der  Bedingung  C(a)C((;i)  =  C{aa')  genügen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Classen  KK* 
resp.  denselben  Geschlechtern  6r,  G'  angehören,  wie  die  Classen 
H,  B\  dann  auch  die  Classen  KK*  und  HH'  sich  in  einem  und 
demselben  Geschlechte  finden,  welches  das  aus  6r,  G'  jsusamniei}' 
gesetzte  Geschlechth^vs^en  soll**).  Sind  femer  N^  N*  zwei  Classea 
des  Hauptgeschlüchtes^.d.  h.  desjenigen  Geschlechtes,  in  welchem 
sich  die  Hauptform  (1,  0,  — D)  findet,  und  folglich  alle  Charaktere 
C  den  Werth  +  1  haben^  so  gehört  die  zusammengesetzte  Classe 
NN*  ebenfalls  diesem  Geschlechte  an,  mithin  bilden  alle  n  Classen 
des  Hauptgeschlechtes  eine  Gruppe  91  vom  Grade  n  (§.  1 49) ;  zugleich 
zerfallen  die  sämmtlichen  h  Classen  in  g  Complexe  91 H  von  je 
n  Classen,  welche  jedesmal  einem  und  demselben  Geschlecht  an- 
gehören; zwei  verschiedene  solche  Complexe  gehören,  wie  man 
leicht  erkennt,  auch  zu  verschiedenen  Geschlechtem;  mithin  ist 
h  =  ng,  und  g  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  von  einander 
verschiedenen  Geschlechter***). 


♦)  Kummer:  lieber  die  allgemeinen  Reciprocitätsgesetze  unUr  den 
Besten  und  Nichtresten  der  Potenzen^  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  1859. 
Vergl.  Berl.  Monatsbericht  vom  18.  Febr.  1858. 

*♦)  Gauss:  2>.  A,  artt.  246,  247. 
*♦*)  Gauss:  />.  A,  art.  262. 
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Die  Determinante  D  heisst  regulär  oder  irregulär^  je  nachdem 
die  Yon  den  n  Classen  des  Hauptgeschlechtes  gebildete  Gruppe 
regulär  ist  oder  nicht  (§.  149);  bedeutet  im  letzteren  Falle  6  deri 
Grad  der  grössten  in  ihr  enthaltenen  regulären  Gruppe,  so  heisst 
die  ganze  Zahl  n :  d  der  IrregülaritMsexponeni  der  Determinante*). 

Aus  dem  obigen  Satze  über  den  Charakter  einer  zusammen« 
gesetzten  Glasse  ergiebt  sich  femer  unmittelbar  der  folgende: 

Jede  Glasse  Q,  welche  durch  Düplieation  einer  Classe  entsteht^ 
gehört  dem  HaupigeschlecMe  an. 

Mithin  ist  die  Anzahl  g  der  verschiedenen  Ciaösen  Q^  welche 
durch  Düplieation  der  sammtlichen  h  Classen  entstehen,  ^  n  (da 
diese  Classen,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  eine  Gruppe  O  bilden,  s6 
muss  q  gewiss  ein  Divisor  von  n  sein).  Um  sie  genauer  zu  bestim- 
men, nehmen  wir  an,  Q  entstehe  durch  Düplieation  der  bestimmten 
Classe  U^  und  fragen  nach  allen  Classen  W,  durch  deren  Duplicationf 
dieselbe  Classe  Q  entsteht.  Aus  der  Annahme  H'H'  =  Q  =  HH 
folgt  nun,  wenn  man  W  =  AH  setzt,  AA=^  l,.al8.o  A  =  A-"^^ 
d.  h.  A  ist  eine  zweiseitige  Classe  (§.  149).  Umgekehrt^  ist 
H'  =  AII^  und  A  eine  zweiseitige  Classe,  so  ist  auch  H'  W=HH. 
Schreibt  man  daher  alle  a  zweiseitigen  Classen  A  auf,  welche 
offenbar  eine  Gruppe  21  bilden,  so  zerfallen  alle  h  Classen  in 
g  Complexe  %H  von  je  a  Classen,  deren  Düplieation  eine  und 
dieselbe  Classe  HH  hervorbringt,  während  zwei  Classen,  welche 
zwei  verschiedenen  solchen  Complexen  angehören,  durch  Düpli- 
eation auch  zwei  verschiedene  Classen  hervorbringen ;  und  folglich 
ist  Ä  =  ag. 

Da  nun  A  auch  =  ng^  und  ausserdem  3  <  n  ist,  so  ergiebt 
sich  ^r  ^  a,  d.  h.  der  Satz:  Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden 
verschiedenen  Geschlechter  ist  höchstens  gleich  der  Anzahl  der 
zweiseitigen  Classen. 

§.  153. 

Es  kommt  also  jetzt  darauf  an,  für  eine  gegebene  Determinante 
D  die  Anzahl  a  aller  zweiseitigen  Classen  A  genau  zu  bestim- 
men, welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Da  in  jeder  zweiseitigen  Classe  A  =  -4-^  stets  mindestens 
eine  zweiseitige  Form  {a^h^  c)  zu  finden  ist  (§.  58),    so  bleibt 


*)  Gau88:  D.  A,  art.  306,  VII. 
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gewiss  keine  jener  a  Classen  unvertreten,  wenn  wir  alle  zwei- 
seitigen Formen  aufschreiben.  Da  nun  in  einer  solchen  Form 
2  b  durch  a  theilbar,  folglich  b  entweder  ^  0,  oder  ^  J  a  (mod.  a), 
also  (tt,  6,  c)  selbst  mit  einer  Form  äquivalent  ist  (§.  56),  deren 
mittlerer  Coefficient  entweder  Null,  oder  die  Hälfte  des  ersten 
Goefficienten  ist,  so  genügt  es,  alle  Formen 

(«,  0,  =1?)   und  (26,  J,  *-!^) 

ZU  betrachten,  welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Bedeutet  /t  die  Anzahl  aller  verschiedenen  tmgeraden  Prim* 
zahlen,  welche  in  D  aufgehen,  ist  femer  v  =  0  oder  =  1,  je 
nachdem  D  ungerade  oder  gerade,  so  ist  ^  -H  ^  die  Anzahl  aller 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  Primzahlen.  Dann  leuchtet  ein, 
dass  die  Anzahl  aller  ursprünglichen  Formen  vom  Typus 

(a,  0,  a') 

gleich  2'*+"  +  ^  ist;  die  eine  Hälfte  derselben  hat  positive  erste 
Coefficienten,  die  andere  Hälfte  negative. 

Betrachten  wir  nun  die  anderen  zweiseitigen  ursprünglichen 
Formen  erster  Art,  deren  Typus 

ist,  so  muss  b  ein  solcher  Divisor  von  2)  =  —  bb'  sein,  dass  der 
dritte  Coefficient  j  (ft  +  6')  eine  ganze  Zahl  und  relative  Primzahl 
zu  2  6  wird;  mithin  muss  zunächst  b  -{-  V  ^  2  (mod.  4)  sein,  und 
ferner  dürfen  b  und  V  keinen  gemeinschaftlichen  ungeraden  Divi- 
sor haben.  Sind  nun  b  und  V  ungerade,  so  folgt  6' ^6,  D^  — ü 
^  3  (mod.  4) ;  umgekehrt,  wenn  D  ^  3  (mod.  4),  so  kann  b  nur 
ungerade  sein,  und  aus  J6'=  — D^l  (mod.  4)  folgt  von  selbst 
dass  b  ^b\  also  6  +  6'  ^  2  (mod.  4)  wird;  mithin  kann  b  jeder 
Divisor  von  D  sein,  für  welchen  b  und  b'  relative  Primzahlen 
werden.    Die  Anzahl  dieser  Formen 

(2  6,  6,  I  (6  +  6')) 

ist  daher  =  2'*  +  ^,  unter  welchen  ebenso  viele  mit  positiven  wie 
mit  negativen  ersten  Coefßcienten  vorkommen.  Sind  aber  b  und  V 
gerade  Zahlen,  so  ist  eine  von  ihnen  ^0,  die  andere  ^2  (mod.  4), 
mithin  D  ^  0  (mod.  8),  und  |6,  ^b'  sind  relative  Primzahlen. 
Umgekehrt,  wenn  2)  ^  0  (mod.  8)  ist,  so  muss  b  gerade  sein,  und 
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man  kann  für  ^  i  jeden  Divisor  von  ^2)  =  —  |6.|&'  wählen,  für 
welchen  ^b^  ^b'  relative  Primzahlen  werden;  mitbin  ist  die  An« 
zahl  dieser  Formen,  da  ^2)  gerade  ist,  gleich  2^*+*,  und  unter 
ihnen  finden  sich  ebenso  viele  mit  positiven  wie  mit  negativen 
ersten  Coefficienten. 

Die  Anzahl  aller  dieser  zweiseitigen  ursprünglichen  Formen 
erster  Art  ist  daher  gleich 

2^*+*,    wenn    D  =  1  (mod.  4) 

2"+«,       „        D  =  2,  3,  4,  6,  7  (mod.  8), 

2"+»,        „        i)  =  0(mod.  8); 

sie  ist  folglich  in  allen  Fällen  genau  doppelt  so  gross,  als  die 
Anzahl  2^  =  2r  aller  angebbaren  Totalcharaktere  für  die  De- 
terminante D  (§.  122).  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Anzahl 
der  yerschiedenen  Classen  zu  bestimmen,  welche  durch  diese 
4r  Formen  repräsentirt  werden. 

Sieht  man  von  dem  singulären  Fall  D= — 1  vorläufig  ganz 
ab,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Goefficienten  a  und  a',  ebenso 
die  Zahlen  b  und  &',  selbst  ihren  absoluten  Werthen  nach,  von  ein« 
ander  verschieden  sein  müssen.  Hätten  nämlioh  die  relativen  Prim- 
zahlen o,  a'  denselben  absoluten  Werth  1,  so  wäre  D  =  +1\ 
dasselbe  würde  sich  ergeben,  wenn  man  annehmen  wollte,  die 
ungeraden  Zahlen  2^  und  &'  hätten  denselben  absoluten  Werth; 
sind  endhch  b  und  b'  gerade,  so  ist  die  eine  der  Zahlen  \b^  ^b' 
gerade,  die  andere  ungerade,  also  haben  sie  verschiedene  absolute 
Werthe.  Hieraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen  obigen  Formen  immer 
in  Paare  von  je  zwei  von  einander  verschiedenen  Formen (a,  0,  a), 
(a ,  0,  d) ,  und  (2  ft,  6,  ^  (6  +  V)) ,  (2  V,  6',  ^(b  +  V))  zerfallen ,  und 
da  die  erste  resp.  durch  die  Substitutionen  (_J|  J),  (^\\  :^})  in  die 
zweite  übergeht,  so  genügt  es,  diejenige  von  ihnen  beizubehalten, 
deren  erster  Coefficient  der  kleinere  ist;  mithin  haben  wir  nur 
noch  2 r Formen  (a,  0,  a),  (2  6,  &,  j(6  +  b')\  in  welchen  die  abso- 
luten Werthe  (a)  und  (6)  <  V  (D)  sind ;  und  unter  diesen  Formen 
giebt  es  vrieder  ebenso  viele  mit  positiven  ersten  Goefficienten, 
wie  mit  negativen. 

Ist  nun  D  negativ^  so  behalten  wir  nur  die  r  Formen  bei, 
deren  äussere  Goefficienten  positiv  sind,  und  wir  wollen  zeigen,  dass 
sie  die  Repräsentanten  von  ebenso  vielen  verschiedenen  Glassen  sind. 
Zunächst  sind  alle  Formen  (a,  0,  a)  und  diejenigen  Formen 
(2  6,  6,  j(6  +  fc')),  in  welchen  3  6^6'  ist,  reducirt  (§.  64),  und  statt 
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jeder  nicht  reducirten  Form  (2ft,  6,  \(b  +  6')),  in  welcher  also 
Sb  >  b\  können  wir  die  ihr  nach  rechts  benachbarte  reducirte 
Form  (1  (6  +  6'),  i  (6'  —  6),  i(b  +  V))  substituiren.  Man  erkennt 
nun  leicht,  dass  alle  diese  r  reducirten  Formen  von  einander  rer- 
schieden,  und  dass  auch  keine  zwei  einander  entgegengesetzt  sind, 
weil  keiner  der  mittleren  Coefficienten  negativ  ist;  sie  gehören 
daher  (§.  65)  ebenso  vielen  verschiedenen  Classen  an.  Wir  haben 
daher  das  Resultat:  Die  Anzahl  a  dller  positiven  zweiseitigen  ur- 
sprünglichen Classen  erster  Art  von  negativer  Determinante  D  ist 
halb  so  gross  wie  die  Anzahl  2  r  dller  angebbaren  Totalcharakiere. 
Dies  gilt  offenbar  auch  noch  für  den  oben  ausgeschlossenen  sin- 
gulären  Fall  Z)  =  —  1,  da  die  beiden  Formen  (1,  0,  1),  (2,  1,  II 
äquivalent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  D  positiv^  so  entspricht  jeder  der 
obigen  2  r  zweiseitigen  Formen  (A^  B^  C)  eine  einzige  ihr  äqui- 
valente zweiseitige  Form  (J.,  B\  C"),  wo  B'  durch  die  Bedin- 
gungen 

B' =  B  {moA.  A),    0<  VD  — jB' <(^) 

vollständig  bestimmt  ist;  offenbar  entstehen  auf  diese  Weise  wieder 
2r  zweiseitige  und  von  einander  verschiedene  Formen  (A^B\  C'\ 
Um  nun  zu  zeigen,  dass  alle  diese  Formen  zugleich  reducirt  sind 
(§.  74),  braucht  nur  nachgewiesen  zu  werden,  dass  (A)  <  VD  +  ff 
ist;  wenn  (A)  <  YD  ist,  so  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass 
zufolge  der  obigen  Grenzbedingungen  B'  positiv  ist;  wenn  aber 
(A)  >  V  D  ist,  was  nur  bei  den  Formen  des  zweiten  Typus  ein- 
treten kann,  so  ist  A  =  2B,  und  (B)  <  VD,  folglich  -B'  =  (B), 
weil  dieser  Werth  allen  an  B'  gestellten  Forderungen  genügt 
und  also  wieder  (A)  <  VD  +  B'.  Endlich  behaupten  wir,  dass 
jede  zweiseitige  reducirte  Form  (a,  6,  c),  welche  zugleich  ursprüng- 
lich von  erster  Art  ist,  nothwendig  mit  einer  dieser  2r  Formen 
(-4,  B\  C)  identisch  sein  muss;  ist  nämlich  b  theilbar  durch  a, 
so  muss  (a)  <  VD  sein,  weil  in  einer  reducirten  Form  0<b<\D 
ist,  und  die  mit  (a,  6,  c)  äquivalente  Form  (a,  0,  a')  ist  eine  der 
2 1  Formen  (^1,  B,  C),  woraus  folgt,  dass  (a,  ft,  c)  selbst  mit  der 
entsprechenden  Form  (A^  B\  C")  identisch  sein  muss,  weil  b  als 
mittlerer  Coefficient  einer  reducirten  Form  denselben  charakteristi- 
schen Bedingungen  genügt,  wie  B*\  ist  aber  b  nicht  theilbar 
durch  a,  so  ist  wenigstens  (a)  <  2  VD,  und  folglich  die  mit 
(a,  6,  c)  äquivalente  Form  (a,  \a,  c')  eine  der  Formen  {A^  JB,  C). 
woraus  wieder  folgt,  dass  (a,  fe,  c)  mit  der  entsprechenden  Form 
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(A^  B\  C)  identisch  ist.  Wir  müssen  aus  dem  Vorhergehenden 
schliessen,  dass  die  Anzahl  aller  zweiseitigen  ursprünglichen  For- 
men erster  Art,  welche  zugleich  reducirt  sind,  genau  =  2r  ist; 
da  nun  in  jeder  zweiseitigen  Classe  sich  stets  zwei  und  nur  zwei 
solche  Formen  finden  (§.  78  Anm.),  so  erhalten  wir  dasselbe 
Resultat,  wie  für  negative  Determinanten:  Die  Anzahl  a  aller 
zweiseitigen  ursprünglichen  Classen  erster  Art  van  positiver  De- 
terminante D  ist  genau  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  2r  aller 
atigehbaren  Totdlcharahtere. 

Verbinden  wir  diese  Resultate  mit  dem  des  vorigen  Para- 
graphen, so  ergiebt  sich  folgender  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  verschiedenen  Geschlechter 
ist  höchstens  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  der  angebbaren  Total- 
Charaktere. 


§.  154. 

Das  eben  erhaltene  Resultat  führt  nun  zu  einem  neuen  Be- 
weise des  Reciprocitätssatzes,  sowie  der  Ergänzungssätze  über  den 
Charakter  der  Zahlen  —  1  und  2.  Hierzu  schicken  wir  die  Be- 
trachtung dreier  Fälle  von  Determinanten  D  voraus,  für  welche 
die  ursprünglichen  Formen  erster  Art  nur  ein  einziges  Geschlecht, 
nämlich  das  stets  vorhandene,  durch  die  Hauptform  (1,  0,  — D) 
vertretene  Hauptgeschlecht  bilden. 

1.    Ist  D=  —  1,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

C=(— l)v.('— 1), 

und  da  folglich  die  Anzahl  aller  angebbaren  Totalcharaktere 
==  2^  =  2  ist,  so  gehören  alle  positiven  Formen  (a,  ft,  c)  zufolge 
des  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultates  einem  einzigen, 
nämlich  dem  durch  die  Form  (1, 0, 1)  repräsentirten  Hauptgeschlechte 
an  (was  auch  unmittelbar  daraus  folgt,  dass  alle  diese  Formen 
nur  eine  einzige  Classe  bilden) ;  da  nun  im  Hauptgeschlechte  alle 
Charaktere  C  den  Werth  -f  1  haben,  so  wird,  wenn  a  ungerade 
ist,  inmier 

(—  i)V,(a-i;  =  -f  1,    also    a  =  1  (mod.  4) 
sein. 


*)  Vergl.  §.  123. 
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2.  Ist  D=  +  2,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

C=  (— l)V8(n«-i); 

alle  Formen  (a,  ä,  c)  dieser  Determinante  gehören  daher  (§.  153j 
dem  Hauptgeschlechte  an,  mithin  ist  immer 

(_l)V8(a«-i)  =  +  1,    also    a  =  ±l  (mod.  8), 
wenn  a  ungerade  ist. 

3.  Ist  D  =  +  j9  ^  1  (mod.  4),  wo  p  (wie  immer  im  Folgen- 
den) eine  positive  ungerade  Primzahl  hedeutet,  so  existirt  (§.  122; 
nur  ein  einziger  Charakter, 


'Hf)-- 


alle  (eventuell  die  positiven)  Formen  (a,  6,  c)  erster  Art  gehören 
daher  (§.  153)  dem  Hauptgeschlechte  an,  und  folglich  ist  immer 


(?)= 


+  1, 
wenn  a  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

4.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Beweise  des  Satzes  (§.  40J 
über  den  Charakter  der  Zahl  —  1 ;  da  beide  Seiten  der  zu  bewei- 
senden Gleichung 

nur  einen  der  beiden  Werthe  +  1  besitzen  können,  so  genügt  es 
oflfenbar,  zu  zeigen,  dass,  sobald  irgend  eine  dieser  beiden  Grössen 
=  +  1  ist,  dann  auch  die  andere  =  -|-  1  sein  muss,  weil  hieraus 
von  selbst  folgt,  dass,  wenn  eine  von  beiden  =  —  1  ist,  auch  die 
andere  =  —  1  sein  muss  (dieselbe  Bemerkung  gilt  ebenso  für  die 
beiden  folgenden  Sätze).  Ist  nun  erstens  die  rechte  Seite  =  +-  li 
so  ist  (—  1,  Oy  p)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Deter- 
minante 2)  =  jp^  1  (mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch 
die  linke  Seite  =  +  1  ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der 
Fall,  also  —  1  quadratischer  Rest  von  p  ist,  so  existiren  zwei 
Zahlen  6,  c,  welche  der  Bedingung  6« — pc  =  —  l  genügen; 
dann  ist  (p,  t,  c)  eine  positive  Form  von  der  Determinante 
2)  =  —  1 ,  woraus  (nach  1.)  folgt,  dass  auch  die  rechte  Seite 
=  4-1  ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Beweis  des  Satzes  (§.  41) 
über  den  Charakter  der  Zahl  2.  Ist  die  rechte  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung 
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(|)=(-i)''^^*-'> 


gleich  4-  Ij  also  p^+1  (mod.  8),  so  setze  man  6  =  1  oder  3, 
je  nachdem  +i>^9  oder  1  (mod.  16)  ist;  dann  ist  b^^p=  8  c, 
wo  c  eine  ungerade  Zahl,  mithin  (8,  6,  c)  eine  (eventuell  positive) 
Form  erster  Art  von  der  Determinante  2)  =  +  p^l  (mod.  4), 
woraus  (nach  3.)  folgt,  dass 


(1)=+^'    also  auch  ^(|)  = 


+  1 


ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  6,  c^  welche  der  Bedingung  b^ — pc  =  2  genügen;  dann 
ist(2>,  *i  <^)  eine  Form  der  Determinante  D  =  +  2,  woraus  (nach  2.) 
folgt,  dass  auch 

(_1)Vb(p«-i)=  +  1 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

6.  Ist  wenigstens  eine  der  beiden  von  einander  verschiedenen, 
positiven  ungeraden  Primzahlen  jp,  q  von  der  Form  4  Ä  +  1 »  so 
wollen  wir  beweisen,  dass 


(f ) = (f ) 


ist  Der  Symmetrie  wegen  dürfen  wir  annehmen,  dass  p  ^  l 
(mod.  4)  ist.  Hat  nun  die  rechte  Seite  den  Werth-  +  1,  so  ist 
(nach  4.  und  §.  33,  L)  auch  — q  quadratischer  Rest  von  p]  man 
kann  daher,  nachdem  das  Vorzeichen  +  so  gewählt  ist,  dass 
±3^1  (mod.  4)  wird,  immer  zwei  Zahlen  6,  c  finden,  welche  der 
Bedingung  6»  —  2>  c  =  i  3  genügen ;  dann  ist  {p^  6,  c)  eine  (eventuell 
positive)  Form  erster  Art  von  der  Determinante  D±=  +  q^l 
(mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch  die  linke  Seite  =  -f  1 
ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall  ist,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  b^  c,  welche  der  Bedingung  b^  —  qc  =:  p  genügen;  dann 
ist  (g,  6,  e)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Determinante 
D  =  j>  ^  1  (mod.  4),  woraus  (naeh  3.)  folgt,  dass  auch  die  rechte 
Seite  =  4-1  ist,  was  zu  beweisen  war. 

7.    Sind  aber  beide  Primzahlen  j),  q  von  der  Form  4Ä  +  8, 
so  ist  zu  beweisen,  dass 


(f)=-(f) 
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ist.  Dies  ergiebt  sich  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  der 
positiven  Determinante  D  =  pq^  1  (mod.  4) ,  für  welche  (nach 
§.  122)  zwei  Charaktere  C,  nämlich 


(f )  -  (f) 


existiren;  es  lassen  sich  daher  vier  Totalcharaktere  angeben,  und 
folglich  (§.  153)  zerfallen  alle  Formen  erster  Art  in  höchstens  stcei 
verschiedene  Geschlechter.  Nun  sind  aber  (1,  0,  — 1>2),  (—  l^O^pq) 
zwei  solche  Formen,  und  il|re  ersten  Coefficienten  lehren,  dass  die 
erste  den  Totalcharakter 

die  zweite  (zufolge  4.)  den  entgegengesetzten  Totalcharakter 

besitzt;  jede  andere  zu  derselben  Determinante  gehörige  Form 
erster  Art,  z.  B.  die  Form  (p^  0,  — q)  muss  daher  entweder  den 
ersten  oder  den  zweiten  Totalcharakter  besitzen;  wendet  man  dies 
auf  die  beiden  durch  diese  Form  darstellbaren  Zahlen  p  und  —5 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  im  ersten  Falle  gleichzeitig 

'  (?)=+• ""  (^) = + ••  -"  (f) = -  '■ 

im  zweiten  Falle  gleichzeitig 

:     (£)  =  -.  uoa(=i)  =  -,  ^{j)=  +  i 

ist ;  und  hiermit  ist  offenbar  auch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe 
erledigt. 


§.  155. 

Mit  Hülfe  des  so  von  Neuem  bewiesenen  Reciprocitätssatzes 
lässt  sich  nun  wieder,  wie  in  §.  123  geschehen  ist,  darthun,  dass 
höchstens  diejenigen  t  Geschlechter  existiren  können,  deren  Total- 
charaktere der  dortigen  Bedingung  J7C  =  -f  1  genügen;  der 
ungleich  tiefer  liegende  Satz  aber,  welchen  Dirichlet  aus  seinen 
Principien  auf  die  oben  (§.  125)  angegebene  Weise  abgeleitet  hat, 
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der  Satz,  dass  aile  diese  z  GescMechier  icirhJich  existiren,  ist  von 
Gauss  entdeckt  und  mit  Hülfe  der  von  ihm  gegründeten  Theorie 
der  ternären  quadratischen  Formen 

Ax^  +  -BJ/2+  Cß^  +  2A'yz  +  '2B'zx  +  2C'xy 

bewiesen*).  Da  oben  (§.  152)  gezeigt  ist,  dass  nflf=ag  ist,  wo  ^ 
die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter,  n  die  Anzahl 
der  in  jedem  derselben  enthaltenen  Classen,  a  =t  die  Anzahl  der 
zweiseitiger)  Classen  oder  also  die  Anzahl  der  Totalcharaktere, 
welche  der  Bedingung  77  C"  =  +  1  genügen,  und  q  die  Anzahl 
der  durch  Duplication  entstehenden  Classen  bedeutet,  so  leuchtet 
ein ,  dass  der  zu  beweisende  Satz  g  =  T  wesentlich  identisch  ist 
mit  dem  Satze  n  =  q',  da  ferner  n  die  Anzahl  aller  Classen  des 
Hauptgeschlechtes  ißt,  und  jede  der  durch  Duplication  entstehen- 
den q  Classen  gewiss  dem  Hauptgeschlechte  angehört  (§.  152),  so 
ist  der  zu  beweisende  Satz  (§*  125)  wesentlich  identisch  mit  dem 
folgenden**): 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplicatmi. 

Wir  können  hier  unmöglich  darauf  eingehen,  den  Beweis  mit- 
zutheilen,  welchen  Gauss  auf  die  Theorie  der  ternären  Formen 
gestützt  hat;  da  dieses  tiefe  Theorem  aber  den  schönsten  Abschluss 
der  Lehre  von  der  Composition  bildet,  so  können  wir  es  uns  nicht 
versagen,  dasselbe  auch  ohne  Hülfe  der  Dirichlet'schen  Principien 
noch  auf  einem  zweiten  Wege  abzuleiten,  der  zugleich  die  Grund- 
lage für  andere  wichtige  Untersuchungen  bildet. 

Um  einen  bestimmten  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  ge- 
winnen, heben  wir  zunächst  eine  charakteristische  Eigenschaft  aller 
der  Classen  Q  hervor,  welche  durch  Duplication  entstehen:  alle 
Formen  dieser  Classen  und  nur  diese  Formen  sind  fähig^  Qu<xdrat' 
zaJüen  darzustellen,  welche  relative  Primzahlen  zu  2D  sind.  Ent- 
steht nämlich  Q  durch  Duplication  einer  Classe  K^  so  kann  man 
aus  K  immer  eine  solche  Form  auswählen,  deren  erster  Coefficient 
X  relative  Primzahl  zu  22)  ist;  da  alsdann  diese  Form  mit  sich 
selbst  einig  ist,  so  entsteht  durch  Duplication  eine  der  Classe  Q 
angehörige  Form,  deren  erster  Coefficient  =  x^  ist,  und  folglich 
ist  diese  Quadratzahl  durch  die  Formen  der  Classe  Q  eigentlich 
darstellbar.  Umgekehrt,  ist  Q  eine  Classe,  durch  deren  Formen 
eine  Quadratzahl  dargestellt  werden  kann,  welche  relative  Prim- 


♦)  7).  A.  art.  287. 
**)  Gauss:  7>.  A,  art.  286. 
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zahl  zu  2  D  ist,  so  giebt  es  auch  eine  solche  Quadratzahl  x\  welche 
durch  diese  Formen  eigentlich  darstellbar  ist,  und  folglich  findet 
sich  in  dieser  Classe  Q  eine  Form  (a;*,  a/,  o;"),  welche  offenbar 
durch  Duplication  der  Form  (x,  ic',  xx")  entsteht;  mithin  ist 
Q  =  K\  wo  K  die  Classe  bedeutet,  welcher  die  Form  (a?,  af^  xsf) 
angehört.  Das  obige  zu  beweisende  Theorem  ist  daher  identisch 
mit  dem  folgenden: 

Ist  {A^  JB,  C)  eine  Form  des  Hauptgeschlechtes  der  Determi- 
nante D,  so  ist  die  Gleichung 

Ag^  +  2Bzy  +  Cy^  =  x^ 

stets  lösbar  in  ganaen  Zahlen  j?,  y,  Xy  deren  letzte  relcdive  Prim- 
zahl zu  2  D  ist. 


§.  156. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung,  sind  wir  dahin  gefuhrt, 
die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  von  der  Form 

ax^  +  by^  +  cz*  +  2a' yz  +  2b' zx  +  2c' xy  =  0 

in  ganzen  Zahlen  x^  y,  z  (oder  was  dasselbe  ist,  die  Lösbarkeit 
der  allgemeinen  Gleichung 

aM2  -f  bv^  +  2c'uv  +  2b'u  +  2a' v  +  c  =  0 

in  rationalen  Zahlen  m,  v)  zu  untersuchen.  Dieselbe  kann,  allge- 
mein zu  reden,  auf  den  speciellen  Fall  zurückgetlihrt  werden,  in 
welchem  die  Coefficienten  a',  A',c'=0  sind*),  und  wir  beschäftigen 
uns  daher  im  Folgenden  nur  mit  Gleichungen  von  der  Form 

ax^  +  6y«  +  cz^  =  0,  (1) 

wo  a,  &,  c  drei  gegebene,  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen 
bedeuten,  die  wir  ausserdem  stets  dXsrelMive  Primzahlen  annehmen, 
weil  jeder  andere  Fall,  wie  man  leicht  erkennt,  sich  auf  diesen 
zurückführen  lässt**).  Wir  wollen  nun  eine  Lösung  x,  y,  z  eine 
eigentliche  Lösung  nennen,  wenn  die  drei  Zahlen  ax^by^  cz  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  dann  leuchtet  ein,  dass  dieselben 
auch  relative  Primzahlen  sind;  ginge  nämlich  eine  Primzahl  p  in 
zweien  von  ihnen  auf,  so  müsste  p  zufolge  (1)  auch  in  der  dritten 


*)  Gauss:  D.  Ä,  artt.  299,  300. 
♦*)  Gauss:  D.  A.  art.  298. 
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aufgehen.  Hieraus  folgt,  dass  auch  ^,  y,  e  relative  Primzahlen 
sind;  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  bilden  sie  eine  eigent- 
liche Lösung;  denn  wenn  ax^  by^cz  durch  eine  Primzahl  p  theil- 
bar  wären,  welche  doch  höchstens  in  einer  der  Zahlen  rr,  y,  g  auf- 
gehen kann,  so  müssten  mindestens  zwei  der  Coefficienten  a,  6,  c 
durch  p  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  weil  dieselben  relative 
Primzahlen  sind. 

Nach    dieser    Vorbemerkung    beginnen    wir    unsere   Unter- 
suchung*), indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellen: 

I.    Aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Lösung  x  =  u,  y  t=  v, 
sf  =  w  der  Gleichung  (1)  ihre  sämmtlichen  Lösungen  abzuleiten. 

Da  aUy  bv,  cw  relative  Primzahlen  sind,  und  eine  von  ihnen, 
z.  B.  au^  zufolge  der  Gleichung 

aw«  +  bv^  +  cw^  =  0  (2) 

gerade  ist,  so  haben  auch  die  Zahlen  2aii,  bv^  cw  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler,  und  man  kann  daher  (nach  §.  24)  die 
Gleichung 

aul  +  bvm  +-  cwn  =  1 

so  lösen,  dass  l  gerade,  und  folglich  die  eine  der  beiden  Zahlen 
m,  n  gerade,  die  andere  ungerade  wird;  setzt  man  nun 

aP  -h  6w«  -I-  c»«  =  A 
und 

u'  =z  21  —  Ä w,  v'  =  2  w  —  Ä  v,  ti;'  =  2  n  —  hw. 
so  wird  h  ungerade  und  man  erhält**) 

au'^  +  Jv'a  _^  cw'^  =  0  (3) 

auu'  +  bvv'  +  cww'  =  2  (4) 

u  ^  u\  V  ^  v\  w  ^  w'  (mod.  2);  (5) 

man  kann  daher 

vw'  —  trt?'  =  2 li",  wu'  —  uw'  =^  2 1?",  uv'  —  v w'  =  2  w"     (6) 


'^)  Sie  ist  der  Kürze  halber  synthetisch  geführt;  derselbe  Gegenstand 
ist  anf  andere  Weise  behandelt  in  der  Abhandlung  von  G.  Cantor:  De 
aequationibus  aecundi  gradus  indetermtncUis,    1867. 

**)  Umgekehrt  lässt  sich  aus  (2),  (S),  (4),  (5)  leicht  beweisen,  dass  a,  h^  c 
relative  Primzahlen  sind,  und  dass  sowohl  u,  v,  w,  als  auch  uf.  v',  tr'  eigent- 
liche Lösungen  der  Gleichung  (1)  bilden;  doch  ist  dies  für  unsere  Zwecke 
nicht  nöthig. 

27* 
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setzen,  wo  m",  v'\  tv"  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  mit  den 
anderen  noch  durch  folgende  Relationen*)  verbunden  sind: 

auu*  =  1  4-  bcu"^\ 

hvv'  =  1  +  cav"n  (7) 

cww'=  1  -j-abw''^ 
bcu"^  +  cav"«  +  abw''^  =  —  1  («) 

vv/  +  wv'  =  2av"M'"j 
«7w'  +  uw'  =  2  6t(;"M"|  (9; 

uv'  -\-  vu'  =  2cu"v'j 

Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,  unsere  Aufgabe  allgemein 
zu  lösen.   Sind  x^  y,  z  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  werden  auch 

t  =  au'x  -]-bv'y  +  cto'z\ 

t'  =  aux  -{-bvy  -{-  cw2!>  (10) 

t"z=u"x   +  v"tj  +  w"  e] 
ganze  Zahlen,  welche  zufolge  (5)  der  Bedingung 

t  =  V  (mod.  2)  (11) 

genügen;  umgekehrt,  sind  t,  t\  t"  drei  beliebige  ganze  Zahlen, 
welche  nur  der  Bedingung  (11)  unterworfen  sind,  so  folgt  aus  (10) 
unter  Berücksichtigung  von  (5),  (7)  und  (9),  dass 

2x  =  ut  +  tiW  —  2bcu"t"\ 

2y  =  vt  +  v'V  —  2cav*'A  (12) 

2z  =  wt  +  w*i'—2abw''t"\ 

gerade,  also  x,  y,  z  ganze  Zahlen  sind**).  Multiplicirt  man  diese 
letzten  Gleichungen  resp.  mit  ax,  by^  cz^  und  addirt  mit  Rücksicht 
auf  (10),  so  folgt 


*)  Man  ßndet  z.  B.  die  erste  der  Gleichungen  (7)  aus  der  identischen 
Gleichung 

(hv^-\-cw^)  (tr'a  +  cto'ä)  =  {brv' -^-ctcw')^  +  hc(vw*  —  «r  »*)« 
unter  Berücksichtigung  von  (2),  (3),  (4),  (6) ;  die  Gleichung  (8)  ergiebt  sich 
durch  Addition  aus  (7)  mit  Rücksicht  auf  (4),  und  die  erste  der  Gleichungfen 
(9)  folgt  aus  der  Identität 
{atiu'  +  hvo'  +  cww')  (vw*  -[-  wv')  —  a{wu'  —  mw')  (u«'  —  vu*) 
=  (au2  -f-  bv^  -f  cw^)v'w'  +  (att'a  -\-  hv*^  +  c«''«)rir. 

**)  Führt  man  statt  t,  i\  i"  die  Grössen 


fi"  =  r' 


als  neue  Varlabele  ein,  so  sind  dieselben  mit  den  Grössen  x^  y,  z  durch 
lineare  Gleichungen  verbunden,  deren  Determinante  =  1  ist;  an  die  Stelle 
der  Gleichung  (13)  tritt  die  folgende 


2  _  ^s'/8  — 


ahcH*'^  =  0, 
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ax^  +  hiß  +  cz'^  =  tf  —  abct''^\ 

mithin  haben  wir  folgendes  Resultat:  Bilden  die  ganzen  Zahlen 
x^  y,  z  eine  Lösung  der  Gleichung  (1),  so  werden  <,  t\  t'*  vermöge 
(10)  ganze  Zahlen^  welche  den  Bedingungen  (11)  und 

tV  =  ahcV*^  (13) 

genügen;  umgekehrt^  befriedigen  die  ganzen  Zahlen  t^  t\t"  die 
Bedingungen  (11)  und  (13),  so  werden  x^  j/,  z  vermöge  (12)  ganze 
Zahlen^  welche  der  Gleichung  (1)  genügen*). 

Zur  Vervollständigung  fügen  wir  hinzu:  Damit  die  Zahlen 
x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bilden^  ist  ferner 
erforderlich  und  hinreichend^  dass  die  Zahlen  t^  t'  keinen  ungeraden 
gemeinschaßlichen  Theiler  haben^  und  dass,  xcenn  beide  gerade  sind^ 

e  +  f'  =  2  (mod.  4)  (14) 

ist. 

Für  unseren  Zweck  genügt  es,  zu  beweisen,  dass  die  beiden 

angegebenen  Bedingungen  hinreichend  sind.  Gesetzt,  es  ginge  eine 

Primzahl  p  in  den  drei  Zahlen   ax,  by^  cz  auf,  so  müsste  sie 

zufolge  (10)  auch  in  t  und  t'  aufgehen;  da  aber  t,  V  der  Annahme 

nach    keinen   ungeraden    gemeinschaftlichen    Theiler  haben,  so 


welche  von  derselben  Form  wie  (1)  ist,  und  damit  x,  t/,  z  eine  eigentliche 
Lösung  bilden,  ist  erforderlich  nnd  hinreichend,  dass  8  und  s'  relative 
Primzahlen  sind.  Aber  die  Beibehaltung  der  Grössen  *,  t\  t"  gewährt 
wieder  andere  Voitheile. 

*)  Die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (13),  deren  wir  zwar  in  der 
Folge  nicht  bedürfen,  besteht,  wie  man  sehr  leicht  findet,  in  den  Gleichungen 

wo  d,  d\  T,  ib,  Ol'  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  einzigen 

Bedingung 

dd*  =  ahc 

unterworfen  sind;  man  kann  aber  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beein- 
trächtigen, annehmen,  dass  r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
t,  t',  t",  und  dass  t  rf,  xd'  die  grösHten  Theiler  sind,  welche  tabc  resp. 
mit  t,  t*  gemeinschaftlich  hat.  Führt  man  diese  Ausdrücke  in  (12)  ein,  so 
erhält  man  die  binären  quadratischen  Formen 

2£  ^  ^ß,^^  _  ftcu",  d'w'),    ^  =  {dv,  -  cav'\  d' v% 

2z 

—  z=  {dw,  —ahic",  d' w'), 

X 

deren  Variabelen  oi,  oi',  und  deren  Determinanten  zufolge  (7)  die  Zahlen 
—  5  c,  —  ca,  — ab  sind.  Transformirt  man  diejenige  dieser  Formen,  deren 
Determinante  negativ  ist,  in  eine  reducirte  Form  (§.  64),  so  erhält  man 
die  einfachsten  Lösungen. 
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müsste  p  =  2  sein,  und  es  wären  also  t^t\  ax^hy^  cz  gerade 
Zahlen;  dann  würde  aber  aus  (10)  mit  Rücksiebt  auf  (5)  folgen, 
dass  t  -{-  V  ^0  (mod.  4)  wäre,  wäbrend  wir  doch  angenommen 
haben,  dass  t  -f  ^'^2  (mod.  4)  ist,  sobald  t  und  t'  gerade  Zahlen 
sind.  Hieraus  folgt  also,  dass  ax^  hy^  cz  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  haben,  was  zu  beweisen  war*). 

IL  Bilden  die  Zahlen  x^  y^  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1),  so  sind  ax^  by^  cz  relative  Primzahlen,  und  man 
kann  folglich  drei  Zahlen  91,  $8,  K  bestimmen,  welche  den  Con- 
gruenzen 

^z  ^  by  (mod.  a),  ^x  ^  cz  (mod.  6),  6y  ^  ax  (mod.  c)  (15) 
genügen,  woraus  in  Verbindung  mit  (1) 

912  = —  Je  (mod.  a),  58a=»-ca  (mod.ft),  ©2=— aA(mod.  c)  (16) 
folgt    Wir  haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  so  sind  die  Zahlen 
—  bc,  —ca,  —  ab  resp.  quadratische  Reste  der  Zahlen  a,  6,  <?,  und 
jede  eigentliche  Lösung  x^  y,  z  führt  durch  die  Cotigruenzen  (15)  zu 
drei  völlig  bestimmten  Zahlclassen  91  (mod.  a),  3i  {mod,  6),  ß  {tnod,  c), 
welche  den  Congruenzen  (16)  genügen**). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  unsere  Untersuchungen 
ist  es  aber,  dass  dieser  Satz  sich  in  folgender  W^eise  umkehren 
lässt: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  und  sind  drei  Zahlen 
9(,  39,  6  gegeben^  welche  den  Congruenzen  (16)  genügen,  so  kann 
man  stets  eigentliche  Lösungen  a;,  y,  z  finden,  welche  die  Bedin- 
gungen  (15)  erfüllen. 


*)  Es  ist  leicht,  weDn  auch  für  unseren  Zweck  nicht  erforderlich,  die 
beiden  angegebenen  Bedingungeu  auf  die  Zahlen  d,  d',  r,  oi,  (o*  zu  über- 
tragen: die  Zahlen  dy  d*  müssen  relative  Primzahlen  sein,  und  nur,  wenn 
abc  =  0  (mod.  8),  können  sie  auch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
2  haben;  umgekehrt,  genügt  die  Zerlegung  a 5c  =  dd'  diesen  Bedingungen, 
so  kann  man  r,  «u,  w'  so  wählen,  dass  x,  1/,  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (l)  bilden. 

*♦)  Wirft  man  zwei  eigentliche  Lösungen  in  dieselbe  oder  in  verschie- 
dene Clasaenj  je  nachdem  sie  zu  denselben  drei  Zahlclassen  %  (mod.  o), 
9  (mod.  5),  (S  (mod.  c)  fähren  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschie- 
deneu Classen  höchstetis  gleich  der  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  der 
Congruenz  x^  =  1  (mod.  a  b  c),  und  der  nachfolgende  Satz  behauptet  die 
wirkliche  Existenz  aller  dieser  Gassen  von  eigentlichen  Lösungen. 


(17) 


(mod.  2 aic)  (10') 
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Um  dies  zu  beweisen,  bestimmen  wir  zunächst  drei  Zahlen 
Xj  y,  Z  durch  die  (nach  §.  25)  stets  vereinbaren  Congruenzpaare 

X  ^  c  (mod.  6),     Y  ^  a  (mod.  c),    Z  ^  b  (mod.  a) 
X  =  6  (mod.  c),     r  =  21  (mod.  a),    Z  =35  (mod.  b) 

aus  welchen  unter  Berücksichtigung  der  Annahme  (16)  die  der 
Gleichung  (1)  ähnliche  Gongruenz 

aX«  +  6  r»  +  cZ«  =  0  (mod.  abc)  (1') 

folgt,  weil  ihre  linke  Seite  durch  jede  der  drei  relativen  Primzahlen 
a,  &,  c  theilbar  ist.  Da  ferner  die  Existenz  einer  eigentlichen 
Lösung  u,  t;,  w  der  Gleichung  (1)  angenommen  ist,  so  behalten 
wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen 

T  =  au'X  +  bv'Y  +  cw'Z 
r=  auX  +  bvY  +  cwZ 

woraus  zufolge  (5) 

r=r(mod.  2)  (11') 

und  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (9) 

2  X  =  ti  T  +  u'  T'  (mod.  2  6  c)  | 

2Y  =  vT  +  v'  T  (mod.  2ca)\  (12') 

2Z  =  wT-\-w'T  (mod.  2ab)\ 

folgt;  multiplicirt  man  diese  Congruenzen  resp.  mit  aX,  bY^  cZ^ 

wodurch  sie  in  Congruenzen  nach  dem  Modulus  2 abc  übergehen, 

so  ergiebt  sich  durch  Addition  unter  Berücksichtigung  von  (1') 

und  (10') 

TT  =  0  (mod.  abc).  (13') 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  drei  Zahlen  T,  T',  abc  keinen 
ungeraden  gemeinschaftlichen  Divisor  haben,  und  dass,  wenn  abc 

gerade  ist, 

T  +  T'  =  2  (mod.  4)  (14') 

ist  Ginge  nämlich  eine  ungerade  Primzahl  p  in  T,  T'  und  abc, 
also  auch  z.  B.  in  c  auf,  so  würde  Y  zufolge  (12')  durch  jp  theilbar 
sein,  und  da  a  ^  F  (mod.  c)  ist,  so  hätten  a  und  c  den  gemein- 
schaftlichen Theiler  jp,  was  unmöglich  ist.  Wenn  ferner  abc,  und 
also  auch  z.  B.  c  gerade  ist,  so  sind  zufolge  (11')  und  (13')  auch 
Tund  T  gerade  Zahlen;  wäre  nun  die  Congruenz  (14')  unrichtig, 
80  wäre  T  ^  T  (mod.  4),  und  aus  (12')  würde  folgen,  dass 
2  r  ^  (v  -|-  v')  jT  ^  0  (mod.  4),  also  Y  gerade  wäre,  was  abermals 


(mod.  2  abc) 
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gegen  die  Congruenz  a^  Y  (mod.  c)  streitet,  weil  a  relatire 
Primzahl  zu  c  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  im  Stande,  eine  eigent- 
liche Lösung  X,  y,  z  nachzuweisen,  welche  den  Bedingungen  (15) 
genügt;  diese  letzteren  gehen  vermöge  der  Definition  (17)  der 
Zahlen  X,  F,  Z  in  die  folgenden  über 

Yz  ^  Zy  (mod.  a),    Zx  ^  Xz  (mod.  6),     Xy  ^  Yx  (mod.  c); 

da  ferner  aus  den  Definitionen  (10)  und  (10')  der  Zahlen  t,f.  J,  T 
die  Congruenz 

rt—  TV  = 

2bcu*'(Yz-Zy)  +  2cav"(Zx-Xjs)  ]-2abw'\Xy^Yx) 

folgt,  und  da  m";  v'\  u?"  zufolge  (7)  resp.  relative  Primzahlen  zu 
a,  fe,  c  sind,  so  fallen  die  von  x,  «/,  ^  zu  erfüllenden  Bedingungen 
(15)  durchaus  mit  der  einzigen  Forderung 

T'  t  =  TV  (mod.  2a 6c) 

zusammen,  welcher  die  Zahlen  f,  V  genügen  müssen;  sollen  fenier 
die  Zahlen  x^  y^  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  fl> 
bilden,  so  haben  t  und  t'  ausserdem  noch  die  früher  erwähnten 
Bedingungen  (11),  (13),  (14)  zu  erfüllen.  Dies  Alles  lässt  sich 
in  der  That  auf  folgende  Weise  erreichen. 

Ist  abc  ungerade,  so  sei  d  der  grösste  gemeinschaftliche Theiler 
der  beiden  Zahlen  T  und  ab€  =  dcV\  da  nun  zufolge  (13')  TT  durch 
abc  theilbar  ist,  so  geht  d'  m  T  auf,  und  da,  wie  oben  gezeigt  ist 
die  Zahlen  T,  T\  abc  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  sind  dund  d'  relative  Primzahlen,  und  d'  ist  zugleich  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  T'  und  abc. 
Dann  leuchtet  ein,  dass  man  allen  Forderungen  genügt,  wenn  mau 
z.  B.  t  =  rf,  V  =  d\  t"  =  1  nimmt;  denn  weil  t^V  ^\  (mod.  2> 
so  werden  x^  y^  z  ganze  Zahlen,  die  wegen  it'  =  abct"^  eine 
Lösung  der  Gleichung  (1) bilden;  diese  Lösung  ist  eine  eigenthche, 
weil  f,  t'  ungerade  relative  Primzahlen  sind;  da  endlich  t  =  t\ 
T=T  (mod.  2),  und  Tt  zi2  TV  =  0  (mod.  dd')  ist,  so  folgt 
auch  T*  t  ■=:  TV  (mod.  2abc\  d.  h.  die  eigentliche  Lösung  x.y^z 
genügt  den  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15). 

Ist  aber  afcc,  und  folglich  auch  T,  T'  gerade,  und  zwar  T+  T 
^  2  (mod.  4),  so  können  wir  der  Symmetrie  wegen  annehmen,  es 
sei  7'^  0,  T'  ^  2  (mod.  4);  dann  sei  d  wieder  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  der  beiden  Zahlen  T  und  abc  =dd\^ 
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wird  d'  in  T'  aufgehen.  Ist  nun  d*  ungerade,  so  genügt  man  allen 
Bedingungen,  wenn  man  z.  B,  t  r=  2d,  t'  =  2d\  t"  =  2  nimmt; 
denn  es  ist  t  =  0,V  =  2  (mod.  4j,  tt'  =  ahcV*\  Tt  ~  re'  =  0 
(mod.  2  abc)^  und  ^,  V  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen 
Theiler.  Ist  aber  d'  gerade,  so  kann  man  wieder  durch  (  =  d, 
V  =  d\  t"  ==  1  allen  Bedingungen  genügen;  da  nämlich  T :  d 
relative  Primzahl  zu  d'  und  folglich  ungerade  ist,  so  muss,  weil 
T  ^  0  (mod.  4),  auch  d  ^0  (mod.  4)  sein;  da  ferner  d'  in  T'  aufr 
geht,  und  T  :^  2  (mod. 4)  ist,  so  muss  auch  d'  ^  2  (mod.  4)  sein; 
mithin  ist  ^==0,  t'  ^  2  (mod.  4);  es  ist  ferner  tt'  =abeV'\  und 
die  Zahlen  t^V  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler; 
da  endlich  die  Quotienten  T :  d  und  T  :  d'  ungerade  sind,  so  ist 
ihre  Differenz  gerade,  und  folglich,  wenn  man  mit  dd'  ==abc 
multiplicirt,  Td'  —  T'd=  Tt'  -^  T't  =  0  (mod.  2abc%  was  zu 
beweisen  war. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  ausser  den  eben  angegebenen 
speciellen  Lösungen,  welche  die  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15) 
erfüllen,  alle  anderen  zu  bestimmen,  und  man  findet  namentlich 
leicht,  dass  zwei  eigentliche  Lösungen  x^  y,  z  und  ä^j,  i/i,  ^i,  welche 
resp.  durch  die  Werthe  f,  t'^t"  und  fi,  fi,  t'i  hervorgebracht  werden, 
stets  und  nur  dann  denselben  Congruenzen  (15)  genügen,  wenn 
tti^t'ti  (mod.  2abc)  ist*);  allein  alle  diese  an  sich  interessanten 
Vervollständigungen  sind  für  unsere  Zwecke  nicht  erforderlich. 
Wir  begnügen  uns  daher,  aus  den  obigen  Resultaten  noch  den 
Beweis  des  folgenden  Satzes  abzuleiten,  dessen  wir  später  durchaus 
bedürfen. 

III.  Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  und  ist  — bc 
quadratischer  liest  von  ap'^^  ivo  p  eine  in  bc  nicht  aufgehende 
Primzahl  bedeutet^  so  besitzt  die  Gleichung  (1)  auch  solche  eigent- 


*)  Hieraus  folgt,  dass  allen  zu  derselben  Classe  gehöripren  eigentlichen 
Lösungen  dieselbe  Zerlegung  ahc  =  dd'  entspricht,  mit  einziger  Ausnahme 
des  Falles,  wo  a6c  ==  2  (mod.  4),  in  welchem  der  Factor  2  nach  Belieben 
in  d  oder  in  d*  aufgenommen  werden  kann,  ohne  dass  eine  Aenderung  der 
Classe  eintritt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  (vergl.  die  früheren  Noten), 
dass  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Zerlegungen,  und  also  auch 
die  der  wirklich  existirenden  Classen  genau  mit  der  Anzahl  der  incon- 
gruenten  Wurzeln  der  Congruenz  x2=l  (mod.  aftc)  übereinstimmt;  hierin 
liegt  also  ein  neuer  Beweis  des  obigen  Satzes.  Aber  es  schien  angemessener, 
ihn  so  zu  führen,  dass  zugleich  eine  Lösung  gefunden  wird,  welche  den 
vorgeschriebenen  Congruenzen  genügt. 
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liehe  Lösungen  x^  y,  j?,  welche  der  Bedingung  a:  ^  0  {mod.  p) 
genügen. 

Der  Annahme  zufolge  besitzt  die  Gleichung  (1)  eine  eigent- 
liche Lösung  u,  t7,  w,  und  wir  können  alle  hieraus  in  I.  gezogenen 
P'olgerungen  für  uns  in  Anspruch  nehmen;  es  versteht  sich  Yon 
selbst,  dass  wir  den  yorstehenden  Satz  nur  für  den  Fall  zu  be- 
weisen brauchen,  dass  keine  der  beiden  Zahlen  UyU'  durch  j9 
theilbar  ist. 

Ist  nun  p  ungerade,  so  kann  man,  da  der  Annahme  nach 
—  bc  ^  a^  (mod.  p)  ist,  das  Vorzeichen  von  a  so  wählen,  dass 
bau"  4"  «  nicht  theilbar  durch  p  ist;  wären  nämlich  beide  Zahlen 
bcu"  -\-  a  und  bcu"  — u  durch  p  theilbar,  so  müsste  auch  ihre 
Differenz  2  a,  also  auch  a  durch  die  ungerade  Primzahl  p  theilbar 
sein,  was  gegen  —  bc  ^£  a^  (mod.  p)  und  die  Annahme  streitet, 
dass  p  nicht  in  bc  aufgeht.  Da  nun  u  ebenfalls  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  &  stets  so  bestimmen  (§.  25), 
dass  sie  der  Congruenz 

wo  ^  bcu"  4-  «  (mod.  p) 

genügt  und  ausserdem  relative  Primzahl  zu  2abc  wird,  weil  0, 
falls  p  in  2abc^  also  in  a  aufgehen  sollte,  schon  vermöge  dieser 
Congruenz  relative  Primzahl  zu  p  wird.    Setzt  man  nun 

wo  r  =  l  oder  =2  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  abc  ungerade  oder 
gerade  ist,  so  erhält  man  eine  entsprechende  eigentliche  Lösung 
x^  y,  ^,  welche  auch  der  Bedingung  x  ^  0  (mod.  p)  genügt  Ist 
nämlich  abc  ungerade,  also  r  =  1,  so  ist  ^  ^  ^'  ^  1  (mod.  2); 
ist  aber  abc  gerade,  also  r  =  2,  so  ist  ^  ^  2,  f  ^  0  (mod.  4); 
da  ferner  co  relative  Primzahl  zu  abc  ist,  so  haben  t^  V  keinen 
ungeraden  gemeinschaftlichen  Divisor,  und  da  tV  =  abct"^  ist, 
so  bilden  x^  y,  ^  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1).  Nun 

ist  nach  (12) 

* 

2x  =  ut  -f  u't'  —  2  bcu^r 

=  v{u  0)2  —  2bcu''c3  +  abcu'), 

also  mit  Rücksiclit  auf  (7) 

2ux  =  t  {(u(ü  —  bcu"y^  4-  bc)  =1  0  (mod.  p), 

weil  ua  —  ftc u"  ^  a,  bc  ^  —  a*  ist;  da  endlich  2u  nicht  durch 
p  theilbar  ist,  so  folgt  hieraus  x  ^  0  (mod.  p). 
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Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  |)  =  2  über.  Ist  "erstens  a 
gerade,  aber  nicht  ^0  (raod.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  da  der  An- 
nahme nach  —bc  quadratischer  Rest  von  4  a,  also  6  c  ^  -—  1  (mod.  8) 
ist,  dass  u  gar  nicht  ungerade  sein  kann;  da  nämlich  a  gerade, 
also  hv^  cw  ungerade  sind,  und  h^  —  c  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus 
au^  -^-bv^  +  CM)^  =  0,  dass  aw*  ^  0  (mod.  8),  und  folglich,  da  a 
nicht  ^  0  (mod.  8)  ist,  jedenfalls  u  gerade  sein  muss;  und  offenbar 
haben  dann  alle  anderen  eigentlichen  Auflösungen  x^  y,  z  dieselbe 
Eigenschaft  x  ^  0  (mod.  2).  Ist  zweitens  a  ^  0  (mod.  8),  also 
—  6c  ^  1  (mod.  8),  so  nehme  man  t'*  =  1,  und  tV  =  abc  der 
Art,  dass  einer  der  beiden  Factoren ,  z.  B.  f  ^  2  (mod.  4),  also 
der  andere  ^'  ^  0  (mod.  4)  wird,  und  dass  sie  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Divisor  erhalten,  was  sich  stets  erreichen  lässt. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  x,  y^  z  eine  eigentliche  Lösung 
bilden  werden.  Da  nun  der  Voraussetzung  nach  u  ungerade  ist, 
und  da  aus  1+  fecM"*=otit('^0 (mod.  8)  folgt,  dass  auch  w" 
ungerade  ist,  so  ergiebt  sich 

1x  =  ui  4-  MiV  —  2b  cu"  t"  =  2  +  0— 2  =  0  (mod.  4), 

also  ist  a;  ^  0  (mod.  2),  Ist  endlich  drittens  a  ungerade,  und  —  6c 
quadratischer  Rest  von  4  a,  also  b,c  ^  —  1  (mod.  4),  so  nehme 
man  t"  =  1,  und  nach  Belieben  tt'  =  a6c,  nur  so,  dass  t  und  t* 
relative  Primzahlen  werden;  dann  bilden  :r,  y,  z  eine  eigentliche 
Lösung,  weil  ausserdem  t  ^t*  ^  1  (mod.  2)  ist.  Da  nun  der 
Voraussetzung  nach  keine  der  Zahlen  u^ii'  gerade  ist,  so  folgt  aus 
ouu'  =  1  +  6cw"^  dass  m"  gerade,  und  folglich  auu'  ^l  (mod. 4) 
ist;  mithinist  M^.w'i'=  aww'.ftc^— l(mod.4),  also  t*^^  —  u't' 
(mod.  4),  und  hieraus  ergiebt  sich 

2x  =  ut  -{-  u't'  —  2bcu"V'  =  Q  (mod.  4), 
also  ist  0?  ^  0  (mod.  2). 

Hiermit  ist  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen,  und  dieser 
Beweis  enthält  offenbar  eine  Methode,  aus  einer  eigentlichen  Lö- 
sung 14,  v^  w  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  a^  b,  c  sind,  eine 
eigentliche  Lösung  xip^y^z  derjenigen  Gleichung  abzuleiten,  deren 
Coefficienten  ap^^  6,  c  sind,  vorausgesetzt,  dass  —  bc  quadratischer 
Rest  von  ap^  und  nicht  durch  die  Primzahl  p  theilbar  ist.  Durch 
wiederholte  Anwendung  desselben  Satzes  gelangt  man  offenbar 
zu  folgendem  Resultat: 

Shid  die  Zahlen  Ä  =  aP\  B  =  b  Ö'^,  C  =  cR^  reJatioe 
Primzahlen^  und  sind  die   Zahlen  — jBC,  — CA^   —AB  resp. 
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quadratische  Reste  von  A,  B,  C,  .so  fol(ß  ans  der  Existenz  einer 
eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

ax^  4-  ftya  +  cz'"-  =  0 
stets  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

Ax^  +  By^  +  Gz^  =  0. 


§.  157. 

Durch  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  ist  offenbar  die  Frage  nach 
der  eigentlichen  Lösbai'keit  der  Gleichung 

ax'^  +  6y2  ^  cz'^  =  0  (l) 

auf  den  Fall  zurückgeführt,  in  welchem  keine  der  relativen  Prim- 
zahlen a,  6,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist;  als  eine  erforderliche 
Bedingung  für  die  Lösbarkeit  ist  femer  im  vorigen  Paragraphen  (11) 
erkannt,  dass  die  Zahlen  — 6c,  — ca,  — ab  resp.  quadratische 
Reste  von  den  Zahlen  a,  b,  c  sein  müssen,  und  ausserdem  leuchtet 
ein,  dass  die  letzteren  unmöglich  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben 
können.  Mit  Hülfe  einer  Reductionsmethode,  welche  im  Wesent- 
lichen von  Lagrange*)  herrührt,  lässt  sich  nun  wirklich  beweisen, 
dass  diese  Bedingungen  auch  die  hinreichenden  sind,  dass  also 
folgender  Satz**)  besteht: 

Sind  a,  &,  c  drei  von  Null  verschiedene  und  durch  kein 
Quadrat  theilbare  relative  Primzahlen^  welche  nicht  alle  dassdbe 
Vorzeichen  haben ^  und  sind  die  Zahlen  — 6c,  — ca,  — ba  re$p- 
qtMdratische  Reste  der  Zahlen  a^  b,  c^  so  ist  die  Gleichung  (1) 
eigentlich  lösbar. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  der  Satz  in  dem  speciellen  Falle 
richtig  ist,  wenn  einer  der  Coefficienteu,  z.  B.  a  =  -\-  l^  ein  an- 
derer, z.  B.  6  =  —  1  ist;  denn  man  genügt  der  Gleichung  (1) 
durch  die  relativen  Primzahlen  x  =  y  =  1,  z  =  0. 

Um  uns  nun  bequemer  ausdrücken  zu  können,  nennen  wir, 
indem  wir  den  absoluten  Werth  einer  Grösse  k  mit  (k)  bezeichnen, 


♦)  Sur  la  Solution  des  probleines  indetermtueH  du  second  degre.  Mcm. 
de  l'Acad.  de  Berlin.  T.  XXIII.  1769.  (Oeuvres  de  L.  T.  If.  18G8.  p.  375.)- 
Ädditions  aux  Klhnens  d^ Algehre  pur  L.  Euler.    §.  V. 

*)  Legendre:  Theorie  des  Xomhres,  3>ne  ed.  T.  I.  §§.  III,  IV.  —  Gausi: 
I).  A.  artt.  294,  295.  —  Der  nachfolgende  Beweis  lässt  eich  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  a,  b,  c  quadratische  Divisoren  besitzen. 
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dasjenige  der  drei  Producte  (6  c),  (ca),  (ai),  welches  der  Grösse 
uacb  zwischen  den  beiden  anderen  liegt  den  Index  der  Gleichung 
(1),  und  wenn  etwa  zwei  dieser  Producte  oder  alle  drei  einander 
gleich  sein  sollten,  so  soll  unter  dem  Index  der  gemeinschaftliche 
Werth  dieser  beiden  oder  aller  Producte  verstanden  werden.  Aus 
dieser  Erklärung  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des 
Satzes  für  den  Fall,  dass  ihr  Index  =  1  ist;  denn  dann  muss, 
wie  man  leicht  erkennt,  (a)  =  (h)  =  (c)  =  1  sein,  und  da  die 
Coefficienten  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ergiebt 
sich  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  aus  der  vorausgeschickten 
Bemerkung. 

Um  nun  den  Beweis  allgemein  zu  führen,  nehmen  wir  an,  er 
sei  schon  geleistet  für  alle  Gleichungen,  deren  Index  kleiner  als 
eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  J  ist,  und  zeigen,  dass  der 
Satz  dann  auch  für  alle  Gleichungen  gelten  muss,  deren  Index 
=  J  ist.  Gelingt  dies,  so  gilt  der  Satz  allgemein,  weil  er  für 
J  =z  \  richtig  ist. 

Es  sei  daher  J  ^  2  der  Index  der  Gleichung  (1).  Nehmen 
wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  es  sei  (a)  ^  (b)  ^  (c), 
also  auch  (ab)  ^  (ac)  ^  (6c),  so  ist  J'=(ac);  wäre  nun  (6)  =  (c), 
so  müsste,  weil  6  und  c  relative  Primzahlen  sind,  (6)  =  (c)  =  1 
sein,  woraus  auch  J=  l  folgen  würde,  was  mit  unserer  Annahme 
streitet;  mithin  ist 

(a)  <  (6)  <  (c),  {ab)  <{ac)  =  J  ^  {bc).  (2) 

Der  Annahme  nach  ist  nun  —  ab  quadratischer  Rest  von  c,  und 
folglich  kann  man  eine  Zahl  r  so  bestimmen,  dass  ar^  '=:  —  6 
(mod.  c)  und  zugleich  (r)  <  \{c)  wird;  setzt  man  dann 

ar«  +  6  =  cC,  (3) 

so  wird  C  eine  ganze  Zahl,  deren  absoluter  Werth 

(C)  ^  (-^)^+ ®  <  1  J  +  1  <  J  (4) 

ist,  weil  (r)  ^  \  (c),  (« c)  =  J  ^  2,  und  (6)  <  (c)  ist. 

Ist  nun  C=0,  so  folgt  6  =  —  ar^,  also,  da  6  relative  Prim- 
zahl zu  a  und  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  (r)  =  1  und 
6  ==  —  a  ==  ±  1,  und  mithin  besitzt  die  Gleichung  (1)  in  diesem 
Falle  wieder  die  eigentliche  Lösung  x  =  t/  =  l,;gr  =  0. 

Ist  aber  C  von  Null  verschieden,  so  fuhren  wir  die  Gleichung 
(1)  folgendermaassen  auf  eine  andere  von  kleinerem  Index  zurück. 
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Es  sei  al  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  in  der 
Gleichung  (3)  vorkommenden  Glieder  aT\  6,  c  C,  so  ist  a!  zugleich 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  je  zweien  dieser  Zahlen, 
so  dass  die  drei  Glieder  der  Gleichung 

gr»         h_ cC 

IT  ^  a!~l!' 

gewiss  relative  Primzahlen  sind.  Da  nun  al  in  h  aufgeht,  also 
relative  Primzahl  zu  c  und  zu  a  ist,  so  muss  a'  in  C  und  in  r', 
also  auch  in  r  selbst  aufgehen,  weil  o!  als  Divisor  von  h  durch 
kein  Quadrat  theilbar  ist.    Man  kann  daher 

r  =  a!oL,    h  =  a'ß,     C  =  a' C  =  a' c  y'^  (5) 

setzen,  wo  y«  das  grösste  in  C"  =  c*  y^  aufgehende  Quadrat  be- 
deutet; hierdurch  geht  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über 

aa'a2  +  /J  =  cc'y\  (6) 

deren  drei  Glieder  also  relative  Primzahlen  sind;  setzen  wir 
endlich  noch 

h'  =  aß,  (7) 

so  sind  hierdurch  drei  Zahlen  a',  6',  c'  definirt,  welche,  wie  wir 
beweisen  wollen,  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  ge- 
gebenen Zahlen  a,  6,  c. 

Dass  erstens  keine  der  Zahlen  «',  b\  c'  =  0  ist,  leuchtet  ein, 
weil  a*V  =  a' aß  =  ab  ist,  und  cf  in  C  aufgeht.  Aus  a'b'  ^=ab 
folgt  ferner,  dass  a',  b'  relative  Primzahlen  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  sind,  weil  a,  b  dieselben  Eigenschaften  haben;  da  ferner 
y«  das  grösste  in  C  =  c*  y^  aufgehende  Quadrat  ist,  so  kann  c* 
durch  kein  Quadrat  theilbar  sein;  und  da  die  Glieder  der  Gleichung 
(6)  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  c'  auch  relative  Primzahl  zu 
aa'  ß  =  ab'. 

Die  Zahlen  a',&',c' können  auch  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  nämlich  ab  =  a'b'  negativ,  so  haben  a',  b'  entgegen- 
gesetzte Zeichen;  ist  aber  ab  positiv,  folglich  ca  und  bc  negativ, 
so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ar^  +  b  =  c  a'  c'y^,  dass  aV 
negativ  ist,  dass  also  a',  c'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Da  ferner  zufolge  der  Gleichung  (6),  deren  drei  Glieder  rela- 
tive Primzahlen  sind,  die  drei  Zahlen  ßcc^aco! d^  —  oa'^  =r  —  a'6' 
^esp.  quadratische  Reste  der  drei  Zahlen  aa\  ß^  c'  sein  müssen, 


§.  167.  Composition  der  Formen.  431 

und  da  nach  Voraussetzung  die  beiden  Zahlen  —  bc  =  —  ßa'c, 
—  ca  resp.  Beste  Ton  den  beiden  Zahlen  a^b  =  a'  ß  sind,  so  ergiebt 
sich  hieraus  leicht,  dass  die  drei  Zahlen  —  V  c\  —  d  a\  —  a'h' 
resp.  Reste  der  drei  Zahlen  a\  b\  d  sind. 

Endlich  ist  (a' V)  =  (ab)<,J zufolge  (2),  und  (c  a')  ^ (d ol)  y^ 
=  {C)  <  J  zufolge  (4);  mithin  ist  der  Index  der  Gleichung 

gewiss  kleiner  als  /,  und  folglich  ist  sie  nach  unserer  obigen 
Voraussetzung  lösbar  in  relativen  Primzahlen  a/,  y\  /;  da  nun 
die  Zahlen  a'  aaf  —  j3y',  cd  +  aay'  nicht  beide  verschwinden, 
weil  sonst  auch  a/  =  y'  =  0  wäre,  so  kann  man 

mx  =  a^  vLod  —  ß\f\    my  =  x*  +  a«j/';    mz  =  dyz* 

setzen,  wo  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der  drei 
Zahlen  rechter  Hand  bedeutet;  hieraus  folgt  aber  mit  Beachtung 
von  (5),  (6),  (7) 

m'^{ax^  +  by^  +  cz^)  =  cdy^(p!(xi^  -h  6'y'*  +  dz*^)  =  0, 

also,  da  m  nicht  =r  0  ist,  auch 

arr«  +  6y»  ^  cz^  =  0; 
da  endlich  die  Zahlen  ^,  y,  z  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  und  keine  der  Zahlen  a^b^c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist, 
so  sind  Xi  y^  z  auch  relative  .Primzahlen  und  bilden  folglich  eine 
eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1). 

Hiermit  ist  der  Schluss  vollständig  durchgeführt,  und  also 
auch  der  obige  Satz  allgemein  bewiesen.  Es  leuchtet  ferner  ein, 
dass  in  der  successiven  Zurückführung  der  Gleichung  (1)  auf 
ähnliche  Gleichungen  von  immer  kleinerem  Index  und  endlich 
auf  eine  Gleichung,  in  welcher  ein  Coefficient  =  +  1,  ein  anderer 
=  —  1  ist,  auch  eine  Methode  liegt,  eine  Lösung  derselben  zu 
finden. 

Nachdem  für  diejenigen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sind,  die  oben  genannten  erforderlichen 
Bedingungen  zugleich  als  hinreichend  für  die  Existenz  eigentlicher 
Lösungen  erkannt  sind,  so  geht  aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  hervor,  dass  genau  dasselbe  stattfindet  für  alle 
Gleichungen  (1),  deren  Coefficienten  von  Null  verschieden  und 
relative  Primzahlen  sind.  Wir  können  daher  das  Gesammtresultat 
unserer  Untersuchungen  in  dem  folgenden  wichtigen  Satze  nieder- 
legen : 
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Smd  die  Zahlen  a,  6,  c  relative  Primzahlen  und  von  Nt^l  ver- 
schieden, so  ist  die  Gleichung 

ax^  +  6i/2  -\-  cg^  =  0 
stets  und  nur  dann  in  relativen  Primmhlen  r,  t/,  z  lösbar^  u^enn 
die  Zahlen  —  fec,  — ca,  —  ab  resp.  quadratische  Reste  von  den 
Zahlen  a,  6,  c  sind^  und  diese  letzteren   nicht  alle  dasselbe  Vor- 
zeichen haben;  ist  ferner 

—  fcc  =  91»  (mod.  a),  —  c a  =  SB«  (niod.  fe),   —  afe  =  6«  (mod.  (?), 

so  ist  die  obige  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  x^  y^  z  derart 
lösbar^  dass 

%z  ^by  (mod.  a),  93ir  ^  c^  (mod.  i),  6y  ^  aa:  (mod.  c) 
wird, 

§.  158. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  das  oben  (§.  155) 
erwähnte  grosse  Theorem  von  Gauss  leicht  beweisen: 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplicatiofi. 

Als  Repräsentanten  der  dem  Hauptgeschlechte  der  Determi- 
nante D  angehörenden  Glasse  wählen  wir  eine  Form  (A,  JB,  (7), 
deren  erster  Coefficient  Ä  relative  Primzahl  zu  2  2)  ist  (§.  93). 
Da  die  Zahl  Ä  durch  diese  Form  darstellbar  ist,  und  alle  Einzel- 
Charaktere  derselben  den  Werth  +  1  haben,  so  ist  A  quadra- 
tischer Rest  von  jeder  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahl 
und  auch  von  4  oder  von  8,  falls  D  durch  4  oder  8  theilbar  ist 
(§§.  121,  122);  mithin  ist  (nach  §.  37)  Ä  quadratischer  Rest  von 
D  selbst  (umgekehrt  ergiebt  sich  leicht,  zum  Theil  mit  Hülfe 
des  Reciprocitätssatzes ,  dass  die  Form  (-4,  B,  C)  gewiss  dem 
Hauptgeschlecht  angehört,  wenn  A  relative  Primzahl  zu  2  2), 
quadratischer  Rest  von  D,  und,  falls  D  negativ  sein  sollte,  positiv 
ist).  Ja,  man  kann  sogar  voraussetzen,  dass  A  quadratischer 
Rest  von  42)  ist,  d.  h.  dass  J.  ^  1  (mod.  4),  oder  A^l  (mod.  8) 
ist,  je  nachdem  D  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  ist  in  der  That 
von  selbst  der  Fall,  wenn  Z)  ^  3  (mod.  4),  oder  D  ^  0  (mod.  8) 
ist;  sollte  ferner  A  in  den  übrigen  Fällen  dieser  Bedingung  nicht 
genügen,  wäre  also  A  ^3  (mod.  4),  ^  7  (mod. 8),  ^  3  (mod. 8)t 
^  5  (mod.  8),  je  nachdem  JD  ^  l  (mod.  4),  ^  2  (mod.  8),  =  6 
(mod.  8),  ^  4  (mod.  8),  so  kann  man  die  Form  (A,  B,  C)  durch 


w 
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eine  Substitution  (S';~J)  in  eine  Form  transformiren,  deren  erster 
Coefficient  A  ^=  AoC^  -{-  2Ba+  C  relative  Primzahl  zu  2  J)  ist 
und  zugleich  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt;  da  nämlich 
AA'  =z  (Aa  4-  -B)'  —  D  ist,  so  braucht  man  a  nur  so  zu 
wählen,  dass  Aa  -\-  B  im  ersten  Falle  gerade,  in  den  drei  übrigen 
Fällen  aber  ungerade  wird,  was  sich  stets  in  der  Art  erreichen 
lässt,  dass  Act  -^-  B  zugleich  relative  Primzahl  zu  I)  wird. 

Wir  setzen  daher  voraus,  dass  A  quadratischer  Rest  von  4Z> 
und  relative  Primzahl  zu  4/>ist;  da  nun  4l>^(2i?)«  (mod.  Ay 
also  quadratischer  Rest  von  A  ist,  und  da  die  Zahlen  A^  4D  nicht 
beide  negativ  sind,  so  besitzt  die  Gleichung 

Ax^  +  4Dj^«  —  j8r«=0 
immer  eigentliche  Lösungen  a;,  y,  s,  welche  der  Bedingung 

2Bz  =  ^Dy,    also    z^2ßy{mod.A) 
genügen  (§.  157);  man  kann  daher  z  =  At  -\-  2  By  setzen,  wo- 
durch die  obige  Gleichung  in  die  folgende  übergeht 

At^  +  2B((2y)  +  C{2yy  =  x'i\  t 

da  Ax^  2Dy,z  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  auch  t,  2y  rela- 
tive Primzahlen,  und  folglich  ist  {A^  IJ^  C)  einer  Form  äquivalent 
(§.  60),  deren  erster  Coefficient  x^  eine  Quadratzahl  und  relative 
Primzahl  zu  2  Z)  ist,  und  welche  folglich  (nach  §.  155)  durch 
Duplication  einer  Form  entsteht,  deren  erster  Coefficient  =  x  ist. 
Was  zu  beweisen  war*). 

Die  unendlich  vielen  eigentlichen  Lösungen  a:,  y,  e  der  obigen 
Gleichung,  welche  der  Bedingung  z  ^=  2  By  (mod.  A)  genügen, 
zerfallen  nun  noch  in  verschiedene  Classen  in  Bezug  auf  den 
Modul  4  D  (§.  156,  IL);  auf  den  Zusammenhang  dieser  Lösungen 
mit  den  verschiedenen  Classen,  durch  deren  Duplication  dieselbe 
gegebene  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 


*)  Die  Zurückfuhr unf^  dieses  Satzes  von  Gauss  auf  den  von  Lagrange 
und  Legendre  ist  zuerst  von  Arndt  ausgeführt  (Ueber  die  Anzahl  der 
Genera  der  quadratischen  Formen ;  Crelle's  Journal,  Bd.  56),  doch  weicht 
die  ohige  Darstellung  in  mehreren  Puncten  von  der  seinigen  ab.  In 
Wahrheit  gehört  der  Satz  von  Lagrange  nach  Inhalt  und  Methode  des 
Beweises  in  die  Theorie  der  ternären  Formen.  —  Man  vergleiche  ferner 
Kronecker:  Ueber  den  Gebrauch  der  DirichleVachen  Methoden  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  (Monatsber.  d.  Berliner  Akad.    12.  Mai  1864), 
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XI.  üeber  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen. 


§.  159. 

Der  Begriff  der  ganzen  Zahl  hat  in  diesem  Jahrhundert  eine 
Erweiterung  erfahren,  durch  welche  der  Zahlentheorie  wesentKch 
neue  Bahnen  eröffnet  sind ;  den  ersten  und  wi<;htigsten  Schritt  aaf 
diesem  Gebiete  hat  Gauss*)  gethan,  und  wir  wollen  zunächst  die 
Theorie  der  von  ihm  eingeführten  ganzen  complexen  Zahlen  wenig- 
stens in  ihren  wichtigsten  Grundzügen  darstellen,  weil  hierdurch 
das  Verständniss  der  später  folgenden  Untersuchungen  über  die 
allgemeinsten  ganzen  algebraischen  Zahlen  gewiss  erleichtert  wird. 

Bisher  haben  wir  unter  ganzen  Zahlen  ausschliesslich  die 
Zahlen 

0,  +  1,  +:  2,  +  3,  +  4  .  .  . 

verstanden,  nämlich  alle  diejenigen  Zahlen,  welche  durch  wieder- 
holte Addition  und  Subtraction  aus  der  Zahl  1  entstehen;  diese 
Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Mnlti- 
plication,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Summen,  Differenzen  and 
Producte  von  je  zwei  ganzen  Zahlen  sind  wieder  ganze  Zahlen. 
Dagegen  fuhrt  die  vierte  Grundoperation,  die  Division,  auf  den 
umfassenderen  Begriff  der  regionalen  ZaMen^  unter  welchem  Namen 
die  Quotienten**)  von  irgend    zwei    ganzen  Zahlen    verstanden 


*)  Theoria  residuorum  biquadraticorum,  IL  1832.  —  Vergl.  die  Ab- 
handlungen von  Dirichlet:  JRecherches  sur  les  f armes  quadratiquea  ä  coefß' 
cients  et  ä  indetemiinees  complexes  (Crelle's  Journal,  Bd.  24)  und  Unter- 
suchungen  über  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  (Abh.  d.  Berliner  Ak«d. 
1841). 

*♦)  Dem  Begriffe  eines  Quotienten  gemäss  wird  es  hier  und  im  Fol- 
genden als  selbstverständlich  angesehen ,  dass  der  Divisor  oder  Nenner 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist. 
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werden;  offenbar  reproduciren  sich  diese  rationalen  Zahlen  durch 
alle  vier  Grundoperationen.  Jedes  System  von  reellen  oder  com- 
plexen  Zahlen,  welches  diese  fundamentale  Eigenschaft  der  Re- 
production  besitzt,  wollen  wir  künftig  einen  ZcMkorper  oder  kurz 
einen  Körper  nennen;  der  Inbegriff  R  aller  rationalen  Zahlen  ist 
daher  ein  Körper,  und  zwar  bildet  er  das  einfachste  Beispiel  eines 
solchen.  Dieser  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  besteht  nun  aus 
ganzen  und  gebrochenen,  d.  h.  nicht  ganzen  Zahlen;  die  ersteren 
wollen  wir  in  Zukunft  rationale  ganze  jicMen  nennen,  um  sie  von 
den  neu  einzuführenden  ganzen  Zahlen  zu  unterscheiden. 

Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  zur  Abkürzung  V —  1  =t 
setzen,  zu  der  Betrachtung  desjenigen  Körpers  J',  welcher  aus 
allen  complexen  Zahlen  o  von  der  Form 

besteht,  wo  x  und  y  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten,  die 
wir  die  Coordinaten  der  Zahl  o  nennen  wollen.  Diese  Zahlen  ai 
bilden  in  der  That  einen  Körper;  denn,  wenn 

a  =  Xi  -\-  y^i    und    /3  =  ar,  +  y« * 

irgend  zwei  solche  Zahlen  sind,  so  gehören  auch  ihre  Summe, 
Differenz,  ihr  Product  und  Quotient,  d.  h.  die  Zahlen 

a  +  /J  =  (a;i  ±  a;,)  -f  (j/i  +  y^)i 
aß  =  {xiXt  —  yiyi)  +  (xi  y,  +  yiXf)i 

«  _  ^1^3  +  yiya  ,  Vi  ^>  —  ^1  y2  ■ 
ß~    ^i  +  yi    "^    ^i  +  yi 

demselben  System  J  an.  Dieser  Körper  eT",  welcher  offenbar  auch 
alle  rationalen  Zahlen  enthält,  soll  ein  Körper  zweiten  Grades  oder 
ein  quadratischer  Korper  heissen,  weil  alle  seine  Zahlen  o  durch 
wiederholte  Anwendung  der  vier  Grundoperationen  aus  der  einen 
Zahl  i  entstehen,  welche  eine  Wurzel  der  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  behafteten  quadratischen  Gleichung 

i«  +  1  =  0 

ist  Diese  Gleichung  hat  die  Zahl  — i  zur  zweiten  Wurzel;  ist 
nun  cDz=x  -\-yi  auf  die  angegebene  Weise  aus  i  entstanden,  also 
eine  Zahl  des  Körpers  eT*,  so  wird  aus  der  Zahl  — i  durch  dieselben 
Operationen  die  mit  o  conjugirte  Zahl  x  —  yi  entstehen,  die 
ebenfalls  dem  Körper  J  angehört,  und  welche  wir  immer  mit  m' 
bezeichnen  wollen.     Dann  ist  umgekehrt  die  mit  m'  conjugirte 

28* 


i 


436  Supplement  XL  §.  159. 

Zahl  (o')'  =  CD,  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  für  je  zwei 
Zahlen  a,  ß  des  Körpers  J  die  folgenden  Gesetze  gelten: 

(« ±  ßy  = «'  ±  /3' 


Unter  der  Norm  einer  Zahl  o  verstehen  wir  das  Product  o  o' 
aus  den  beiden  conjugirten  Zahlen  (o  und  cd',  und  wir  bezeichnen 
diese  Norm  durch  das  Symbol  N{g});  es  wird  daher 

N{x  +  yi)  —  {x  +  yi)  {x  —  yi)  ==  ^a  +  y«, 
und  hieraus  folgt,  dass  die  Norm   immer   eine  positive  rationale 
Zahl  ist  und  nur  dann  verschwindet,   wenn  a  =  Ö,  also  a:  =  ü 
und  y  =  0  ist.    Da  ferner  (a  ßy  =  u'  ß\  also 

ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

d.  h.  die  Norm  eines  Productes  ist  gleich  dem  Producte  aus  den 
Normen  der  Factoren;  und  ein  ganz  ähnlicher  Satz  gilt  offenbar 
auch  für  die  Quotienten. 

Wir  theilen  nun  alle  Zahlen  des  Körpers  J  in  zwei  grosse 
Classen  ein ;  eine  solche  Zahl  (o  =x  -\-yi  soll  eine  ganze  complese 
oder  kürzer  eine  ganze  Zahl  heissen,  wenn  ihre  beiden  Coordinaten 
x^  y  ganze  rationale  Zahlen  sind;  ist  aber  mindestens  eine  der 
beiden  Coordinaten  eine  gebrochene  Zahl,  so  soll  auch  a  eine 
gebrochene  Zahl  heissen.  Offenbar  bilden  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  x  einen  Theil  des  Systems  aller  ganzen  coraplexen  Zahlen, 
und  umgekehrt  ist  jede  ganze  complexe  Zahl  x-\-yi,  wenn  sie 
zugleich  rational  ist,  nothwendig  eine  ganze  rationale  Zahl  x. 
Unter  einer  natürlichen  Tinhl  verstehen  wir  nach  altem  Herkommen 
immer  eine  positive^tilso  von  Null  verschiedene,  ganze  rationale ZaIü 

Aus  den  obigen  Formeln  für  die  Summe,  Differenz  und  das 
Product  zweier  in  J"  enthaltenen  Zahlen  leuchtet  nun  zunächst  ein, 
dass  unsere  ganzen  Zahlen  sich  durch  Addition,  Subtraction  und 
Multiplication  reproduciren.  Die  Analogie  mit  der  Theorie  der 
rationalen  Zahlen  veranlasst  uns  daher,  den  Begriff  der  Theilbar- 
keit  einzuführen:  die  ganze  Zahl  a  hcisst  theilbar  durch  die  ganze 
Zahl  ß,  wenn  a  =  /3y,  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  zugleich 
heisst  a  ein  Vielfaches  oder  Multiplum  von  /3,  und  ß  ein  Theiler 
oder  Divisor  oder  Factor  von  «,  oder  man  sagt  auch,  ß  gehe  in  « 
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auf.  Aus  dieser  Erklärung,  durch  welche  der  BegriflF  der  Theilbar- 
keit  für  rationale  ganze  Zahlen  nicht  geändert  wird,  ergeben  sich 
(^wie  in  §.  3)  die  beiden  folgenden  Elementarsätze: 

I.  Sind  a  und  ß  theübar  durch  ft,  so  sind  auch  die  Zahlen 
oc  -\-  ß  und  a  —  ß  theübar  durch  ft.  Denn  aus  a  =  ^  «i  und 
ß  =  Hß^  folgt  a  +  ß  =  (i  (»1  +  /3i),  und  da  o^,  ßi  ganze  Zahlen 
sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  Zahlen  o^  ±  ßi- 

IL  Ist  %  theilbar  durch  A,  und  k  theübar  durch  ^,  so  ist  auch  x 
theübar  durch  fi.  Denn  aus  x  =  a  A  und  X  =  ß(i  folgt  x  =  (a/3)  fi, 
und  da  a  und  /3  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  auch  aß  eine  ganze  Zahl. 

Ist  a  =  X  +  yi  eine  ganze  Zahl,  so  ist  offenbar  die  con- 
jugirte  Zahl  cn'  =  x  —  yi  ebenfalls  eine  ganze  Zahl,  und  folglich 
ist  N(c))  theilbar  durch  o.  Diese  Norm  ist  immer  eine  natür- 
liche Zahl,  wenn  o  von  Null  verschieden  ist,  und  aus  dem  Satze 
über  die  Norm  eines  Productes  ergiebt  sich  der  folgende,  welcher 
aber  nicht  umgekehrt  werden  darf: 

Ist  a  theilbar  durch  /3,  so  ist  N  (a)  auch  theilbar  durch  N  (ß). 

Unter  einer  Einheit  wird  jede  ganze  Zahl  s  verstanden, 
welche  ein  Divisor  der  Zahl  1  ist  und  folglich  auch  in  allen 
ganzen  Zahlen  aufgeht;  nach  dem  vorstehenden  Satze  muss  N{() 
in  N  (1),  d.  h.  in  der  Zahl  1  aufgehen,  und  folglich  muss 

N{6)  =  1,  d.  h.  6  6'  =  1 

sein-,  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  Zahl  £,  deren 
Norm  =  1  ist,  gewiss  eine  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  s  =  x  -\-  yi^ 
so  ist  ^2  4-  y^  =  1?  u^d  d^  ^?  y  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so 
ist  entweder  x^  =  l  und  y  =  0,  oder  x  =  0  und  y»  =  1 ;  man 
erhält  daher  die  folgenden  vier  Einheiten 

c  =  1,  —  1,  i,  —  i, 

welche  man  auch  in  der  Form 

s  =  i" 

zusammenfassen  kann,  wo  n  eine  beUebige  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet.  In  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur 
zwei  Einheiten,  nämlich  die  Zahlen  ±  1. 

Sind  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  gegen- 
seitig durch  einander  theilbar,  so  sind  die  Quotienten 

-^    und   -^ 
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ganze  Zahlen,  und  da  ihr  Product  =  1  ist,  so  sind  sie  nothwendig 
Einheiten,  mithin  ist  /)  =  a  £,  wo  £  eine  Einheit;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  auch  a  =  ßs\  also  ist  jede  der  beiden 
Zahlen  a,  ß  durch  die  andere  theilbar.  Zwei  solche  Zahlen  heissen 
associirte  Zahlen,  und  es  leuchtet  ein,  dass  je  vier  associirte  Zahlen 

a,  ai,  — a,  —  ni 

bei  allen  Fragen  der  Theilbarkeit  sich  ganz  gleich  yerhalten;  ist 
nämlich  eine  ganze  Zahl  a  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  /i,  so 
ist  auch  jede  mit  a  associirte  Zahl  durch  jede  mit  \i  associirte 
Zahl  theilbar.  Wir  sehen  daher  im  Folgenden  vier  solche  associirte 
Zahlen  als  nicht  wesentlich  verschieden  an. 

Um  nun  eine  ausreichende  Grundlage  für  die  Theorie  der 
Theilbarkeit  in  unserem  Gebiete  der  ganzen  complexen  Zahlen 
zu  gewinnen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jede  dem  Körper  3 
angehörige  Zahl  g^  =  x  -{-  yi^  mag  sie  ganz  oder  gebrochen  sein, 
stets  als  Summe  von  zwei  Zahlen  v  und  Oi  dargestellt  werden 
kann,  von  denen  die  erstere  v  eine  ganze  Zahl  ist,  wahrend 
N  (oi)  <  1  wird;  sondert  man  nämlich  aus  den  rationalen  Coordi- 
naten  x^  y  die  nächstliegenden  ganzen  Zahlen  r,  s  aus,  so  wird 
X  =^  r  -\-  Xi  ^  y  =  s  -\-  yi^  wo  Xi^  y^  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  absolute  Werthe  ^  ^  sind;  setzt  man  daher  v  =  r  -f-  si^ 
Ol  =  Xj  +  yi  i,  so  wird  o  ==  v  -|-  ©i ,  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und 

N(ia,)  =  x^  +  y«  ^  I  <  1 

ist    Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  wichtige  Satz: 

Ist  a  eine  beliebige  ganze  ^  und  ß  eine  von  NtiU  verscMedene 
ganze  Zahl^  so  kann  man  zwei  ganze  Zahlen  y  und  v  immer  so 
wählen^  dass 

a  =  vß  +  y,und  N(y)  <  N{ß) 
wird. 

Da  nämlich  der  Quotient  der  beiden  Zahlen  a,  ß  eine  dem 
Körper  J  angehörige  Zahl  o  ist,  so  kann  man 

-5-  =  »^  +  öl,  also  a  =  vß  -\-  ßoi 

setzen,  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und  N((Oi)  <l  ist;  hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Zahl  y  =  ßca^  =r  u  —  vß  ebenfalls  eine  ganze 
Zahl,  und  dass  ihre  Norm 


J 
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N  (y)  =  N  (ß)  N  iiD,)<  N  (ß) 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  die  Aufgabe  behandeln, 
alle  gemeinschaftlichen  Divisoren  von  zwei  gegebenen  ganzen 
Zahlen  a,  ß  zu  finden  (vergl.  §.  4);  behalten  nämlich  v  und  y  die 
eben  festgesetzte  Bedeutung,  so  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Ele- 
mentarsätzen I.  und  II.,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von 
a,  ß  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  /J,  y  ist,  und  umgekehrt ; 
man  wird  daher,  wenn  y  nicht  =  0  ist,  wieder  zwei  ganze  Zahlen 
d  und  X  so  bestimmen,  dass 

ß  =  %y  4-  Ä,  und  iV(«)  <  iV(y) 

wird,  und  wenn  ff  noch  nicht  =  0  ist,  wird  man  auf  dieselbe  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  unter  den  successiven  Divisionsresten  y, 
d  .  .  .  die  Zahl  Null  auftritt.  Dies  muss  nothwendig  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  geschehen,  weil  die  Normen 
dieser  Reste  natürliche  Zahlen  sind,  die  beständig  abnehmen. 
Ist  ft  der  letzte  von  diesen  Resten,  welcher  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat,  so  haben  wir  eine  Kette  von  Gleichungen 
von  der  Form 

a  =  v/3  -|-  y 

ß  =:  ny  '\-  i 


l   =  Tfl, 

aus  welcher  hervorgeht,  dass  fi  gemeinschaftlicher  Divisor  von 
«,  /J,  und  dass  umgekehrt  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von 
a,  ß  nothwendig  ein  Divisor  von  /x  ist.  Diese  Zahl  yi^  und  ebenso 
jede  mit  ihr  associirte  Zahl,  heisst  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a  und  /J,  weil  er  unter  allen  gemeinschaftlichen 
Divisoren  die  grösste  Norm  hat.  Sind  a  und  ß  rational^  so  ist  fi 
ebenfalls  rational  und  identisch  mit  derjenigen  Zahl,  welche  in 
der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a  und  ß  genannt  wurde. 

Durch  ümkehrung  der  obigen  Gleichungen,  wobei  man  sich 
wieder  des  Euler'schen  Algorithmus  (§.  23)  bedienen  kann,  ergiebt 
sich,  dass  immer  zwei  ganze  Zahlen  |,  17  existiren,  welche  der 
Bedingung 
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genügen  (im  Falle  y  =  0,  ii  =  ß,  kann  man  S  =  0,  ij  =  1  setzen), 
und  derselbe  Satz  gilt  offenbar  auch  dann ,  wenn  /i  nicht  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,  ß  selbst,  sondern 
irgend  eine  durch  denselben  theilbare  Zahl  bedeutet. 

Nachdem  für  je  zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  (die  nicht  beide  ver- 
schwinden) die  Existenz  eines  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
nachgewiesen,  und  zugleich  eine  Methode  zur  Auffindung  desselben 
angegeben  ist,  leuchtet  ein,  dass  die  Lehre  von  der  Theilbarkeit 
der  complexen  ganzen  Zahlen  sieb  ganz  ähnlich  gestalten  muss, 
wie  bei  den  rationalen  Zahlen.  Wir  heben  zunächst  folgende 
I*uncte  hervor.  Zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative  Primzahlen 
oder  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor,  wenn  sie  ausser  den 
vier  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen;  es  giebl 
dann  immer  zwei  ganze  Zahlen  |,  ?y,  welche  der  Bedingung 

genügen,  und  umgekehrt  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  a,  ß  relative  Primzahlen  sind.  Ist  nun  ©  eine  beliebige  ganze 
Zahl,  so  ergiebt'sich  aus 

a(a}|)  +  (/Jö)Ii?  =  o, 

dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  ßca  [nothwendig 
Divisor  von  o  ist  (vergl.  Jj.  5);  wenn  daher  ©  ebenfalls  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  so  folgt,  dass  auch  das  Product  ß(o  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  und  dieser  Satz,  wiederholt  angewendet,  Uefert 
den  folgenden: 

Wenn  jede  der  Zahlen  aj,  «^^  «a  •  •  •  relative  Primzald  s^ 
jeder  der  Zahlen  ß\t  ßi  -  -  >  ist,  so  sind  auch  die  beiden  Produäe 
«1  «2  «3  ...  und  ßiß.2  ...  relative  Primzahlen, 

Aus  derselben  Gleichung  ergeben  sich  offenbar  auch  die 
folgenden  Sätze: 

Sind  a,  ß  relative  Primzahlen^  und  ist  ß(o  theilbar  durch  «, 
so  ist  auch  a»  theilbar  durch  a. 

Ist  ö  ein  gemeinschaftliches  Multiplum  der  beiden  relativai 
Primzahlen  a,  ß,  so  ist  (d  auch  durch  ihr  Product  aß  theäbar 

Unter  einer  complexen  Primzahl  ist  eine  ganze  Zahl  n  zu  ver- 
stehen, welche  keine^Einheit  ist,  und  deren  Divisoren  entweder 
mit  n  associirt  oder  Einheiten  sind  (vergl.  §.  8).  Ist  nun  a  eine 
beliebige  ganze  Zahl,  so  muss  einer  und  nur  einer  der  beiden 
folgenden    Fälle    eintreten:   entweder    ist   a   theilbar  durch  die 


^■■f 
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Primzahl  ^,  oder  a  ist  relative  Primzahl  zu  7C\  denn  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  a,  tc  ist  entweder 
associirt  mit  x  oder  eine  Einheit.  Mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
hergehende folgt  hieraus  offenbar  der  Satz: 

Wenn  ein  Produd  aus  mehreren  gangen  Zahlen  a^  ß^  y  .  ,  . 
durch  eine  Primzahl  n  theilhar  ist^  so  geht  x  mindestens  in  einem 
der  Factoren  a,  /i,  y  .  .  .  auf. 

Jede  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahl  a  ist  nun  entweder 
eine  Einheit,  oder  eine  Primzahl,  oder  sie  besitzt  mindestens 
einen  Divisor  /J,  welcher  weder  eine  Einheit,  noch  mit  a  associirt 
ist;  in  diesem  letzten  Falle  heisst  a  eine  zusammengesetzte  Zahl^ 
und  wenn  a  =  ßk  gesetzt  wird,  so  ist  auch  k  keine  Einheit,  und 
da  N(a)  =  N{ß)N(X)  ist,  so  ergiebt  sich  N(tt)>N(ß)>l,  weil 
die  vier  Einheiten  die  einzigen  Zahlen  sind,  deren  Norm  =  1  ist. 
Hieraus  folgt  leicht  (vergl.  §.  8),  dass  mindestens  eine  in  a  auf- 
gehende Primzahl  existirt;  denn  wenn  ß  noch  keine  Primzahl, 
mithin  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  besitzt  sie  wieder  einen 
Divisor  y,  der  der  Bedingung  N(ß)>  N (y)  >  1  genügt,  und 
wenn  y  noch  keine  Primzahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  in  der  Reihe  der  Zahlen«,  ft  y  .  .  .  eine 
Primzahl  tc  auftritt,  was  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zer- 
legungen geschehen  muss,  weil  die  Reihe  der  beständig  abneh- 
menden natürlichen  Zahlen  JN(a),  N(ß),  N(y)  .  .  .  nothwendig 
einmal  abbrechen  wird.  Offenbar  ist  nun  a  theilbar  durch  x  und 
folglich  von  der  Form  sr«!,  wo  «j  entweder  eine  Primzahl  oder 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist;  im  letzteren  Falle  kann  man 
wieder  «1  =  ^102,  also  a  =  3rÄiaj  setzen,  wo  tCi  eine  Primzahl 
bedeutet,  und  wenn  ctg  noch  keine  Primzahl,  sondern  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise  fort- 
fahren, bis  in  der  Reihe  der  Zahlen  «i,  03  .  .  .  eine  Primzahl 
On  =^  Xn  auftritt,  was,  wie  sich  abermals  aus  der  Betrachtung 
der  Normen  ergiebt,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zer- 
legungen geschehen  muss.    Dann  ist  die  zusammengesetzte  Zahl 

dargestellt  als  ein  Product  von  n  +  1  Factoren ,  welche  sämmtlich 
Primzahlen  sind.  Gesetzt  nun,  dieselbe  Zahl  a  sei  auch  ein  Pro- 
duct aus  m  4-  1  Primzahlen  Q,  Qi-^  Q%  .  -  >  Qmt  also 


TCTTiTT-t   ...   TT^  •=   Q  Qi  ^.j 
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so  muss  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  in  diesem  Prodacte  a 
aufgehende  Primzahl  ä  nothwendig  in  einem  der  Factoren  p,  (^, 
^2  •  •  •  pmi  z.  B.  in  ^  aufgehen;  da  aber  q  ebenfalls  eine  Primzahl 
ist  und  folglich  ausser  den  Einheiten  nur  solche  Divisoren  besitzt, 
welche  mit  q  associirt  sind,  so  muss  n  =  sq  sein,  wo  e  eine 
Einheit  bedeutet,  und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  q  die 
Gleichung 

£  ST]  ^T)   .  .  .  9r„  =  Pi  ^3  .  .  .   Qf^] 

da  nun  das  Product  rechter  Hand  durch  die  Primzahl  ni  theilbar 
ist,  so  muss  zufolge  derselben  Schlüsse  die  Zahl  tti  mit  einem  der 
Factoren  dieses  Productes,  z.  B.  mit  Qi  associirt,  also  von  der 
Form  SiQi  sein,  wo  «j  eine  Einheit  bedeutet.  Die  durch  Division 
mit  Qi  entstehende  Gleichung 

kann  man  offenbar  in  derselben  Weise  weiter  behandeln ;  es  ergiebt 
sich  hieraus  zunächst,  dass  m  nicht  kleiner  als  n  ist,  und  dass 
man  sr^  =  £2  Pq  ?  ^3  =  ^sPs  •  •  •  ^n  =  £»  Qn  setzen  kann,  wo  tf, 
£3  .  .  .  £n  Einheiten  bedeuten.    Wäre  nun  w  >  n,  so  würde  sich 


£  £1  £3  .  .  .  £n  Pn+1   ^n+2  •  •  •  ^m 

ergeben,  und  es  wäre  folglich  ein  Product  von  lauter  Einheiten 
durch  mindestens  eine  Primzahl  Qn  ^  1  theilbar,  was  unmöglich  ist 
Mithin  ist  m  =  n^  und  die  beiden  Zerlegungen  der  Zahl  a  in 
Primfactoren  sind  wesentlich  identisch,  d.  h.  wenn  in  der  einen 
Zerlegung  genau  r  Factoren  auftreten ,  welche  mit  einer  und  der- 
selben Primzahl  n  associirt  sind,  so  finden  sich  auch  in  der  anderen 
Zerlegung  genau  r  solche  mit  tt  associirte  Factoren.  In  diesem 
Sinne  ist  der  hiermit  bewiesene  Fundamentalsatjs  (vergl.  §.  8)  zu 
verstehen : 

Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets  und  wesentlich  nur 
auf  eine  einzige  Weise  als  Product  aus  einer  endlichen  AmM 
von  Primzahlen  darstellen. 

Es  ist  nun  auch  nicht  schwer,  sich  einen  deutlichen  lieber- 
blick  über  alle  in   unserem   Körper  J  vorhandenen  complexen 
Primzahlen  n  zu  verschaffen.    Es  giebt  offenbar  unendlich  viele 
natürliche  Zahlen,  die  durch  eine  bestimmte  Primzahl  %  theilbar 
Y  sind  (eine  solche  ist  z.  B.  N{n)  =  nn')\  von  allen  diesen  Zahlen 

h  muss  die  kleinste  p   nothwendig  eine   natürliche  PrimzaM^  d.  h. 

F  eine  positive  Primzahl  des  Körpers  B,  also  eine  Primzahl  im  alten 
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Sinne  des  Wortes  sein;  denn  p  ist  >  1,  weil  sonst  n  eine  Einheit 
wäre,  und  p  kann  auch  nicht  ein  Product  von  zwei  kleineren 
natürlichen  Zahlen  sein,  weil  sonst  ti  als  Primzahl  in  einer  der- 
selben aufgehen  niüsste,  was  aber  der  Definition  von  p  wider- 
spricht. Jede  complexe  Primzahl  n  ist  daher  Divisor  von  einer 
(und  offenbar  auch  nur  von  einer  einzigen)  natürlichen  Primzahl  j>, 
und  es  werden  folglich  alle  complexen  Primzahlen  n  entdeckt 
werden,  wenn  man  die  Divisoren  aller  natürlichen  Primzahlen  p 
aufsucht.  Es  sei  daher  p  eine  natürliche  Primzahl,  und  n  eine 
in  p  aufgehende  complexe  Primzahl,  so  ist  N {n)  ein  Divisor 
von  j>«  =  N{p\  und  folglich  ist  N{n)  entweder  =  p  oder  =  p^\ 
je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Fall  eintritt,  wollen  wir  n  eine 
Primzahl  ersten  oder  zweiten  Grades  nennen.  Im  ersten  Falle  ist 
p  =  7C7c'  =  N(n)  das  Product  aus  zwei  conjugirten  Primzahlen 
ersten  Grades,  weil  offenbar  ä'  stets  gleichzeitig  mit  n  eine  Prim- 
zahl ist;  im  zweiten  Falle  ist  ^  =  ä  «,  JV(f)  =  1,  also  ist  p  associirt 
mit  X  und  folglich  selbst  eine  complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 
Die  Entscheidung  über  das  Eintreten  des  einen  oder  anderen 
Falles  je  nach  der  Beschaffenheit  der  natürlichen  Primzahl jp  würde 
sich  augenblicklich  aus  der  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  von  der  Determinante  —  1  ergeben  (§.  68);  allein  unser 
Hauptziel  besteht  gerade  darin,  nachzuweisen,  dass  die  Theorie 
der  Formen  überhaupt  entbehrlich  ist,  oder  vielmehr,  dass  sie  auf 
die  einfachere  und  zugleich  tiefer  eindringende  Theorie  der  ganzen 
algebraischen  Zahlen  zurückgeführt  werden  kann.  Wir  suchen 
daher  auch  hier  unsere  Aufgabe  selbständig  zu  lösen.  Es  leuchtet 
nun  ein,  dass  der  zweite  Fall  jedesmal  stattfinden  muss,  wenn 
p  ^  3  (mod.  4)  ist;  denn  da  die  Norm  einer  jeden  ganzen  com- 
plexen Zahl  eine  Summe  von  zwei  ganzen  rationalen  Quadratzahlen 
ist  und  folglich,  durch  vier  dividirt,  den  Rest  0,  1  oder  2  lässt,  je 
nachdem  beide  Quadrate  gerade,  oder  eines,  oder  beide  ungerade 
sind,  80  kann  der  erste  Fall  höchstens  dann  eintreten,  wenn  p  =  2, 
oder  j>^l  (mod.  4)  ist.    Wir  erhalten  hiermit  das  erste  Resultat: 

Jede  natürliche  Primzahl  p  von  der  Form  4  Ä  +  3  is^  eine 
complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 

Der  Fall  p  =  2  erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemer- 
kung, dass 

2  =  2V(1  -  i)  =  (1  -i)  (1  +  i)  =  i  (l  —  iy 
ist,  und  liefert  das  Resultat: 


1 


444  Supi)leTnent  XI.  §.  159. 

Die  Zahl  2  ist  associirt  mit  dem  Quadrate  der  PrimzM  ersten 
Grades  1  —  i. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  natürlichen  Primzahlen 
p  von  der  Form  4  ä  +  1 ;  die  Entscheidung  wird  sofort  gegeben, 
sohald  man  aus  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  den  Satz  (§.  40) 
entlehnt,  dass  die  Zahl  —  1  quadratischer  Rest  von  jeder  solchen 
Zahl  p  ist,  dass  also  eine  ganze  rationale  Zahl  x  existirt,  f  lir  welche 
a:^  +  1,  d.  h.  das  Product  (x  +  i)  {x  —  i)  durch  p  theilbar  ist;  da 
nämlich  keiner  der  beiden  Factoren  a?  + 1,  x  —  i  durch  p  theilbar 
ist,  so  kann  (nach  dem  obigen  Satze)  p  keine  complexe  Primzahl 
sein,  und  folglich  ist  p  gewiss  das  Product  aus  zwei  conjugirten 
Primzahlen  ersten  Grades  n  und  n'.  Setzt  man  n  =  a  +  J «,  so 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  der  Fermat'sche  Satz  (§.  68) 

p  =  a^  -\-  h\ 

Die  beiden  Primzahlen  ^,  n*  können  nicht  associirt  sein,  weil  aas 
tt  —  bi=zi^  {a  -\-hi)  entweder  6  =  0,  oder  a  =  0,  oder  a*  =  ft' 
folgen  würde,  was  alles  unmöglich  ist.  Mithin  ergiebt  sich  das 
letzte  Resultat: 

Jede  natürliche  Primzahl  p  von  der  Form  4Ä  -j-  1  i^  ^<^ 
Product  aus  zwei  conjugirten,  nicht  associirten  complexen  Prim- 
zahlen ersten  Grades, 

Will  man  aber  den  obigen  Satz  aus  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Reste  nicht  voraussetzen,  so  ergiebt  sich  dasselbe  Resultat 
im  weiteren  Fortgange  der  Theorie  unserer  complexen  Zahlen,  wie 
folgt.  Zwei  ganze  complexe  Zahlen  a,  ß  heissen  congruefU  in 
Bezug  auf  eine  dritte  ft,  den  Modulus^  wenn  ihre  Differenz  a  —  ß 
durch  II  theilbar  ist,  und  dies  wird  durch  die  Congruenz 

a  ^  ß  (mod.  fi) 

angedeutet.  Es  leuchtet  dann  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  elemen- 
taren Sätze  über  Congruenzen  (§.  17)  von  den  rationalen  Zahlen 
unmittelbar  auf  die  complexen  Zahlen  übertragen  werden  dürfen, 
und  es  ergiebt  sich  ebenso  wie  früher  (§.  26),  dass  eine  Congruenz 
n*®** Grades,  deren  Modul us  eine  complexe  Primzahl  ist,  niemals 
mehr  als  n  incongruente  Wurzeln  besitzen  kann.  Ist  nun  p  eine 
natürliche  Primzahl  von  der  Form  4A  +  1,  so  wird  die  Con- 
gruenz (p  —  1)*«*  Grades 

G,i^  - 1  ^  1  (mod.  p) 
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durch  mindestens  p  incongruente  Zahlen  o),  nämlich  durch  &  ^=  i 
und  (nach  §,19)  durch  co  =  1,  2,  3  . . .  (p  —  1)  befriedigt;  mithin 
ist  der  Modulus  p  keine  complexe  Primzahl,  und  hieraus  folgt 
dasselbe  Resultat  wie  oben. 

Nachdem  die  Grundlagen  der  Theorie  der  complexen  ganzen 
Zahlen  im  Vorhergehenden  gewonnen  sind,  wollen  wir  uns  darauf 
beschränken,  einige  wenige  Fragen  zu  behandeln,  bei  deren  Aus- 
wahl uns  der  Wunsch^leitet,  gewisse  BegriflFe,  welche  in  der  später 
folgenden  allgemeinen  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen 
auftretenjwerden,^an  dem  einfachen,  uns  vorliegenden  Beispiel. 
des  Körpers  J  zu  entwickeln. 

Ist  ft  eine  ganze  complexe  und  zwar  von  Null  verschiedene 
Zahl,  so  theilen  wir  alle  ganzen  complexen  Zahlen  in  ZahUClasscn 
ein,  lindem  jwir  zweifZahlen  stets  und  nur  dann  in  dieselbe  Classe 
aufnehmen,  wenn  sie  in  Bezug  auf  (i  oongruent  sind  (vergl.  §.  18); 
der  Grund  für  die  Möglichkeit  einer  solchen  Eintheilung  liegt 
darin,  dass  zwei  mit  einer  dritten  congruente  Zahlen  nothwendig 
auch  mit  einander  congruent  sind.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zweck  betrachten  wir  vorläufig  nur  eine  einzige  von  diesen  Classen, 
nämlich  den  Inbegriff  m  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  ft 
theilbar,^d.  h.  ^  0  (mod.  ft)  sind.  Dieser  Inbegriff  m  ist  identisch 
mit  dem  System  aller  Zahlen  von  der  Form  ^(x  -\-  y  i),  wo  x  und  y 
willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Auf  solche  homogene 
lineare  Formen^jw  welchen  die  Variabelen  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  werden  wir  in  der  Folge*)  sehr  häufig  stossen,  und  wir  wollen, 
wenn  z.'^B.  a,  ß  irgend  welche  reelle  oder  complexe  Constanten, 
X  and  y  aber  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  den 
Inbegriff  aller  in  der  Linearform  ocx  -\-  ßy  enthaltenen  Werthe 
zur  Abkürzung  mit  dem  Symbol  [os,  ß]  bezeichnen,  welches  also 
von  jetzt  an  in  ganz  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird,  als  früher 
bei  dem  Euler'schen  Kettenbruch  -  Algorithmus.  Die  beiden  Con- 
stanten a,  /J,  welche  wir  die  Basiszahlen  des  Systems  [a,  ß]  nennen, 
können  nun  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  abgeändert, 
d.  h.  durch  andere  Basiszahlen  «i,  ß^  ersetzt  worden,  und  zwar  so, 
dass  da8[System  [ai,/Ji]  vollständig  identisch  mit  dem  System  [«,  ^J 
bleibt.  Dies  wird  z.  B.  immer  dann  eintreten,  wenn  zwischen  den 
beiden  Paaren  von  Basiszahlen  zwei  Relationen  von  der  Form 

♦)  Vergl.  §S.  1«8,  172. 
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«=i>ai  +  qßi,    ß  =  rai  +  sßi 

stattfinden,  wo  jo,  q^  r^  s  vier  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  Determinante 

ps  —  qr  =  +  1 
ist;  denn  hieraus  folgt  umgekehrt 

+  Ui  z=  sa  —  qß^    +  j8i  =  —  r«  -|-  pß^ 

mithin  ist  jede  Zahl,  welche  dem  einen  der  beiden  Systeme  [«,  ß], 
[«1 ,  ßi]  angehört,  auch  in  dem  anderen  enthalten,  was  wir  kun 
durch  [a,  ß]  =  [«u  ßi]  ausdrücken  wollen. 

Eine  solche  Transformation  der  Basis  wollen  wir  auf  unseren 
Fall  anwenden,  in  welchem  es  sich  um  das  System 

m=  [fi,  fit] 

aller  durch  fi  theilbaren  Zahlen  fi(x-\-y  i)  handelt  Wir  bezeichnen 

mit  m  die  grösste  in  (i  aufgehende  natürliche  Zahl   und  setzen 

demgemäss 

^  =  m  (p  —  qi),    iii  =  m{q  +  pi), 

wo  p,  q  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Thäler 
bedeuten;  hierauf  wählen  wir  (nach  §.  24)  zwei  ganze  rationale 
Zahlen  r,  8,  welche  der  Bedingung 

ps  —  qr=l 
genügen,  und  setzen 

a=p^  +  q^,    b=pr  +  qs, 
so  ist 

ma  =p  .  fi  -(-  g  .  fit 

m{b  +  i)  =  r  .  in  -\-  s  .  (li^ 

und  hieraus  folgt  nach  der  obigen  Bemerkung,  dass  diese  beiden 
Zahlen  m  a  und  m  (ft  4-  0  ebenfalls  eine  Basis  des  Systems  m  bilden, 
d.  h.  es  wird 

m  =  [ma,  m{b  +  i)]. 

Mit  Hülfe  dieser  Transformation  können  wir  leicht(  die  Anzahl 

aller  in  Bezug  auf  den  Modul  fx  incongruenten  Zahlen  bestimmen. 

Denn,  wenn 

o  =z  h  -{-  ki 

eine  beliebige  gegebene  ganze  complexe  Zahl  ist,  so  erhält  man 
die  Classe,  welche  aus  allen  mit  ihr  congrueiiten  Zahlen] 

öj  =r  Äj   -f  fci  ? 
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besteht,  indem  man 

Ol  =  w  +  max  -\-  in(b  +  i)yy 
also 

hl  z=:  h  -]-  max  +  mby,    Äi  =  ft  +  wy 

setzt,  wo  a:,  y  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen;  aus  der 
Form  dieser  beiden  Gleichungen  geht  aber  hervor,  dass  man 
zuerst  y,  hierauf  x  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  be- 
stimmen kann,  dass 

0  '^  kl  <  m    und    0  ^hi  <  ma 

wird.  Es  giebt  daher  in  jeder  Classe  einen  und  nur  einen  Reprä- 
sentanten Ol  =  hl  +  kl  i,  welcher  den  beiden  vorstehenden  Be- 
dingungen genügt;  mithin  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen 
Classen  gleich  der  Anzahl  aller  verschiedenen,  diese  Bedingungen 
erfüllenden  Paare  ä^,  fcj,  also  gleich  dem  Producte  m^  a  =  JV^u) 
aus  der  Anzahl  m  der  Werthe  von  ki  und  der  Anzahl  ma  der 
Werthe  von  hi.    Wir  erhalten  mithin  das  folgende  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  in  Bezug  auf  den  Modul  ^  incongruenten 
Zahlen  ist  =  N((i). 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Anzahl  tili)  aller 
derjenigen  von  diesen  incongruenten  Zahlen  zu  bestimmen,  welche 
relative  Primzahlen  zum  Modul  ft  sind;  diese  Function  ^  (^)  hat 
für  unsere  jetzige  Zablentheorie  augenscheinlich  dieselbe  Wichtig- 
keit, wie  die  Function  tp  (m)  für  die  Theorie  der  rationalen  Zahlen 
(§§.  11  — 14,  138);  durch  Betrachtungen,  welche  den  damals  an- 
gestellten ganz  ähnlich  sind,  findet  man 

?/'(;*)  =  1, 

wenn  fi  eine  Einheit  ist,  sonst  aber 


^(^)  =  ^(^)n(i-5^), 


wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  wesentlich  verschiedenen,  in  fi 
aufgehenden  Primzahlen  n  bezieht;  ausserdem  ist 

wenn  ^,  ^  relative  Primzahlen  sind,  und 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  wesentlich  verschiedenen 
Divisoren  d  der  Zahl  pb  bezieht.  Ist  ferner  o  relative  Primzahl 
zu  ft,  so  ist  stets 


1« 
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was  dem  Satze  von  Fermat  entspricht  (§§.  19,  127).  Wir  müssen 
aber  der  Kürze  halber  die  Durchführung  der  Beweise  dieser  Sätze 
dem  Leser  überlassen,  und  wir  dürfen  dies  um  so  eher  thun.  als 
wir  später  (§.  180)  dieselben  Fragen  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
behandeln  werden. 

Dagegen  wollen  wir  noch  mit  einigen  Worten  auf  den  Zu- 
sammenhang eingehen,  welcher  zwischen  der  Theorie  der  com- 
plexen  ganzen  Zahlen  und  derjenigen  der  qtiadrcdischen  Formen 
von  der  Determinante  —  1  besteht.  Wir  haben  oben  das  System 
m  =  [ft,  [li]  aller  durch  (i  theilbaren  Zahlen  in  die  Form 
[ma^ni{b  +  Ol  gebracht,  wo  die  Zahlen  w,  a,.  6  nach  gewissen 
Regeln  aus  der  gegebenen  Zahl  ft  abzuleiten  waren;  von  diesen 
drei  Zahlen  waren  m  und  a  völlig  bestimmt,  während  b  von  der 
Wahl  der  beiden  Hülfszahlen  r,  s  abhing;  jedes  andere  Paar  fj,  Si, 
welches  der  Bedingung 

genügt,  ist  (nach  §.  24)  von  der  Form 

n  =  r  -f-  Ä2?,    Si  =  s  +  Ägr, 

wo  h  eine  willkürliche  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  liefert 
i*  an  Stelle  von  b  die  Zahl 

ij  =  pvi  -]-  qsi  =  b  ■}-  ha  ^  b  (mod.  a); 

die  rationalen  Zahlen  bi  durchlaufen  daher  alle  Individuen  einer 
völlig  bestimmten  Zahlclasse  in  Bezug  auf  den  Modul  a,  und  es  ist 
offenbar  gleichgültig,  welchen  Repräsentanten  b  dieser  Classe  man 
wählt.  Dieselbe  lässt  sich  auch  direct,  ohne  Zuziehung  der  Hülfs- 
zahlen r,  .s  definiren;  da  nämlich  a  =  p^  +  q^  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  der  Definition  von  6,  dass 

2)b  ^  q,  qb  ^  —  p  (mod.  a) 
ist,  und  da  jede  der  beiden  gegel)Gncn  Zahlen  p^  g,  weil  sie  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  nothwendig  relative  Primzahl 
zu  a  ist,  so  ist  b  durch  jede  einzelne  dieser  beiden  Congruenzen 
vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  den  Modul  a.  Quadrirt  man 
eine  dieser  Congruenzen  und  bedenkt,  dass  p^  ^  —  q^  (mod.  a) 

ist,  so  ergiebt  sich 

62  =  —  1  (mod.  a) ; 
es  ist  folglich 

6«  =  —  1  +  ac, 

wo  c,  wie  a,  eine  natürliche  Zahl,  und  (a,  6,  e)  ist  eine. positive 
quadratische  Form   von   der  Determinante  —  I.     Nun  sind  alle 


^ 


: 
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durch  fi  theilbaren,  also  in  dem  System  m  enthaltenen  Zahlen  X 
von  der  Form 

X  =  m{ax  +  ib  +  i)y\ 

wo  x^  y  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  durch 
Multiplication  mit  der  conjugirten  Zahl  X'  erhält  man,  weil 
m^a  =  N (ii)  ist,  das  Resultat 

Auf  diese  Weise  fuhrt  jede  bestimmte  ganze  complexe  Zahl  fi  zu 
einer  bestimmten  Schaar  von  parallelen*)  quadratischen  Formen 
(a-  6,  c),  deren  Determinante  =  —  1  ist. 

Umgekehrt,  wenn  (a,  6,  c)  eine  solche  (positive)  Form,  und 
folglich 

ac  :=  {b  +  i)  (6— t) 

ist,  80  bezeichnen  wir  mit  y  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
der  beiden  ganzen  complexen  Zahlen  a  und  b  4-  f,  und  setzen 

a  =  ay,     6  +  i  =  ßy; 

da  nun  a,  ß  relative  Primzahlen  sind  und  beide  in  der  Zahl 
ac  =  ß  (b  —  i)  aufgehen,  so  muss  diese  durch  das  Product  aß 
theilbar  sein,  und  folglich  ist 

c  =  /Jtf,    b  —  i  =  atf, 

wo  d  ebenfalls  eine  ganze  complexe  Zahl  bedeutet  Ersetzt  man, 
was  stets  erlaubt  ist,  alle  hier  auftretenden  Zahlen  durch  die 
CQnjugirten  Zahlen,  so  ergiebt  sich 

a  =  a'y\    b  +  i  =  a' 5\ 

und  da  y  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden 
Zahlen  ist,  so  muss  die  in  beiden  aufgehende  Zahl  a'  nothwendig 
auch  in  y  aufgehen;  setzt  man  demgemäss 

y  =  sa\ 
wy  folgt 

a  =  eaa'  =  6N  (a), 

mithin  ist  £  eine  natürliche   Zahl,   und   da   dieselbe   in   y^  also 

auch  in  b  +  i  aufgeht,  so  muss  sie  .=  1  sein.    Wir  erhalten  daher 

y  =  a',  also 

a  =  aa'  =  -N'(a),    b  +  i  =  ßa!\ 


*)  Vergl.  §.  66,  Anmerkung. 
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da  aber  6  -f-  i  ==  od  8\  so  folgt  ä'  =  /J,  d  =  /J',  mithin 

c  =  ßß'  =  N(ß),    b-i  =  aß'. 
Man  setze  nun 

a=  p  +  qi,    ß  =  r  +  8i, 
80  folgt 

a  =  p«  +  g«,     c  r=  r«  4-  s» 

6=jjr+gs,     1  =  |)S — ^r, 

mithin  geht  die  Form  (1,  0,  l)  durch  die  Substitution  (^  ]|)  in  die 
Form  (a,  b,  c)  über  (§.  54) ;  unsere  Theorie  der  ganzen  complezen 
Zahlen  liefert  also  unmittelbar  den  Beweis,  dass  alle  (positiven) 
Formen  von  der  Determinante  —  1  äquivalent  sind  (§.  68).  — 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  hier  die  ganzen  complexen 
Zahlen  x  -{-  yi  untersucht  sind,  würden  sich  noch  manche  andere 
Gebiete  von  ganzen  Zahlen  behandeln  lassen.  Bedeutet  z.  B.  0  eine 
Wurzel  von  einer  der  folgenden  acht  quadratischen  Gleichungen 

08  -f  ö  + 1  =  0, 0»  +  ö  +  2  =  0,  e«  +  2  =  0,  ö«  +  e  +  3  =  0, 

0«  +  0  —  1  =  0,  0«  —  2  =  0,  0«  —  3  =  0,  0«+  0  —  3  =  0, 

und  lässt  man  Xy  y  alle  ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Zahlen 
durchlaufen,  so  bilden  die  entsprechenden  Zahlen  von  der  Form 
X  -^  yd  einen  quadratischen  Körper;  nach  der  allgemeinsten 
Definition  der  ganzen  algebraischen  Zahl^  welche  wir  in  §.  173 
aufstellen  werden,  sind  von  diesen  Zahlen  x  -\-  yO  alle  und  nur 
diejenigen  als  ganze  Zahlen  anzusehen,  deren  Goordinaten  x^y 
ganze  rationale  Zahlen  sind.  In  jedem  der  acht  auf  diese  Weise 
gebildeten  Gebiete  [1,  0]  von  ganzen  algebraischen  Zahlen  gelten 
nun  dieselben  Fundamentalgesetze  über  die  Theilbarkeit  und  die 
Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  solchen  Zahlen,  welche  den 
Namen  von  Primzahleh  verdienen.  Dies  ergiebt  sich  sofort  durch 
die  Bemerkung,  dass  in  allen  diesen  Fällen  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  zwei  solchen  ganzen  Zahlen  sich  durch 
den  bekannten  Divisionsprocess  finden  lässt;  man  erkennt  auch 
ebenso  leicht  den  Zusammenhang  dieser  Zahlgebiete  mit  den 
quadratischen  Formen  theils  erster,  theils  zweiter  Art  (§.  61J, 
deren  Determinanten  die  acht  Zahlen 

-3,-7,-2,  -11, 
+  5,  +2, +3,  +13 

sind.  In  den  letzten  vier  Fällen  giebt  es  zwar  unendlich  viele 
Einheiten    (welche    den    sämmtlichen    Lösungen    der   Pell'schen 
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Gleichung  entsprechen),  doch  wird  hierdurch  die  Theorie  dieser 
Gebiete  nicht  wesentlich  erschwert  Die  genannten  Formen  bilden 
jedesmal  eine  einzige  Glasse ;  nur  für  die  Determinante  +  3  giebt 
es  zwei  Glassen,  welche  aber  durch  Multiplication  mit  — 1  in 
einander  übergehen  (vergl.  §§.  181,  182). 

Es  giebt  ferner  Zahlengebiete,  in  welchen  zwar  der  genannte 
Divisionsprocess  (wenigstens  in  seiner  obigen,  einfachsten  Form) 
nicht  mehr  gelingt,  in  welchen  aber  dennoch  dieselben  Gesetze 
der  Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  Primzahlen  gelten.  Ein 
Beispiel  hierzu  liefert  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form 
«  +  yö,  wo  ö  eine  Wurzel  der  Gleichung 

e«  +  ö  +  5  =  0 

ist;  die  entsprechenden  quadratischen  Formen  zweiter  Art  von  der 

Determinante  — 19  bilden  wieder  nur  eine  einzige  Glasse. 

Gänzlich  anders  verhält  es  sich  aber  z.  B.  mit  dem  Gebiete 

[1,  ff]  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form  x  -\-y6y  wo  d  eine  Wurzel 

der  Gleichung 

ö«  +  5  =  0 

bedeutet,  und  o;,  y  wieder  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Hier  gelingt  der  genannte  Divisionsprocess  nicht  mehr, 
und  zugleich  tritt  hier  zum  ersten  Male  die  eigenthümliche  Er- 
scheinung auf,  dass  Zahlen,  welche  nicht  weiter  in  Factoren  von 
kleinerer  Norm  zerlegt  werden  können,  doch  nicht  den  Gharakter 
von  eigentlichen  Primzahlen  besitzen,  dass  vielmehr  eine  und 
dieselbe  Zahl  häufig  auf  mehrere ,  wesentlich  verschiedene  Arten 
als  Product  von  solchen  unzerlegbaren  Zahlen  dargestellt  werden 
kann;  es  ist  z.  B.  die  Zahl  21  gleich 

3  .  7  =  a  +  2Ö)(1  —  2ft) 

und  jede  der  vier  Zahlen  3,  7,  1±2Ö  eine  unzerlegbare  Zahl*). 
Die  entsprechenden  quadratischen  Formen  von  der  Determinante 
—  5  zerfallen  in  gwei  verschiedene  Glassen,  als  deren  Bepräsen- 
tanten  die  Formen  (1, 0,  5)  und  (2,  1,  3)  angesehen  werden  können 
(§.  71),  und  hiermit  hängt  die  eben  beschriebene  Erscheinung  un- 
trennbar zusammen. 

Dieselbe  Erscheinung  tritt  bei  unendlich  vielen  anderen  Ge- 
bieten von  ganzen  algebraischen  Zahlen  in  Körpern  zweiten  oder 
höheren  Grades  auf;  in  allen  diesen  Fällen  schien  es  ein  durchaus 


*)  Vergl.  §§.  16,  176. 

29* 
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hoffnungsloses  Unternehmen,  die  Zusammensetzung  und  Theilbar- 
keit  der  Zahlen  auf  einfache  Gesetze  zurückführen  zu  wollen. 
Allein ,  wie  es  sich  bei  ähnlicher  Lage  der  Dinge  schon  öfter  in 
der  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschafben  ereignet 
hat,  so  ist  auch  hier  diese  scheinbar  unüberwindliche  Schwierig- 
keit zur  Quelle  einer  wahrhaft  grossen  und  folgenschweren  Ent- 
deckung geworden;  in  der  That  fand  Kummer*)  bei  der  Unter- 
suchung derjenigen  Zahlengebiete,  auf  welche  das  Problem  der 
Ereistheilung  führt,  dass  die  alten  Euclidischen  Gesetze  der 
Theilbarkeit  auch  in  diesen  Gebieten  ihre  volle  Geltung  wieder 
erlangen,  sobald  dieselben  durch  die  Einführung  neuer  Zahlen, 
die  er  ideale  Zahlen  nannte,  vervollständigt  werden.  Dasselbe 
Resultat  für  jedes  ^  aus  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung 
entspringende  Gebiet  von  ganzen  Zahlen  zu  erreichen,  ist  nnn 
die  Aufgabe,  die  wir  in  diesem  letzten  Supplemente  des  vor- 
liegenden Werkes  behandeln  und  dadurch  lösen  wollen,  dass  wir 
die  Grundlagen  einer  allgemeinen  ZaMentheorie  entwickeln,  welche 
alle  speciellen  Fälle  ohne  Ausnahme  umfasst. 


§.  160. 

Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  müssen  wir  uns  vor  Allem  mit 
den  wichtigsten  Grundlagen  der  heutigen  Algebra  beschäftigen, 
was  in  den  nächsten  Paragraphen  (bis  §.  167)  geschehen  soll 
Den  Ausgangspunct  für  unsere  Darstellung  dieses  Gegenstandes 
bildet  der  folgende,  schon  oben  erwähnte  Begriff: 

Ein  System  A  von  reellen  oder  complexen  Zahlen  a  soll  ein 
Karper**)  heissen,  wenn  die  Summen,  Differenzen,  Producte  und 


*)  Zur  Theorie  der  complexen  Zahlen  (Crelle's  Journal,  Bd.  35). 
♦♦)  Vergl.  §.  159  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871).  Dieser 
Name  soll,  ähnlich  wie  in  den  Naturwissenschaften,  in  der  Geometrie  nnd 
im  Leben  der  menschlichen  Gesellschaft,  auch  hier  ein  System  bezeicbnen, 
das  eine  gewisse  Vollständigkeit,  Vollkommenheit,  AbgeBcblossenheit  be- 
sitzt, wodurch  es  als  ein  organisches  Ganzes,  als  eine  naturliche  Einheit 
erscheint.  Anfangs,  in  meinen  Göttinger  Vorlesungen  (1857  bis  1858),  hatte 
ich  denselben  Begriff  mit  dem  Namen  eines  ratioyialen  Gebietes  belegt,  der 
aber  weniger  bequem  ist.  Der  Begriff  fällt  im  Wesentlichen  zusammen 
mit  Dem,  was  Kronecker  einen  Batiofialitätsbereich  genannt  hat  {Grundiügf 
einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen.  1882).  Vergl.  auch  die 
von  H.  Weber  und  mir  verfasste  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer 
Veränderlichen.    (Crelle's  Journal,  Bd.  92,  1882). 


§•  160.  Allgemeine  Zahlentheorie.  453 

Quotienten  von  je  zwei  dieser  Zahlen  a  demselben  System  Ä 
angehören. 

Dieselbe  Eigenschaft  sprechen  wir  auch  so  aus,  dass  die 
Zahlen  eines  Körpers  sich  durch  die  rationalen  Operationen 
(Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division)  reproduciren. 
Hierbei  sehen  wir  es  als  selbstverständlicli  an,  dass  die  Zahl 
Null  niemals  den  Nenner  eines  Quotienten  bilden  kann;  wir 
setzen  deshalb  auch  immer  voraus,  dass  ein  Körper  mindestens 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  enthält,  weil  sonst  von  einem 
Quotienten  innerhalb  dieses  Systems  gar  nicht  gesprochen  werden 
könnte. 

OflFenbar  bildet  das  System  R  aller  rationalen  Zahlen  einen 
Körper,  und  dies  ist  der  einfachste  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  der  kleinste  Körper,  weil  er  in  jedem  anderen  Körper  Ä 
vollständig  enthalten  ist.  In  der  That,  wählt  man  aus  A  nach 
Belieben  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  a  aus,  so  ist  der 
Quotient  dieser  Zahl  a  in  sich  selbst,  d.  h.  die  Zahl  1,  zufolge 
der  Definition  ebenfalls  in  Ä  enthalten,  und  da  aus  dieser  Zahl 
durch  wiederholte  Addition  und  Subtraction  alle  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen,  und  hieraus  durch  Division  alle  rationalen  Zahlen 
entstehen,  so  ist  R  gänzlich  in  A  enthalten. 

Jede  bestimmte  irrationale  Wurzel  0  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  erzeugt,  wie  schon  in 
§.  159  bemerkt  ist,  einen  bestimmten  quadratischen  Körper,  den 
wir  mit  R{B)  bezeichnen  werden;  er  besteht  aus  allen  Zahlen 
von  der  Form  rc  +  yö,  wo  x  und  y  alle  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Man  sieht  leicht  ein,  dass  es  unendlich  viele  verschiedene 
quadratische  Körper  R{6)  giebt,  obgleich  ein  und  derselbe  Körper 
immer  durch  unendlich  viele  verschiedene  Zahlen  ö  erzeugt  wird. 

Das  System  Z  aller  reellen  und  complexen  Zahlen  ist  eben- 
falls ein  Körper,  und  zwar  der  denkbar  grösste^  weil  jeder  andere 
Körper  in  ihm  enthalten  ist.  Zwischen  den  beiden  Extremen 
R  und  Z  liegt  femer  der  Körper,  welcher  aus  allen  reellen^  so- 
wohl rationalen  als  irrationalen  Zahlen  besteht. 

Man  hat,  wie  schon  die  eben  erwähnten  Beispiele  zeigen, 
sehr  häufig  auszudrücken,  dass  alle  Zahlen  eines  Körpers  D  auch 
einem  Körper  M  angehören;  in  diesem  Falle  wollen  wir  der 
Kürze  halber  D  einen  Divisor  von  M^  umgekehrt  M  ein  Multi- 
plwn  von  D  nennen.  Hiernach  ist  jeder  Körper  Divisor  und 
Multiplum  von   sich  selbst,  und  wenn  jeder  der. beiden  Körper 
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Ä^  B  Divisor  des  anderen  ist,  so  sind  sie  identisch,  was  durch 
Ä  =  B  bezeichnet  wird.  Ist  2)  ein  Divisor  von  Jf ,  aber  ver- 
schieden von  Jf ,  so  mag  D  ein  echter  Divisor  von  J/,  und  Jlf 
ein  echtes  Multiplum  von  D  heissen.  Ist  Ä  Divisor  von  jB,  und 
B  Divisor  von  C,  so  ist  Ä  auch  Divisor  von  C.  Der  Körper  E 
ist  ein  gemeinschaftlicher  Divisor,  der  Körper  Z  ein  gemeinsames 
Multiplum  aller  Körper. 

Aus  gegebenen  Körpern  lassen  sich  nun  nach  bestimmten 
Regeln  neue  Körper  bilden;  wir  betrachten  im  Folgenden  zwei 
solche  Körperbildungen,  nämlich  die  des  grössten  gemeinsamen 
Divisors  und  die  des  kleinsten  gemeinsamen  Multiplums  oder  des 
Pradt^ies. 

Sind  J.,  B  zwei  beliebige  Körper,  so  ist  der  Inbegriff  D 
aller  derjenigen  Zahlen  u,  t;  .  .  . ,  welche  beiden  Körpern  gemein- 
sam angehören,  wieder  ein  Körper,  weil  die  Summen,  Di£ferenzen, 
Producte,  Quotienten  von  u,  v  sowohl  in  Ä  als  in  B,  also  auch 
in  D  enthalten  sind.  Dieser  Körper  D  ist  ein  gemeinsamer 
Divisor  von  Ä^  B^  und  er  soll  der  grösste  gemeinsame  Divisor 
von  -4,  B  heissen,  weil  jeder  andere  offenbar  Divisor  von  D  ist 
Wenn  Ä  Divisor  von  B  ist,  so  ist  D  =  Ä,  und  umgekehrt 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  unmittelbar  auf  ein  System  von 
mehr  als  zwei,  ja  von  unendlich  vielen  Körpern  A^  B  . , .  über- 
tragen; die  Gesammtheit  derjenigen  Zahlen,  welche  allen  diesen 
Körpern  gemeinsam  angehören,  ist  ein  Körper  und  heisst  ihr 
grösster  gemeinsamer  Divisor. 

Die  zweite  Art  der  Körperbildung  beruht  auf  der  folgenden, 
ebenfalls  sehr  einfachen  Betrachtung.  Ist  ein  bestimmtes  System 
G  von  Zahlen  g  gegeben,  deren  Anzahl  endlich  oder  unendlich 
sein  kann,  so  giebt  es  immer  solche  Körper  M*  (z.  B.  den  oben 
genannten  Körper  Z),  in  welchen  alle  diese  Zahlen  g  enthalten 
sind;  der  grösste  gemeinsame  Divisor  M  aller  dieser  Körper  M* 
ist  nach  dem  Obigen  selbst  ein  solcher  Körper  M\  und  zwar  von 
allen  der  kleinste.  Es  ist  wichtig,  sich  von  diesem,  durch  das 
System  G  vollständig  bestimmten  Körper  Jlf,  durch  eine  einfache 
Gonstruction  ein  deutliches  Bild  zu  verschaffen,  wobei  wir  an- 
nehmen dürfen,  dass  G  nicht  aus  der  einzigen  Zahl  Null  besteht 
Zunächst  muss  ilf  jede  Zahl  h  enthalten,  welche  entweder  selbst 
eine  Zahl  g  oder  doch  ein  Product  aus  mehreren*)  Factoren  ^ 

*)  Hiermit  boII,  wie   auch  später,  immer    eine   endliche  Anzahl  von 
Dingen  bezeichnet  werden. 
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ist;  diese  Zahlen  h  reproduciren  sich  durch  Multiplication. 
So'dann  muss  Jlf  jede  Zahl  Je  enthalten,  welche  entweder  seihst 
eine  Zahl  h  oder  doch  eine  Summe  von  mehreren  Zahlen  h  ist; 
diese  Zahlen  %,  unter  denen  sich  auch  die  Zahlen  g  befinden, 
reproduciren  sich  durch  Addition  und  Multiplication.  Femer 
muss  M  jede  Differenz  l  von  irgend  zwei  Zahlen  1c  enthalten; 
diese  Zahlen  l  reproduciren  sich  durch  Addition,  Subtraction 
und  Multiplication,  und  unter  ihnen  befinden  sich  auch  alle 
Zahlen  h  =  (1c  -\-  k)  —  h  Endlich  muss  M  auch  jeden  Quo- 
tienten m  Ton  irgend  zwei  Zahlen  l  enthalten;  diese  Zahlen  m 
reproduciren  sich  durch  alle  vier  rationalen  Operationen  und 
bilden  offenbar  den  Körper  M^  weil  unter  ihnen  sich  jede  Zahl 
{  r=  n  :  Z,  folglich  auch  jede  Zahl  k^h,  g  befindet.  Auf  diese 
Weise  hat  sich  ergeben,  dass  jede  Zahl  m  dieses  Körpers  M 
durch  eine  endliche  Anzahl  rationaler  Operationen  aus  den 
Zahlen  g',  ^"  .  •  •  des  gegebenen  Systems  G  herstellbar  ist ;  solche 
Zahlen  m  heissen  rational  darstellbar  durch  das  System  0\  der 
Körper  M  ist  der  Inbegriff  aller  dieser  Zahlen  m  und  kann 
zweckmässig  durch  B  (G)  oder  JB  ((/',  ^r"  .  .  .)  bezeichnet  werden. 
Im  Anschluss  an  eine  von  Galois  herrührende  Ausdrucksweise 
wollen  wir  auch  sagen,  der  Körper  M  entstehe  aus  dem  Körper 
R  der  rationalen  Zahlen  durch  Adjundion  des  Systems  G  der 
Zahlen  g\  y  .  .  . ;  allgemeiner  bezeichnen  wir,  wenn  Ä  irgend 
ein  Körper  ist,  mit  A  (jf',  ^'  .  .  .)  den  durch  Adjunction  der 
Zahlen  ^,  g"  .  .  >  aus  Ä  erzeugten  Körper,  d.  h.  den  kleinsten 
Körper,  welcher  ausser  den  Zahlen  des  Körpers  Ä  auch  die 
Zahlen  ^',  jr"  .  .  .  enthält. 

Liegt  nun  irgend  ein  System  von  Körpern  A^  JB  .  . .  vor, 
und  nimmt  man  in  das  System  G  jede  und  nur  jede  solche 
Zahl  g  auf,  welche  in  mindestens  einem  dieser  Körper  enthalten 
ist,  so  wird  der  entsprechende  Körper  Jf,  welcher  aus  allen  durch 
diese  Zahlen  g  rational  darstellbaren  Zahlen  m  besteht,  ein  ge- 
meinsames Multiplum  von  A^  S  .  .  .^  und  zwar  das  kleinste^  weil 
nach  dem  Obigen  jedes  andere  M'  ein  Multiplum  von  M  ist. 
Der  Kürze  halber  werden  wir  aber  den  Körper  M  auch  das 
Product  der  Fadoren  A^  B  .  ,  .  nennen  und  mit  AB...  be- 
zeichnen, wobei  die  Anordnung  der  Factoren  gleichgültig  ist; 
denn  offenbar  ist  AB  =  BA,  {AB)C  =  A{BC)  u. s. w.  Wendet 
man  die  oben  beschriebene  Construction  des  Körpers  M  auf  den 
Fall  von  zwei  Körpern  -4,  B  an,  so  besteht  das  System  G  aus 


L 
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allen  Zahlen  a  des  Körpers  A  und  allen  Zahlen  b  des  Körpers 
S,  die  Zahlen  h  sind  die  Prodncte  ab,  die  Zahlen  k  und  l  sind 
Summen  von  solchen  Producten,  und  folglich  besteht  das  Pro- 
duct  AB  aus  allen  Quotienten  von  der  Form 

tti  &!   4"  ÖJj  62     +   •  •  •   +  Ä»  6t 

Dass  ^  ein  Divisor  von  B  ist,  kann  bequem  durch  AB  =  B 
ausgedrückt  werden,  und  immer  ist  AA  =  A, 


§.  161.      . 

Es  geschieht  in  der  Mathematik  und  in  anderen  Wissen- 
schaften sehr  häufig,  dass,  wenn  ein  System  A  von  Dingen  oder 
Elementen  a  vorliegt,  jedes  bestimmte  Element  a  nach  einem 
gewissen  Gesetze  durch  ein  bestimmtes,  ihm  entsprechendes  Ele- 
ment a!  ersetzt  wird  (welches  in  A  enthalten  sein  kann  oder 
auch  nicht);  ein  solches  Gesetz  pflegt  man  eine  Substitution  za 
nennen,  und  man  sagt,  dass  durch  diese  Substitution  das  Ele- 
ment a  in  das  Element  a',  und  ebenso  das  System  A  in  das 
System  A  der  Elemente  a!  übergeht*).  Die  Ausdrucksweise 
gestaltet  sich  noch  etwas  bequemer  und  anschaulicher,  wenn  man, 
was  wir  thun  wollen,  diese  Substitution  wie^eine  Abbildung  des 
Systems  A  auffasst  und  demgemäss  a*  das  Bild  von  o,  ebenso 
A'  das  Bild  von  A  nennt.  Der  Deutlichkeit  halber  ist  es  oft 
nothwendig,  ein  solches  AbbUdungsgesetz,  um  es  von  anderen  zu 
unterscheiden,  mit  einem  besonderen  Zeichen,  z.  B.  9,  zu  belegen; 
geschieht  dies ,  so  wollen  wir  das  Bild  a\  in  welches  a  durch  7 
übergeht,  auch  durch  a  (p  bezeichnen ;  ist  ferner  T  ein  Theil  von 
A^  d.  h.  ein  System  von  Elementen  f,  welche  alle  in  A  enthalten 
sind,  so  soll  Tq)  das  System  bedeuten,  welches  aus  den  Bildern 


*)  Schon  in  der  dritten  Auflage  dieses  Werkes  (1879,  Anmerkung  auf 
S.  470)  ist  aasgesprochen,  dass  auf  dieser  Fähigkeit  des  Geistes,  ein  Ding 
a  mit  einem  Ding  a'  zu  vergleichen,  oder  a  auf  a'  zu  beziehen,  oder  dem 
a  ein  a'  entsprechen  zu  lassen ,  ohne  welche  überhaupt  kein  Denken  mög- 
lich ist,  auch  die  gesammte  Wissenschaft  der  Zahlen  beruht.  Die  Durch- 
führung dieses  Gedankens  ist  seitdem  veröffentlicht  in  meiner  Schrift 
Wm  sind  und  was  soUen  die  Zahlen?  (Braunschweig  1888);  die  daselbst 
angewandte  Bezeichnuugs weise  für  Abbildungen  und  deren  Zusammen* 
•setaung  weicht  äusserlich  von  der  hier  gebrauchten  ein  wenig  ab. 


§.  161.  Allgemeine  Zahlentheorie.  457 

t  q)  aller   dieser  Elemente  t  besteht;  demnach  ist  Äq>  identisch 
mit  dem  ohigen  A'. 

Wir  wenden  nun  diesen  Begriff  auf  einen  beliebigen  Zählen* 
körper  Ä  an,  betrachten  aber  nur  solche  Substitutionen  9,  durch 
welche  jede  in  A  enthaltene  Zahl  a  wieder  in  eine  Zahl  a'  =  a<p 
übergeht.  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  würden  solche 
Substitutionen  indessen  noch  gar  kein  Interesse  darbieten;  wir 
fragen  vielmehr,  ob  es  möglich  ist,  die  Zahlen  a  des  Körpers  A 
in  der  Weise  durch  Zahlen  a'  abzubilden,  dass  alle  zwischen  den 
Zahlen  a  bestehenden  rationalen  Beziehungen  sich  vollständig  auf 
die  Bilder  a!  übertragen;  oder  mit  anderen  Worten,  wir  verlangen, 
dass,  wenn  aus  beliebigen  Zahlen  u,  1;,  ti;  .  .  .  des  Körpers  A 
durch  rationale  Operationen  eine  Zahl  t  abgeleitet  ist,  welclie 
folglich  ebenfalls  dem  Körper  A  angehört,  durch  dieselben  ra- 
tionalen Operationen  aus  den  Bildern  u',  v\  w'  .  ,  ,  immer  das 
Bild  t'  der  Zahl  t  entstehen  soll.  Eine  Substitution  oder  Ab- 
bildung q>,  welche  sich  durch  diese  Eigenscliaft  vor  anderen  aus- 
zeichnet, wollen  wir  eine  Permiäaiion  des  Körpers  A  nennen. 
Da  jede  rationale  Operation  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  ein- 
fachen Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen  und  Divisionen 
zusammengesetzt  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Abbildung  q)  stets 
und  nur  dann  eine  solche  Permutation  ist,  wenn  für  je  zwei 
in  A  enthaltene  Zahlen  u,  v  die  folgenden  vier  Grundgesetze 
gelten : 

{u  +  V)'  =  w'  -f  v'  (1) 

(u  —  t?y  =  u'  —  v'  (2) 

(uvy    =     u'v'  (3) 

(7)'  =7-  <*> 

Von  diesen  für  eine  Permutation  charakteristischen,  d.  h.  er- 
forderlichen und  hinreichenden  Bedingungen  verlangt  die  letzte 
offenbar,  dass  die  Bilder  o!  nicht  alle  verschwinden;  umgekehrt, 
wenn  eine  Abbildung  9,  durch  welche  jede  Zahl  a  des  Körpers 
A  in  eine  Zahl  a'  übergeht,  diese  Eigenschaft  besitzt  und  ausser- 
dem den  Gesetzen  (1)  und  (3)  gehorcht,  so  (srgeben  sich  hieraus, 
wie  wir  jetzt  beweisen  wollen,  die  Gesetze  (2)  und  (4),  und  folg- 
lich ist  q)  eine  Permutation  des  Körpers  A,  In  der  That,  aus 
der  Gleichung  (1)  folgt  unmittelbar  die  Gleichung  (2),  wenn  man, 
was*  offenbar  erlaubt  ist,  die  willkürliche  Zahl  u  des  Körpers 
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Ä  durch  die  ebenfftlls  in  Ä  enthaltene  Zahl  (u  —  v)  ersetzt; 
ebenso  darf  man  in  (3),  wenn  t;  von  Null  verschieden  ist,  u  durch 
den  Quotienten  u  :  v  ersetzen,  wodurch  man  zunächst 


•^ = (7)'^ 


erhält;  wäre  nun  1;'  =  0,  so  würden  die  Bilder  u*  von  allen  in 
A  enthaltenen  Zahlen  u  verschwinden,  was  aber  im  Widersprach 
mit  unserer  ausdrücklichen  Voraussetzung  steht;  mithin  ist  das 
Bild  v'  jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl  v  ebenfalls  von  Kall 
verschieden,  und  es  gilt  folglich  das  Gesetz  (4),  was  zu  be- 
weisen war. 

Es  ergiebt  sich  femer,  dass  das  System  Ä',  in  welches  der 
Körper  A  durch  eine  Permutation  q>  übergeht,  wieder  ein  £ofj)er 
ist.  Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  A'  aus  allen  und  nar 
solchen  Zahlen  u'y  i/  .  .  ,  besteht,  welche  Bilder  von  Zahlen 
u^  V  .  .  .  d$s  Körpers  A  sind,  und  dass  jede  von  Null  verschie- 
dene Zahl  1/  des  Systems  A*  zufolge  (1)  gewiss  das  Bild  einer 
von  Null  verschiedenen  Zahl  v  des  Körpers  A  ist,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Summen,  Differenzen,  Producte,  Quotienten  von  je 
zwei  in  A'  enthaltenen  Zahlen  u\  v'  ebenfalls  dem  System  Ä* 
angehören,  weil  sie  zufolge  der  Gesetze  (1),  (2),  (3),  (4)  eben&lls 
Bilder  von  Zahlen  des  Körpers  A  sind;  mithin  ist  A'  ein  Körper^ 
was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken  sodann,  dass  je  zwei  von  einander  verschie- 
dene Zahlen  ti,  v  des  Körpers  A  auch  von  einander  verschiedene 
Bilder  u\  v'  besitzen  *),  weil  sonst  zufolge  (2)  das  Bild  der  von 
Null  verschiedenen  Zahl  {u  —  v)  verschwinden  würde ,  was ,  wie 
wir  oben  schon  bewiesen  haben,  nicht  möglich  ist.  Mithin  ist 
jede  bestimmte  im  Körper  A*  enthaltene  Zahl  a*  das  Bild  Ton 
einer  einzigen,  völlig  bestimmten  Zahl  a  des  Körpers  J.,  and 
folglich  kann  man  der  Permutation  9),  durch  welche  AinA' 
übergeht,  eine  mit  q>~^  zu  bezeichnende  Abbildung  des  Körpers 
A'  gegenüberstellen,  durch  welche  jede  bestimmte,  in  A*  ent- 
haltene Zahl  a'  in  diese  bestimmte  Zahl  a  des  Körpers  A  über- 
geht; diese  Abbildung  9-^  ist  aber  gewiss  eine  PermutaÜon  des 


*)  Nach  der  in  der  oben  citirten  Schrift  (§.  3)  gewählten  AusdrockB- 
weise  ist  daher  jede  Perroutation  eines  Körpers  eine  ähnliche  oder  deut- 
liche Abbildung  desselben;  Ä  und  A'  sind  ähnliche  Systeme. 
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Körpers  A'\  denn  wenn  u',  ^  zwei  beliebige  Zahlen  des  ESrpers 
A\  und  fi,  V  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen  des  Körpers  A 
bedeuten,  so  gehen  zufolge  (1)  und  (3)  die  Zahlen  u'  -f  v'  und 
«V  des  Körpers  A'  durch  9—1  in  die  Zahlen  u  -\-  v  und  uv 
über,  was  zu  zeigen  war.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  der  Körper 
A'  durch  9—*  in  den  vollen  Körper  -4,  nicht  etwa  in  einen 
echten  Divisor  von  A  übergeht;  denn  jede  in  A  enthaltene  Zahl  a 
ist  wirklich  das  durch  die  Permutation  qi"^  erzeugte  Bild  einer 
in  A'  enthaltenen  Zahl  a'.  Wir  wollen  jede  dieser  beiden  Per- 
mutationen q>  und  ip"^  die  umgekehrte  oder  inverse  der  anderen 
nennen,  die  beiden  Körper  A  und  A'  sollen  conjingirte  Körper^ 
und  je  zwei  einander  entsprechende  Zahlen  a  und  a'  sollen  con- 
jugirte  ZaJden  heissen. 

Diejenige  Abbildung  eines  Körpers  A  durch  welche  jede 
seiner  Zahlen  in  sich  selbst  übergeht,  genügt  offenbar  den  Be- 
dingungen (I),  (2),  (3),  (4)  und  ist  folglich  eine  Permutation; 
wir  wollen  sie  die  identische  Permutation  von  A  nennen.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  jeder  Körper  mit  sich  selbst  conjugirt  ist. 

Der  in  §.  159  betrachtete  Körper  Jeder  B{i)  besitzt  ausser 
der  identischen  noch  eine  zweite  Permutation,  durch  welche  jede 
in  ihm  enthaltene  Zahl  x  +  yi  in  die  conjugirte  Zahl  x  —  yi 
übergeht  Dieselbe  Permutation  gilt,  wenn  x,  y  nicht  auf 
rationale  Zahlen  beschränkt  werden,  sondern  beliebige  reelle 
Zahlen  bedeuten,  auch  für  den  aus  allen  Zahlen  bestehenden 
Körper  Z. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass  jeder 
Körper  A  auch  alle  rationalen  Zahlen  enthält;  ist  nun  (p  wieder 
eine  beliebige  Permutation  von  A^  und  wendet  man  das  Gesetz  (4) 
auf  den  Fall  u  =  v  an,  so  ergiebt  sich,  dass  1'  =  1  ist,  und 
hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gesetze  (1),  (2),  (3),  (4),  dass 
jede  rationale  Zahl  des  Körpers  J.,  weil  sie  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  einfachen  rationalen  Operationen  aus  der  Zahl  1 
entsteht,  durch  die  Permutation  q>  m  sich  selbst  übergeht.  Der 
Körper  B  der  rationalen  Zahlen  besitzt  daher  keine  andere,  als 
die  identische  Permutation. 

Ist  (p  eine  Permutation  des  Körpers  -4.,  so  wollen  wir  um- 
gekehrt sagen,  A  gehöre  zu  (p  oder  sei  der  zu  tp  gehörige  Körper, 
oder  wir  wollen  der  Kürze  halber  A  auch  geradezu  den  Körper 
der  Permutation  (p  nennen,  während  Aq>  der  durch  tp  erzeugte 
Körper  heisst. 
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Dass  (p  und  ^  nur  verscbiedene  Zeichen  für  eine  nnd  die- 
selbe Körper  -  Permutation  sind ,  werden  wir  durch  q>  =  t  an- 
deuten ;  hierin  liegt  also,  dass  <p  und  ^  Permutationen  desselben 
Körpers  Ä  sind,  und  dass  für  jede  in  Ä  enthaltene  Zahl  a  stets 
a<p  •=  aif  ist.  Falls  eine  dieser  beiden  Bedingungen  nicht  er- 
füllt ist,  nennen  wir  <p  und  ^  verschieden. 

Bedeutet  nun  O  ein  System  von  Permutationen  irgend 
welcher  Körper,  so  wollen  wir  eine  in  allen  diesen  Körpern  (also 
auch  in  ihrem  grössten  gemeinsamen  Divisor)  enthaltene  Zahl 
einwerthig,  zweiwerthig  u.  s.  w.  in  Bezug  auf  O  oder  zu  0  nennen, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  in  welche  sie 
durch  alle  diese  Permutationen  übergeht,  =  1,  2  u,  s.  w.  ist 
Nach  dem  Obigen  ist  daher  jede  rationale  Zahl  einwerthig  in 
Bezug  auf  jedes  System  <P\  ebenso  wichtig  ist  der  folgende  Satz: 

Ist  0  ein  System  von  n  verschiedenen  Permutationen  tpi ,  y? 
.  .  .  9n  desselben  Körpers  A^  so  giebt  es  in  letztereni  unendlich 
viele  Zahlen^  welche  n-werthig  zu  O  sind. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir,  wenn  t  irgend  eine  Zahl 
in  A  bedeutet,  der  Kürze  halber  tcpr  =  ^r  setzen.  Ist  n  =  2, 
so  versteht  sich  der  Satz  nach  dem  Obigen  von  selbst.  Ist  n>2, 
so  dürfen  wir  annehmen,  es  sei  schon  eine  Zahl  a  in  ^  gefunden, 
welche  durch  die  n  —  1  Permutationen  9>3,  9>3  •  •  •  <Pii  in  ebenso 
viele  verschiedene  Zahlen  a^,  a^  -  -  -  an  übergeht  Wenn  nun  ai 
ebenfalls  von  allen  diesen  Zahlen  verschieden  ist,  so  besitzt  die 
Zahl  a  die  im  Satze  ausgesprochene  Eigenschaft.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle,  wenn  z.  B.  ai  =  a^  ist,  wähle  man  aus  A  eine 
andere  Zahl  b  aus,  welche  durch  y^,  g),  in  zwei  verschiedene 
Zahlen  6^,  b^  übergeht,  und  betrachte  alle  Zahlen  von  der  Form 
y  =  aa;  +  6,  welche  durch  beliebige  rationale  Zahlen  x  erzeugt 
werden  und  folglich  demselben  Körper  A  angehören;  da  x  nach 
dem  Obigen  durch  jede  Permutation  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist 
nach  den  Gesetzen  (1)  und  (3)  allgemein  yr  =  arX  -\-  b„  also  auch 

Vr  —  y»  =  (ar  —  a,)x  +  (br  —  6.), 

wo  r,  s  irgend  eine  Combination  von  zwei  verschiedenen  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2  .  .  .  n  bedeutet  Für  die  Combination  r  =  l^ 
s  =  2  ergiebt  sich,  dass  die  Zahlen  ?/i,  y,  stets  von  einander 
verschieden  ausfallen,  wie  auch  die  rationale  Zahl  x  gewählt  seiu 
mag,  weil  ai  =■  o,,  aber  b^  von  b^  verschieden  ist  Für  jede 
der  übrigen   Combinationen  r,  s  ist  ar  verschieden  von  a„  uod 
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folglich  giebt  es  entweder  gar  keine  oder  nur  eine  rationale 
Zahl  X,  für  die  yr  =  y.  wird;  schliesst  man,  indem,  man  alle 
Combinationen  durchgeht,  diese  etwa  vorhandenen  Zahlen  x  aus, 
deren  Anzahl  gewiss  <\n{n — 1)  ist,  so  erzeugt  jede  andere 
rationale  Zahl  x  gewiss  eine  Zahl  y,  welche  durch  die  n  Per- 
mutationen in  n  verschiedene  Zahlen  J/i,  J/s  •  .  •  J^n  übergeht,  was 
zu  beweisen  war. 

Hieraus  ziehen  wir  noch  eine  wichtige  Folgerung.  Nach 
einem  sehr  bekannten  Satze  der  Determinanten-Theorie,  auf  den 
wir  später  (in  §.  167)  noch  einmal  zurückkommen  werden,  ist 
das  Product  aller  derjenigen  Differenzen  yr  —  y»,  in  denen  r  <  s, 
gleich  der  Determinante 

yn-l   yn^i  y^       i 


deren  Elemente  die  Potenzen  (j/r)""^  sind,  wo  jetzt  r,  s  unab- 
hängig von  einander  alle  Werthe  1,  2  ...  n  durchlaufen.  Diese 
Determinante  ist  daher  in  unserem  Falle  von  Null  verschieden 
Da  nun  yr  =  yq>r  und  folglich  nach  dem  Gesetze  (3)  die  Potenz 
{yrf"'  =  (jr^')9r  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  y»^^  =  o(*> 
setzt,  den  Satz: 

Sind  die  n  Permtäationen  9i )  9a  .  .  .  qp«  desselben  Körpers 
A  von  einander  verschieden^  so  giebi  es  in  A  ein  System  von 
n  Zahlen  a\  a"  .  .  .  a^"^  der  Art^  dass  die  aus  den  Elementen 
a^'^(Pr  gebildete  Determinante  nicht  verschwindet. 


§.  162. 

Nach  diesen  Betrachtungen,  welche  sich  auf  Permutationen 
eines  und  desselben  Körpers  beziehen,  gehen  wir  zu  der  Zu- 
sammensetzung*) von  zwei  Permutationen  9,  ^  über,  die  aber 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  ^  eine  Permutation  des  durch  <p 
erzeugten  Körpers  Aq)  ist;  im  Anschluss   an   die  einzuführende 

*)  Dieselbe  bildet  nur  einen  spcciellen  Fall  der  Zusammensetzung  von 
Abbildungen  beliebiger  Systeme;  vergl.  den  Schluss  in  §.  2  meiner  oben 
citirten  Schrift,  wo  aber  die  Bezeichnungsweise  eine  andere  ist. 
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Zeichensprache  kann  man  zweckmässig  ^  einen  reckten  NadAar 
von  9,  und  q>  einen  linken  Nachbar  von  i>  nennen.  Jede  be- 
stimmte Zahl  a  des  Körpers  A  geht  durch  die  Permutation  9 
in  eine  bestimmte  Zahl  aq>  des  Körpers  J.9,  und  diese  geht 
durch  i\>  in  eine  bestimmte  Zahl  (a^))^  über;  man  kann  daher 
eine  Abbildung  %  des  Körpers  A  dadurch  definiren,  dass  nuin 
allgemein  an  ^=  {aip)fi>  setzt.  Wendet  man  nun  die  Gesetze  (1) 
und  (3)  des  vorigen  Paragraphen  erst  auf  97,  dann  auf  ^  an,  so 
ergiebt  sich,  wie  der  Leser  leicht  finden  wird,  dass  dieselben 
Gesetze  auch  für  diese  Abbildung  n  gelten,  und  da  die  Bilder 
an  offenbar  nicht  alle  verschwinden  (weil  z.  £.  l  sr  =  1  ist),  so 
ist  n  eine  PenMdaiion  des  Körpers  A.  Wir  nennen  sie  die 
Resultante  der  Camponenten  (p^  if  und  bezeichnen  sie  durch  das 
Symbol  9?^,  wobei  der  Einfluss  der  linken  oder  ersten  Compo- 
nente  <p  von  dem  der  reckten  oder  jsweiten  Gomponente  ^  durch 
die  Stellung  wohl  zu  unterscheiden  ist.  Die  Definition  dieser 
Resultante  9)^  besteht  nach  dem  Obigen  darin,  dass  das  ans 
jeder  in  A  enthaltenen  Zahl  a  erzeugte  Bild 

a{^ilf)  =  (a(p)if 

ist;  man  kann  daher  unbedenklich  die  Klammem  weglassen  und 
dieses  Bild  kurz  durch  a  9  ^  bezeichnen.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass,  wenn  T  irgend  ein  Theil  von  A  ist,  die  beiden  Systeme 
T(q)'4f)  und  {Tq>)if  vollständig  identisch  sind  und  daher  knrz 
durch  T<ptlf  bezeichnet  werden  können.  Hieraus  ergiebt  sich 
unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  zwei  Körper  J.,  -4"  mü  einem  dritten  A'  canjugirt 
sind^  so  sind  sie  auck  mit  einander  conjugirt. 

Denn  zufolge  der  Annahme  giebt  es  eine  Permutation  9  von 
-4,  und  eine  Permutation  ^  von  A\  für  welche  A<p  =  A\  und 
A'ilf  =  A"  wird;  mithin  ist  ^(9?^)  =  (Aq>)if  =  ^>  =  A\ 
was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  die  Zusammensetzung  benachbarter  Permutationen 
ausführlich  beschrieben  ist,  heben  wir  noch  die  folgenden,  darauf 
bezüglichen  wichtigen  Sätze  hervor,  deren  Beweise  der  Leser 
leicht  finden  wird. 

Ist  qp  eine  Permutation  des  Körpers  -4,  so  ist  9?  9"^  die 
identische  Permutation  von  A.  Ist  ^  ein  rechter  Nachbar  von 
q>y  so  ist  if-^  ein  linker  Nachbar  von  q>~\  und  (9)^)~*==^~*9"**. 
Ist  femer  ^^  ebenfalls  ein  rechter  Nachbar  von  9),  und  ipi  ein 
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linker  Nachbar  von  t^,  so  folgt  aus  9^  =  9^1,  dass  ^  =  ^p 
und  aus  qp^  =  91  if^,  dass  (p  =z  q>i  ist.  Wenn  ausserdem  die 
Permutation  %  ein  rechter  Nachbar  von  ^  ist,  so  ist  (9^)  jf  ==  9  (^  jj), 
und  man  kann  daher  diese  Resultante  kurz  durch  ipifx  be- 
zeichnen; hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  Schlussweise 
wie  in  §.  2  anwendet,  die  YoUständig  bestimmte  Bedeutung  der 
Resultante  91 99  .  .  .  ^Pn—i  7«  ^on  n  Gomponenten  91 ,  93  .  .  . 
9n— 1,  9?»»,  deren  jede  ein  rechter  Nachbar  der  vorhergehen- 
den ist;  da  die  Gomponenten  nicht  mit  einander  vertauscht 
werden  dürfen,  und  jede  immer  nur  mit  der  nächstfolgenden 
zu  einer  Resultante  verbunden  werden  kann,  so  ist  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Herstellungsarten  dieser  Resultante  = 
(n  — l)(n— 2)  .  ..2.1. 

§.  163. 

Ausser  der  eben  beschriebenen  Zusammensetzung  benach- 
barter Permutationen  haben  wir  nun  noch  die  ebenso  wichtigen 
Beziehungen  zu  betrachten,  welche  zwischen  den  Permutationen 
eines  Körpers  und  denen  seiner  Divisoren  stattfinden.  Ist  der 
Körper  A  ein  Divisor  des  Körpers  3f,  und  «  eine  Permutation 
des  letzteren,  so  ist  in  ihr  immer  eine  vollständig  bestimmte  Ab- 
bildung (p  von  Ä  enthalten,  welche  darin  besteht,  dass  für  jede 
in  A^  also  auch  in  M  enthaltene  Zahl  a  das  Bild  afp  =  an  ist, 
und  es  leuchtet'  aus  den  Grundgesetzen  in  §.  161  unmittelbar 
ein,  dass  diese  Abbildung  q)  eine  Permutaiian  von  A  ist;  wir 
wollen  sie  den  auf  A  bezüglichen  Divisor  von  jr,  und  umgekehrt 
n  ein  Multiplum  von  9?  nennen.  Offenbar  ist  9-^  zugleich  ein 
Divisor  von  3r-^  Wenn  A  =  M  ist,  so  ist  natürlich  auch  q>  =  n; 
in  jedem  anderen  Falle,  d.  h.  wenn  A  ein  echter  Divisor  von  M 
ist,  wird  man  aber  g?  von  ä  streng  unterscheiden  müssen*). 
Ist  n  wieder  ein  Divisor  einer  Permutation  p,  so  leuchtet  ein, 
dass  <p  auch  ein  Divisor  von  0  ist.  Ist  n  die  identische  Per- 
mutation von  Jüf,  so  ist  9  die  identische  Permutation  von  A. 
Die  einzige  —  nämlich  die  identische  —  Permutation  des  Körpers 
R  der  rationalen  Zahlen  ist  (nach  §.  161)  gemeinsamer  Divisor 
aller  Körper-Permutationen.  Allgemein  gilt  der  folgende  Funda- 
mentalsatz : 


*)  Auf  diese  Unterscheidung  brauchte  in  der  oben  citirten  Schrift  (§.  2) 
kein  Gewicht  gelegt  za  werden. 
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Bedeutet  11  irgend  ein  System  von  Permutcttionen  n  hdidiger 
Körper  My  so  bildet  die  Oesammtheit  A  aller  zu  TI  einwerthigen 
Zahlen  a  einen  Körper^  der  ein  gemeinsamer  Divisor  der  Körper 
M  ist;  die  Permuiationen  n  haben  aUe  einen  und  denseJben  auf  A 
bezüglichen  Divisor  <jp,  und  jeder  gemeinsame  Divisor  ^  der  Per- 
mutationen  n  ist  Divisor  dieser  Permutation  (p. 

Denn  das  Wesen  einer  zu  77  einwerthigen  Zahl  a  besteht 
(nach  §.  161)  darin,  dass  die  den  sämmtlichen  Permutationen  % 
entsprechenden  Bilder  an  einen  und  denselben  Werth  besitzen^ 
mithin  folgt  aus  den  Grundgesetzen  (in  §.  161),  dass  die  Summen^ 
DiflFerenzen,  Producte  und  Quotienten  von  je  zwei  solchen  ein- 
werthigen Zahlen  u,  v  ebenfalls  einwerthig  zu  77  sind;  also  ist 
A  ein  Körper.  Definirt  man  ferner  die  Abbildung  tp  von  A^ 
indem  man  afp  ^=  an  setzt,  so  ist  q>  offenbar  der  auf  A  bezüg- 
liche Divisor  von  jeder  einzelnen  Permutation  n.  Wenn  endlich 
eine  Permutation  ^  eines  Körpers  B  gemeinsamer  Divisor  der 
Permutationen  n^  und  b  irgend  eine  Zahl  in  B  ist,  so  muss  ht 
mit  jedem  der  Bilder  bn  übereinstimmen,  d.  h.  6  ist  eine  zn  II 
einwerthige  Zahl;  folglich  ist  B  Divisor  von  A^  und  zugleich  t 
Divisor  von  9,  was  zu  beweisen  war. 

Da  dieser  Körper  JL,  welcher  ein  gemeinsamer,  aber  keineswegs 
immer  der  grösste  gemeinsame  Divisor  der  Körper  M  ist,  durch 
das  System  77  vollständig  bestimmt  ist,  so  wollen  wir  sagen,  A 
gehöre  zu  77  oder  sei  der  gu  11  gehörige  Körper,  oder  wir  wollen 
kurz  A  den  Körper  des  Systems  TI  nennen,  und  man  sieht  sofort, 
dass  diese  Ausdrucksweise,  falls  77  nur  aus  einer  einzigen  Per- 
mutation besteht,  vollständig  mit  der  in  §.  161  eingeführten 
übereinstimmt.  Die  Permutation  9  kann  unbedenklich  der  grösät 
gemeinsame  Divisor  der  Permutationen  n  genannt  werden;  der 
Kürze  halber  wollen  wir  aber  9  auch  den  B^st  des  Systems  il 
oder  der  Permutationen  n  nennen.  — 

Ganz  anders  verhält  es  sich  dagegen  mit  der  Existenz  eines 
gemeinsamen  Multiplum  von  gegebenen  Permutationen;  denn  es 
leuchtet  z.  B.  ein,  dass  zwei  verschiedene  Permutationen  eines 
und  desselben  Körpers  gewiss  kein  gemeinsames  Multiplum  haben. 
Hierauf  gründet  sich  eine  sehr  wichtige  Unterscheidung:  die  Per- 
mutationen 9?,  1^  ...  sollen  einig  (harmonisch)  oder  uneinig  heissen, 
je  nachdem  sie  ein  gemeinsames  Multiplum  besitzen  oder  nicht 
Beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  zwei  einigen  Per- 
mutationen 9,  t/;   der  Körper  A,  B,   und   bezeichnen  mit  q   ein 
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gemeinsames  Multiplum  von  tp^  ^,  so  ist  der  zu  q  gehörige  Körper 
ein  gemeinsames  Multiplum  von  A,  B  und  folglich  auch  von 
AB\  bedeutet  ferner  a  jede  in  A,  h  jede  in  B  enthaltene  Zahl, 
und  7C  den  auf  AB  bezüglichen  Divisor  von  ^,  so  ist  a^  =  a^ 
=  ajCy  hi>  =  hQ  =  hn^  und  folglich  ist  n  ebenfalls ' ein  gemein- 
sames Multiplum  von  9,  i\f.  Da  nun  jede  bestimmte  Zahl  m  des 
Körpers  AB  (nach  §.  160)  durch  eine  endliche  Menge  von 
Zahlen  a,  b  rational  darstellbar  ist,  und  das  Bild  m  n  (nach  den 
Grundgesetzen  jeder  Permutation)  auf  dieselbe  Weise  aus  den 
Bildern  an^  hn^  also  aus  den  Zahlen  a^),  6^'  abgeleitet  wird,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  Permutation  ä  des  Productes  AB  durch 
die  Permutationen  9,  ^  der  Factoren  A.  B  vollständig  bestimmt^ 
also  gänzlich  unabhängig  von  der  Auswahl  der  obigen  Permu- 
tation Q  ist.  Diese  Permutation  jt,  welche  folglich  Divisor  von 
jedem  gemeinsamen  Multiplum  q  der  Permutationen  97,  ^  ist,  kann 
daher  ihr  kleinstes  gemeinsames  Multiplum  oder  kürzer  ihre 
tTmon*). genannt  werden. 

Umgekehrt,  wenn  n  eine  Permutation  eines  Productes  AB^ 
und  9?,  ^  die  auf  A,  B  bezüglichen  Divisoren  von  n  bedeuten,  so 
sind  diese  Permutationen  g),  ^  offenbar  einig,  und  n  ist  ihre  Union. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  {AB)n  =i  {An){B7i)r=  (^Afp){Bif\ 
und  dass  jr*-*  die  Union  von  qp-*,  ^-*  ist.  Sind  ausserdem  g),, 
ti  zwei  einige  Permutationen  der  Körper  -4  9,  Bip^  und  tt^  ihre 
Union,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Resultanten  991,  iffifi 
ebenfalls  einig  sind,  und  dass  die  Resultante  nn^  ihre  Union  ist. 

Auf  diesen  Betrachtungen,  die  genau  ebenso  für  Systeme  von 
mehr  als  zwei,  ja  von  unendlich  vielen  einigen  Permutationen 
gelten,  beruht  endlich  noch  der  folgende  Begriff.  Ein  System 
von  beliebigen  (einigen  oder  uneinigen)  Permutationen 

9^n  9^2»  9s  •  •  • 
und  ein  System  von  correspondirenden  Permutationen 

^>l^  92?  93  •  •  • 
sollen  conjugirte  Systeme  heissen,  wenn  je  zwei  correspondirende 
Glieder  g)^,  q>r  Permutationen  eines   und  desselben  Körpers  Ar 
sind,  und  wenn  zugleich  die  resultirenden  Permutationen 


*)  Ich  würde  das  Wort  Product  vorziehen,  wenn  dasselbe  nicht  von 
manchen  Schriftstellern  schon  bei  der  Zasammensetzung  von  Substitationen 
in  dem  Sinne  benatzt  wäre,  wofür  ich  oben  (§.  162)  den  ebenfalls  ge- 
brauchlichen Namen  Resultante  gewählt  habe. 

Dirichlet,   ZahlentliGorie.  3q 


4-66  Supplement  XI.   ..  §.  164. 

9T^9'i^    97*^21    97^9^3    •  •  r 

einig  sind.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  dann  sofort 
der  Satz,  dass  zwei  mit  einem  dritten  conjugirte  Systeme  Yon 
Permutation^n  auch  mit  einander  conjugirt  sind.  Der  Nutzen, 
welchen  diese  und  die  früher  entwickelten  Begriffe  gewähren, 
würde  freilich  erst  bei  einer  ausführlicheren,  ins  Einzelne  gehen- 
den Darstellung  der  Algebra  deutlich  erkennbar  werden. 


§.  164. 

Für  die  genaue  Untersuchung  der  Verwandtschaft  zwischen 
den  verschiedenen  Körpern  —  und  hierin  besteht  der  eigentliche 
Gegenstand  der  heutigen  Algebra  —  bildet  der  folgende  Be- 
griff*} die  allgemeinste  und  zugleich  einfachste  Grundlage: 

Ein  System  T  von  m  Zahlen  ojj,  o^j  .  .  .  Om  heisst  rediieibeJ 
in  Bezug  auf  einen  Körper  A ,  wenn  es  m  Zahlen  aj ,  o^  . . .  o« 
in  A  giebt,  die  der  Bedingung 

genügen  und  nicht  alle  verschwinden ;  im  entgegengesetzten  Falle 
heisst  das  System  T  irreducibel  nach  A.  Je  nachdem  der  erstere 
oder  letztere  Fall  stattfindet,  werden  wir  auch  sagen,  die 
m  Zahlen  o)i ,  coj  .  .  .  Om  seien  von  einander  abMngig  oder  un- 
abhängig (in  Bezug  auf  ^1). 

Ist  A  ein  Divisor  des  Körpers  B,  so  leuchtet  ein,  dass  jedes 
in  Bezug  auf  A  reducibele  Syetem  auch  reducibel  nach  By  und 
jedes  nach  B  irreducibele  System  auch  irreducibel  in  Bezug  auf 
A  ist.  Bei  den  zunächst  folgenden  Bemerkungen  werden  aber 
alle  Systeme  T  immer  auf  einen  und  denselben  Körper  A  be- 
zogen, und  es  wird  deshalb  erlaubt  sein,  diese  Beziehung  un- 
erwähnt zu  lassen. 

Jedes  irreducibele  System  besteht  aus  lauter  von  einander 
und  von  Null  verschiedenen  Zahlen ,  und  ein  aus  einer  einzige« 
Zahl  bestehendes  System  ist  dann  und  nur  dann  irreducibel 
wenn  diese  Zahl  von  Null  verschieden  ist. 

*)  Vergl.  Dirichlet :  VeraUge  meiner  an  g  eines  Satzes  aus  der  Lehre  €on 
den  Ketienbrüchen  nebst  einigen  Amuendungen  auf  die  TIteorie  der  Zahlen, 
(Berliner  Monatsberichte,  April  1842,  öder  Dirichlet's  Werke,  Bd.  l»  S.  633.) 
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Ein  reducibeles  oder  irreducibeles  System  behält  diesen 
Charakter,  wenn  die  Zahlen  desselben  mit  einem  beliebigen  ge- 
meinsamen, von  Null  verschiedenen  Factor  multiplicirt   werden. 

Fügt  man  zu  einem  reducibelen  Systeme  noch  eine  oder 
mehrere  Zählen  hinzu,  so  bleibt  das  System  reducibel;  jeder 
Theil  eines  irreducibelen  Systems  ist  irreducibel. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  folgende  Anwendung  des 
obigen  Begriflfes.  Wir  sagen,  eine  Zahl  0  sei  algebraisch  in  Bezug 
auf  den  Körper  -4,  wenn  sie  die  Wurzel  einer  endlichen  alge- 
braischen Gleichung  von  der  Form 

Ö»»  +  aiö"-i  +  .  .  .  -f  ttn^iO  +  an==  0 

ist,  deren  Coefficienten  «r  dem  Körper  A  angehören.  Dieselbe 
Eigenschaft  können  wir  jetzt  so  aussprechen,  dass  die  w  -|-  1 
Potenzen  ö**,  Ö"""^  .  .  .  ö,  1  ein  nach  A  reducibeles  System,  bilden. 
Unter  allen  positiven  Exponenten  w,  für  welche  diese  Reduci- 
bilität  besteht,  muss  es  nun  einen  kleinsten  n  geben,  in  der 
Weise,  dass  das  System  der  n  Potenzen  ö*»— * .  .  .  ö,  1  irreducibel 
ist,  aber  durch  Hinzufügung  von  ti^  reducibel  wird;  diese  natür- 
liche Zahl  n  wollen  wir  den  Grad  der  Zahl  0  in  Bezug  auf  A 
nennen,  und  wir  sagen  kurz,  0  sei  eine  (algebraische)  Zahl  wten 
Grades  in  Bezug  auf  A.  Ist  n  =  1,  so  ist  0  offenbar  in  A  ent- 
halten, und  umgekehrt  ist  jede  Zahl  des  Körpers  A  algebraisch 
vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  A. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurück  und 
nehmen  wir  an,  das  obige  System  der  m  Zahlen  Oi,  Oj  .  .  .  c7„i 
(die  nicht  alle  verschwinden)  sei  reducibel,  so  wird  oft'enbar  ein 
Theil  dieses  Systems,  der  etwa  aus  den  n  Zahlen  cji^  co^  .  .  ,  (On 
bestehen  mag,  irreducibel  sein,  während  jede  der  übrigen  m  —  n 
Zahlen  a)„^.l,  cd„+2  ...  »m  mit  jenen  ein  reducibeles  System 
bildet.  Wir  wollen  nun  allgemein  mit  o  jede  Zahl  bezeichnen, 
welche  von  den  Zahlen  coi,  Oj  .  .  •  oj«  abhängig  ist,  d.  h.  welche 
mit  diesen  Zahlen  ein  reducibeles  System  bildet;  es  leuchtet  ein, 
dass  jede  solche  Zahl  a  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Art  in 
der  Form 

darstellbar  ist,  wo  die  Coefficienten  h^,  h^  .  .  .  ä»  Zahlen  des 
Körpers  A  bedeuten,  und  dass  umgekelirt  jede  in  dieser  Form 
darstellbare  Zahl  abhängig  ist  von  den  n  Zahlen  coi,  CO3  .  .  .  o«. 
Die  Gesammtlieit  Ä  aller  dieser  Zahlen  0  nennen  wir  eine  Schaar 

30* 
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(in  Bezug  auf  A)]  das  System  der  n  bestimmten  Zahlen  c9i, 
(o^  ^  .  .  <On  heisst  eine  (irreducibele)  Basis  der  Schaar  <A,  und 
diese  n  Zahlen  cOr  selbst  heissen  die  Glieder  oder  Elemente  dieser 
Basis.  Zu  jeder  in  Sl  enthaltenen  Zahl  o  gehören  dann  n  völlig 
bestimmte  Zahlen  /^n  %2  •  •  •  ^n  des  Körpers  yt,  die  in  der  Dar- 
stellung (l)  von  (o  auftreten  und  die  CoordincUen  von  cd  in  Bezug 
auf  diese  Basis  heissen  sollen.  Die  charakteristischen  Eigen- 
schaften einer  solchen  Schaar  i^  sind  die  folgenden: 

I.  Die  Zahlen  in  Sl  reproduciren  sich  durch  Addition  und 
Subtradion^  d.  h.  die  Summen  und  Differenzen  von  je  zwei  seichen 
Zahlen  sind  ebenfalls  Zahlen  in  Sl, 

II.  Jedes  Produd  aus  einer  Zahl  in  Sl  und  einer  ZcM  in  Ä 
ist  eine  Zahl  in  Sl. 

III.  Es  giebt  n  von  einander  unabhängige  Zahlen  in  Sl,  aber 
je  n  -^  l  solche  Zahlen  sind  von  einander  abMngig, 

Nur  der  zweite  Theil  dieser  letzten  Eigenschaft  bedarf  noch 
einer  Begründung,  und  wir  dürfen  dabei  annehmen ,  dass  sie  für 
jede  ähnliche  Schaar,  deren  Basis  aus  weniger  als  n  Gliedern 
besteht,  schon  bewiesen  sei  Nimmt  man  nun  n  +  I  beliebige 
Zahlen  «,  o^,  ocj  •  •  •  ^n  ^us  i$2,  so  sind  sie,  falls  eine  von  ihnen, 
z.  B.  a  =  0  ist,  gewiss  von  einander  abhängig;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  dürfen  wir  voraussetzen,  dass  z.  B.  die  erste 
Goordinate  der  Zahl  a  nicht  verschwindet;  dann  kann  man  offen- 
bar n  Zahlen  Ci^  c^  ,  .  .  Cn  in  A  so  bestimmen,  dass  die  erste 
Goordinate  von  jeder  der  n  Zahlen 

«1  +  Ci  a,   «2  +  Ca «  .  .  .  «n  +  Cn  « 

verschwindet'*');  diese  n  Zahlen  gehören  dann  einer  Schaar  an. 
deren  Basis  aus  nur  n  —  I  Zahlen  cd^,  gi,  .  .  .  cd«  besteht,  und 
sind  folglich  von  einander  abhängig;  es  giebt  daher  n  Zahlen 
Ol,  Oj  ...  an  in  J.,  die  nicht  alle  verschwinden,  und  welche  der 
Bedingung 

ai  («1  +  <?i  a)  +  o,  (o,  +  c,  «)  -t-  ...  +  a„(a«  +  c««)  =  0 

genügen,  und  da  auch  die  Summe  a  =  Oj  Ci  +  a^  c^  +  •  •  •  +  fl«  c» 
in  A  enthalten  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  tt  -|-  I  Zahlen 
o,  a^ ,  o,  .  .  .  0(n  wirklich  von  einander  abhängig  sind ,  was  za 
beweisen  war. 


*)  Im  Falle  n  =  1  ist  hierdurch  allein  die  Behauptung  schon  erwiesen 


/ 
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Umgekehrt,  wenn  ein  Zahlensystem  i2  die  obigen  drei  Eigen- 
schaften I,  II,  III  besitzt,  so  folgt  aus  der  letzten,  dass,  nachdem 
man  n  von  einander  unabhängige  Zahlen  coi ,  (»2  •  •  •  a>n  aus  £1 
gewählt  hat,  jede  in  Sl  enthaltene  Zahl  (d  gewiss  von  der  Form 
(1)  ist;  sodann  folgt  aus  II  und  I,  dass  auch  jede  in  der  Form  (1) 
enthaltene  Zahl  (o  dem  System  1^  angehört.  Also  sind  wirklich 
diese  drei  Eigenschaften  charakteristisch  für  die  aus  allen  Zahlen 
io  von  der  Form  (1)  bestehende  Schaar  Sl. 

Zugleich  leuchtet  hieraus  ein,  dass  jedes  aus  n  solchen 
Zahlen  a  bestehende  irreducibele  System  ebenfalls  als  eine 
£asis  von  Sl  angesehen  und  benutzt  werden  kann;  mit  jedem 
Uebergange  von  einer  Basis  zu  einer  anderen  ist  offenbar  eine 
Transformation  der  Coordinaten  aller  Zahlen  o  verbunden,  ähn- 
lich wie  in  der  analytischen  Geometrie.  Auf  die  Auswahl  einer 
solchen  neuen  Basis  bezieht  sich  der  folgende  wichtige  Satz,  von 
dem  wir,  wenn  auch  erst  später,  oft  Gebrauch  zu  machen  haben 
werden. 

IV.  Ein  beliebiges  System  von  n  Zahlen  der  Schaar  Sl  ist 
reducibel  oder  irreducibel^  je  nachdem  die  ans  ihren  Coordinaten 
gebildete  Determinante  verschwindet  oder  nicht  verschwindet. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  ein  beliebiges  System 
von  n  Zahlen  a^,  ot,  .  .  .  a^  die  in  Sl  enthalten,  also  von  der 
Form 

sind,  und  bezeichnen  mit  a  die  aus  den  Coordinaten  ar,8  gebil- 
dete Determinante.  Bilden  nun  diese  n  Zahlen  «^  ein  reduci- 
beles  System,  so  giebt  es  n  Zahlen  x^^  x^  .  •  .  Xn  in  -4,  die  nicht 
alle  verschwinden  und  die  der  Bedingung 

^1  «1  +  ^5  «2  +  •  •  •  +  ^n  «n  =  0 

genügen ;  ersetzt  man  hierin  die  n  Zahlen  «r  durch  die  vor- 
stehenden Ausdrücke,  so  müssen,  weil  die  n  Zahlen  co,  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  die  in  A  enthaltenen  n  Summen 

sein,  und  hieraus  folgt  bekanntlich,  dass  jedes  der  Producte 
axi,  aXi  .  .  .  aXn^,  also  auch  a  selbst  verschwindet.  Bilden  aber 
die  n  Zahlen  a^  ein  irreducibeles  System,  also  auch  eine  neue 
Basis  von  i^,  so  sind  die  n  Zahlen  o«  darstellbar  in  der  Form 

O«    =   il,««!     +    62,*  ««    +     •••    +    fttl,*«!. 
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wo  wieder  alle  Coefficienten  ft,.^,,  deren  Determinante  wir  mit  6 
bezeichnen,  in  A  enthalten  sind.  Substituirt  man  diese  DarsteU 
lungen  der  Zahlen  ©,  in  den  obigen  Ausdruck  für  a^i  so  folgt, 
dass  jede  der  in  A  enthaltenen  n^  Summen 

ist,  je  nachdem  r,  .<?  gleich  oder  verschieden  sind;  nach  dem  be- 
kannten Satze  über  die  Multiplication  der  Determinanten  folgt 
hieraus  a6  =  1,  mithin  ist  a  von  Null  verschieden,  was  zu  be- 
weisen war.  — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  wichtigen  Frage:  wann  ist  eine 
solche,  durch  die  Eigenschaften  I,  II,  III  charakterisirte  Schaar 
Sl  ein  Körper?  Soll  dies  der  Fall  sein,  so  müssen  alle  Producta 
örO»  aus  je  zwei  Elementen  der  Basis  ebenfalls  in  Sl  enthalten, 
also  muss 

sein,  wo  alle  Coefficienten  a^'  Zahlen  des  Körpers  A  bedeuten*). 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  leuchtet  ein ,  dass  die  Zahlen 
C3  der  Schaar  Sl  sich  nicht  nur  (zufolge  I)  durch  Addition  und 
Subtraction,  sondern  auch  durch  Multiplication  reproduciren ;  ist 
femer  a  eine  beliebige,  aber  von  Null  verschiedene  Zahl  in  Ä 
so  bilden  die  n  Producte  aojr  gewiss  ein  irreducibeles  System, 
und  da  sie  ebenfalls  in  i^  enthalten  sind,  so  können  sie  als  eine 
neue  Basis  von  £1  dienen ;  mithin  ist  jede  Zahl  m  auch  dar- 
stellbar in  der  Form: 

wo  die  n  neuen  Coordinaten  kr  wieder  dem  Körper  A  angehören, 
und  folglich  ist  auch  jeder  Quotient  von  zwei  Zahlen  o,  a  der 
Schaar  Sl  wieder  eine  Zahl  in  Sl.  Wir  haben  daher  folgenden 
Satz  gewonnen: 

V.  Die  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  Schaar  Sl  ein  Körper  ist^  bestehen  darin^  dass  alle  Pro- 
ducte aus  zwei  Elementen  einer  Basis  von  Sl  wieder  in  Sl  ent- 
halten sind. 


*)  Zufolge  der  alljs^e meinen  Gesetze  toru)»  =  (Ogoir  und  {to  (tf«)»< 
=  (Or  {(Oa  «t)  müssen  diese  Coefficienten  gewisse  Bedingungen  erfüllen,  clie 
wir  aber  hier  nicht  weiter  zu  verfolgen  brauchen.  Vergl.  §.  159  der 
ztoeiten  Auflage  (1871)  dieses  Werkes  und  meinen  Aufsatz:  Zur  Theorie 
der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Grössen  (Nachrichten  von 
der  Gottinprcr  Ges.  d.  W.  1S85.  S.  141). 
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Jede  Basis  der  Schaar  Sl  nennen  wir  nun  auch  eine  Basis 
des  Körpers  Ä  in  Bezug  auf  A.  Da  dieser  Körper  Sl  gewiss  die 
Zahl  1  enthält,  so  ergiebt  sich  aus  II  der  Satz: 

VI..   Ist  die  Schaar  £1  ein  Körper^  so  ist  A  ein  Divisor  von  £1, 

Da  ferner,  wenn  o  eine  beliebige  Zahl  dieses  Körpers  Sl 
bedeutet,  auch  alle  Potenzen  g7>,  o^  .  .  .  in  Sl  enthalten  sind,  so 
bilden  zufolge  III  die  n  +  1  Zahlen  w",©«—^  .  .  .  w,  1  gewiss  ein 
reducibeles  System,  was  wir  so  aussprechen  können: 

VII.  Ist  die  Schaar  Sl  ein  Körper,  so  ist  jede  darin  ent- 
haltene Zahl  algebraisch  in  Bezug  auf  A  und  zwar  höchstens 
vom  Grade  n. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Körper  A,  B  und  nehmen  an,  es 
gebe  n  Zahlen  Oi ,  cog  .  .  .  o„  in  J?,  die  ein  nach  A  irreducibeles 
System  bilden,  aber  jedes  System  von  n  4-  1  Zahlen  des  Körpers 
B  sei  reducibel;  da  jeder  Theil  eines  irreducibelen  Systems  eben- 
falls irreducibel  ist,  so  kann  es  nur  eine  einzige  solche  Anzahl  n 
geben;  in  diesem  P'alle  sagen  wir,  der  Körper  B  sei  endlich  und 
vom  Grade  n  in  Bezug  auf  A,  und  bezeichnen  dies  durch  die 

Gleichung*) 

(B,  A)  =  n. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass  der  Fall  n  =  1  dann  und  nur  dann 
eintritt,  wenn  B  Divisor  von  A  ist;  die  beiden  Gleichungen 

{B,A)  =  1,    AB  =  A 

sind  daher  gleichbedeutend.  Für  einen  beliebigen  Grad  n  ergiebt 
sich,  dass  B  in  der  Schaar  Sl  enthalten  ist,  welche  aus  allen 
Zahlen  o  von  der  Form  (1)  besteht,  und  da  alle  Producte  Or  ß>« 
in  2?,  mithin  auch  in  Sl  enthalten  sind,  so  ist  Sl  (nach  V,  VI) 
ein  Körper,  und  zwar  ein  Multiplum  von  AB\  da  ferner  jede 
Zahl  o  rational  aus  Zahlen  hr  des  Körpers  A  und  Zahlen  ci),. 
des  Körpers  B  gebildet  und  folglich  in  AB  enthalten  ist,  so 
ergiebt  sich,  dass  Sl  auch  ein  Divisor  von  AB^  mithin  Sl  =  AB 
ist.     Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

VIII.  Ist  B    ein  Körper  n'«"    Grades    in  Bezug    auf   den 

Körper  A,  so  ist  auch 

•  « 

*)  In  dieser  Bedeutung  habe  ich  das  Symbol  (jB,  ä)  zuerst  benutzt  auf 
S.  21  der  Literaturzeitung  im  Jahrgang  18  von  Schlömilch's  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  (1873). 
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(AB,  A)  =  {B,  A)  =  n  (2J 

und  jedes  nach  A  irredueihele  System  von  n  Zahlen  in  B  oder  in 
AB  bildet  eine  Basis  der  Schaar  AB  in  Bezug  auf  A, 

Zugleich  ergiebt  sich  (aus  VII),  dass  alle  Zahlen  in  AB^ 
also  auch  alle  Zahlen  in  B  algebraisch  in  Bezug  auf  A  sind,  und 
zwar  höchstens  vom  Grade  n\  dass  es  in  -B  auch  Zahlen«*™ 
Grades  giebt,  könnte  zwar  schon  jetzt  bewiesen  werden,  doch 
wollen  wir,  weil  dies  später  (in  §.  165,  VI)  sich  ganz  von  selbst 
ergeben  wird,  für  jetzt  darauf  verzichten  und  nur  die  folgende 
Umkehr ung  beweisen: 

IX.  Ist  0  eine  algebraische  Zahl  w'**»  Grades  in  Bezug  auf 
A,  und  B  der  Körper  JJ(fl),  welcher  aus  allen  durch  0  rational 
darstellbaren  Zahlen  besteht^  also  AB  =  A(0)^  so  ist  (JB,J[)  =  n, 
und  die  n  Potenzen  ö"~^,  ö"~^  .  .  .  ö,  1  bilden  eine  Basis  von  ä(0) 
in  Bezug  auf  A, 

Hierzu  betrachten  wir  die  Schaar  Ä  aller  Zahlen  o  von  der 
Form 

o  =  ÄjO«-^  +  AaO"-»  -h  •  •  •  +  Ä«-iÖ  +  Ä», 

deren  Coordinaten  hr  beliebige  Zahlen  in  A  sind.  Da  (nach  .An- 
nahme) die  Potenz  ö»»  in  ß  enthalten  ist,  so  gilt  dasselbe 
(nach  II,  I)  von  Aiö«  und  von  jedem  Producte  cod^  also  auch 
von  allen  höheren  Potenzen  6»*+^,  0"+*  .  .  .;  mithin  sind  alle 
Producte  aus  je  zwei  Gliedern  der  Basis  ebenfalls  in  Sl  enthalten, 
und  folglich  ist  Sl  (nach  V)  ein  Körper.  Da  dieser  Körper  fl 
ein  Multiplum  von  A  ist  und  die  Zahl  0  enthält,  so  ist  er  auch 
ein  Multiplum  von  A  (0)  und  folglich  =  -4.  (ö) ,  weil  umgekehrt 
jede  Zahl  o  gewiss  in  ^(ö)  enthalten  ist.  Der  Körper  A(0)  oder 
AB  ist  daher  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  -4,  und  dasselbe  gilt 
folglich  auch  von  B^  was  zu  beweisen  war. 

Hieran  knüpfen  wir  die  folgenden  Bemerkungen.  Bedeutet  t 
eine  Variahele^  und  bezeichnen  wir  mit  F(t%f{t)^fi{t)^f^(t)*" 
ausschliesslich  solche  ganze  Functionen  von  ^,  deren  Coefficienten 
im  Körper  A  enthalten  sind,  so  sind  die  Summen,  Differenzen, 
Producte  derselben  ebenfalls  solche  Functionen,  und  durch  Divi- 
sion von  fi(t)  durch  f(t)  entspringt  eine  Identität  von  der  Form 
f\(t)  =  f(t)f^{t)  4-  F(t),  wo  der  Rest  F(t)  von  niedrigerem 
Grade  als/(^),  oder  identisch  =0  wird,  falls  fi(t)  durch /(O 
theilbar  ist  Hat  nun  0  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorst^enden 
Satze,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Function  n*®°  Grade^ 


j 
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/(O  =  ^«  +  ait»^!  +  .  .  .  +  an-i  t  +  an,  (3) 

welche  zugleich  mit  t  —  ö  verschwindet  und  folglich  durch  die 
Zahl  d  (und  A)  vollständig  bestimmt  ist.  Bezeichnet  man  mit 
F(t)  jede  Function,  deren  Grad  <n  ist,  so  wird  nur  dann 
F(0)  =  0,  wenn  identisch  F(t)  =  0  ist.  Ist  daher  f,  (0)  =  0, 
so  mus8/i(^)  durch  f(t)  theilbar  sein.  Die  Function /(f)  selbst 
kann  durch  keine  Function  F(t)  theilbar  sein,  weil  aus  f(t) 
=  F{t)F^  (t)  und  /(Ö)  =  0  entweder  F(Ö)  =  0  oder  F^  (ö)  =  0 
folgen  würde,  was  unmöglich  ist.  Eine  solche  Function  /(f), 
deren  Coefficienten  in  A  enthalten  sind,  und  welche  durch  keine 
ähnliche  Function  niedrigeren  Grades  theilbar  ist,  heisst  irredu- 
cibel  oder  eine  Frimßmction  in  Bezug  auf  -4,  und  ebenso  heisst 
auch  die  Gleichung  f(0)  =  0  irreducibel.  Der  Körper  Ä(0)  be- 
steht aus  allen  Zahlen  (o  von  der  Form  F(d)y  und  jede  solche 
Zahl  CO  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  F{0) 
dargestellt  werden. 

Hierauf  gehen  wir  zur  Betrachtung  von  drei  Körpern  -4,  J5,  C 
über  und  stellen  folgenden  Satz*)  auf: 

X.  Ist  B  endlich  in  Bezug  auf  A^  und  G  endlich  in  Bezug 
auf  A  B^  so  ist  auch  B  C  endlich  in  Bezug  auf  A^  und 

iBC,Ä)  =  (C,AB)(B,Ä).  (4) 

Bilden  nämlich,  wenn  (JB,  -4)  =  n  und  (QAB)  =  p  gesetzt 
wird,  die  n  Zahlen  cDr  in  B  ein  irreducibel  es  System  nach  A, 
und  die  p  Zahlen  r,  in  C  ein  irreducibeles  System  nach  AB^  so 
bilden,  wie  man  leicht  sieht,  die  np  Producte  cort,  eine  irredu- 
cibele  Basis  des  Körpers  ABC  in  Bezug  auf  J.,  was  zu  be- 
weisen war. 

Am  häufigsten  tritt  der  Fall  auf,  wo  B  MuUiplum  von  A 

und    zugleich    Divisor   von    (7,    also   AB  =  B^  BC  =  C,  und 

folglich 

(C,  A)  =  (C,  B)  (B,  A)  (5) 

ist.  Ausserdem  folgt  aus  dem  Satze  X,  dass  jedes  Product  aus 
zwei  oder  mehreren,  in  Bezug  auf  A  endlichen  Körpern  wieder 
ein  solcher  Körper  ist.  Sind  nun  d,  rj  irgend  zwei  algebraische 
Zahlen  in  Bezug  auf  Aj  so  sind  (nach  IX)  die  Körper  R  (ö),  R  (i?) 
endlich  in  Bezug  auf  A^  und  folglich  gilt  dasselbe  von  ihrem 
Producte  E  (ö,  ri) ;  mithin  sind  auch  die  in   dem  .letzteren  ent- 


*)  Vergl.  das  vorhergehende  Citat. 
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halteiie  Summe,  die  Differenji;,  das  Product  und  der  Quotient 
von  0,  rj  algebraisch  in  Bezug  auf  Ä^  und  folglich  ist  der  In- 
begriff aller  in  Bezug  auf  Ä  algebraischen  Zahlen  ein  Körper. 

Es  ist  vortheilhaft,  dem  Symbol  (5,  A)  auch  dann  eine  Be- 
deutung beizulegen  und  zwar  (B,  A)  =  0  zu  setzen  *),  wenn  B 
nicht  endlich  in  Bezug  auf  A  ist.  Hierdurch  erreicht  mau 
nämlich,  wie  der  Leser  leicht  finden  wird,  dass  die  in  den  beiden 
Gleichungen  (2),  (4)  enthaltenen  Sätze  ohne  jede  Voraussetzung 
für  beliebige  Körper  J.,  J9,  C  gelten.  Vertauscht  man  nun  die 
letzteren  mit  einander,  so  erhält  man  gewisse  Reciprocitäten  und 
andere  Beziehungen,  wie  z.  B. 

(B,  C){C,Ä)  {A  m  =  {C,  B)  (A  C)  (B,  A),  (6) 

deren  tiefere  Bedeutung  aber  erst  durch  die  nachfolgenden  Unter- 
suchungen erkannt  werden  kann. 


§.  165. 

Wir  verbinden  jetzt  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
erklärten  Begriffe  mit  einander  und  nehmen  an,  der  Körper  Ä 
sei  ein  Divisor  des  Körpers  Jf,  und  n  sei  eine  Permutation  des 
letzteren;  der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir,  wenn  a  irgend  eine 
Zahl  in  M  bedeutet,  mit  &'  die  conjugirte  Zahl  oä.  Bilden  nun 
die  in  M  enthaltenen  m  Zahlen  &i^  to^  .  .  ,  lOm  ein  nach  A  redih 
cibeles  System  T,  giebt  es  also  m  Zahlen  Oi ,  as  .  .  .  Om  in  il,  die 
der  Bedingung 

aiQj,  +  ajOj  +  •  •  •  +  amfXiiH  =  0 

genügen  und  nicht  alle  verschwinden,  so  folgt  hieraus,  weil 
0'  =  0  ist,  auch 

a\ o'i  -f  a\ ö'a  +  •  •  •  +  «m «m  =  0, 

und  da  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  in  ^  immer  eine 
von  Null  verschiedene  Zahl  a'  in  Ax  entspricht,  so  ist  das  in 
Mn  enthaltene,  aus  den  m  Zahlen  ci'i,  co'a  .  .  .  o'm  bestehende 
System  Ttc  reducibel  in  Bezug  auf  An.  Da  ferner  jede  Zahl  o' 
des  Körpers  Mn  durch  die  inverse  Permutation  3r~*  in  eine 
Zahl  (D  des  Körpers  M  übergeht,  so  ist  umgekehrt  das  System  T 

*)  Wenn  man  es  vorzieht,  so  maj?  man  (B,  ^)  r=  oo   setzen,   was  im 
Wesentlichen  denselben  Erfolg  hat. 
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gewiss  reducibel  nach  A ,  wenn  das  System  Tn  reducibel  nach 
An  ist.    Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

I.  Ist  der  Körper  M  ein  Multiplum  des  Körpers  Aj  und  % 
eine  Permutation  von  Jtf,  so  wird^  je  nachdem  das  in  M  enthaltene 
System  T  reducibel  oder  irreducibel  nach  A  ist^  das  System  Tjc 
auch  reducibel  oder  irreducibel  nach  An  sein. 

Wenden  wir  dies  auf  den  Fall  an,  wo  J!f  das  Product  der 
beiden  Körper  -4,  B  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz : 

IL    Ist  n  eine  Permutation   des  Productes  AB  der  beiden 

Körper  -4,  jB,  so  ist 

(B,A)  =  (Bn,An). 

Hierauf  schreiten  wir  zum  Beweise  des  folgenden  Funda- 
mentalsatzes : 

III.  Ist  der  Körper  B  endlich  in  Bezug  auf  den  Körper  A^ 
und  (p  eine  Permutation  von  A,  so  ist  der  Grad  (jB,  -4)  die  Anzahl 
aller  derjenigen  verschiedenen  Permutationen  n  des  Productes  AB, 
weiche  Multipla  von  (p  sind.  Zugleich  ist  A  der  Körper  und  <p 
der  Best  des  Systems  n  dieser  Permutationen  n. 

Derselbe  leuchtet  für  den  Fall  (-B,  J.)  =  1  unmittelbar  ein, 
weil  dann  B  ein  Divisor  von  J.,  also  AB  •=  A,  mithin  noth- 
wendig  n  =  <p  sein  muss.  Um  ihn  allgemein  zu  beweisen,  wenden 
wir  die  vollständige  Induction  an;  wir  nehmen  an,  er  sei  schon 
für  alle  Fälle  bewiesen,  wo  der  Grad  (B,  A)  <  n  ist,  und  zeigen, 
dass  er  dann  auch  für  {B^A)  =  n  gilt. 

Hierbei  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden,  deren  erster 
dann  eintritt,  wenn  es  einen  dritten  Körper  K  giebt,  der  ein 
echter  Divisor  von  AB  und  zugleich  ein  echtes  Multiplum  von  A 
ist  Setzen  wir  {AB^  K)  =  jp,  (iC,  J.)  =  g,  so  ist  (nach  den 
Sätzen  VIII  und  X  in  §.  164)  n  =  (B,A)  =  {AB,A)  = 
(A  Bj  K)  (K^  A)  =  p  g,  und  da  K  verschieden  von  A  B  und  A 
ist,  so  ist  jeder  der  beiden  Grade  p,  q>l  und  folglich  auch<  n. 
Nach  unserer  Annahme  giebt  es  daher  q  und  nur  q  verschiedene 
Permutationen 

Xii  X^  '  '  '  Xq 

des  Körpers  AK=K,  welche  Multipla   von  q)  sind,   und  wenn 
Xr   irgend  eine  dieser  Permutationen  ist,  so  giebt  es  p  und   nur 
•  |)- verschiedene  Permutationen 

^r,  1 9    ^r,  2    •   •   •   ^r,  p 
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des  Körpers  ÄBK ^=  AB,  welche  Multipla  von  Xr  sind,  und 
jede  dieser  Permutationen  Xr^a  ist  (nach  §.  163)  zugleich  Multi- 
plum  von  (p.  Da  ferner  jeder  Permutation  ä  des  Körpers  AB. 
welche  Multiplum  von  9  ist,  immer  eine  und  nur  eine  Permu- 
tation X  von  K  entspricht,  welche  Divisor  von  ar  und  folglich 
ebenfalls  Multiplum  von  <p  ist,  so  sind  die  oben  erhaltenen 
n  Permutationen  jt^,«,  welche  den  gWerthen  r  und  den^Werthen 
s  entsprechen,  alle  von  einander  verschieden,  und  ausser  diesen 
n  Permutationen  jt^,«  kann  es  keine  andere  Permutation  x  von 
AB  geben,  die  ein  Multiplum  von  qp  wäre.  Also  ist  in  diesem 
Falle  unser  Satz  über  die  Anzahl  der  Permutationen  sc  bewiesen. 
Im  entgegengesetzten  ztceiien  Falle,  wo  es  keinen  Körper  J 
von  der  obigen  Beschafifenheit  giebt,  wählen  wir  aus  B  (oder 
auch  aus  AB)  eine  nicht  in  A  enthaltene  Zahl  ^,  was  stets 
möglich  ist,  weil  n  >  1 ,  also  B  nicht  Divisor  von  A  ist.  Dann 
muss  der  aus  A  durch  Adjunction  von  ö  erzeugte  Körper 
A{d)  =  AB  sein,  weil  er  Divisor  von  AB  und  zugleich  Multi- 
plum von  A^  aber  verschieden  von  A  ist,  und  die  in  Bezug  auf 
A  algebraische  Zahl  0  ist  (nach  IX  in  §.  164)  gewiss  vom  Grade 
n  =  {B^A)\  der  Körper  A{0)  besteht  aus  allen  Zahlen  a  von 
der  Form 

a  =  F{ß)  =  x,e^-^  +  a?,  0"-«  H +  Xn^iO  +  a?,,     (1) 

wo  die  n  Coefficienten  oder  Coordinaten  x  willkürliche  Zahlen  in 
A  bedeuten ,  und  zwar  ist  jede  Zahl  a  nur  auf  eine  einzige  Art 
so  darstellbar,  weil  die  n  Potenzen  ö**~*  ...  0,  1  ein  nach  A 
irreducibeles  System  bilden.  Die  Zahl  fl  ist  die  Wurzel  einer 
bestimmten,  nach  A  irreducibelen  Gleichung 

/(O)  =  fln^.  ai  0"-i  +  0,0*-»  +  .  .  .  +  a^i0  +  Oh  =  0,    (2) 

deren  Coefficienten  Ur  zugleich  die  Coordinaten  der  Zahl  —  Ö" 
sind*). 

Wir  suchen  nun  alle  etwa  vorhandenen  Permutationen  t 
dieses  Körpers  A(d)^  welche  Multipla  von  der  gegebenen  Per- 
mutation (p  des  Körpers  A  sind.  Der  Einfachheit  halber  setzen 
wir,  wenn  x  irgend  eine  Zahl  in  A  bedeutet,  die  aus  ihr  durch 
9  erzeugte,  also  gegebene  Zahl 

X(p  =  x'\  (3) 

*)  Es   ist  gut,   zu   bemerken,  dass   alles    Folgende   für  jeden  solchen 
Körper  A(ä)  gilt,  der  aus  einer  Zahl  0  vom  Grade  n  entspringt. 
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dann  mu89,  weil  %  ein  Multiplum  von  9  sein  soll,  auch 

xn  =  Cef  (4) 

sein,  und  da  alle  Zahlen  a  des  Körpers  AB  rational  aus  Zahlen 
X  und  der  einzigen  Zahl  0  gebildet  sind,  so  wird  die  Permutation 
n  vollständig  bestimmt  sein,  sobald  auch  On  bekannt  ist;  setzen 
wir  der  Kürze  halber  diese  Zahl 

ö»=i?,  (5) 

so  folgt  aus  (1)  und  (2),  dass  jede  in  der  Form  (1)  dargestellte 
Zahl  oc  durch  %  m  die  zugehörige  Zahl 

an  =  S(iy)  =  x\  12"-'  +  a:',!?»^  -\ +  a;'n-i  n  +  x'n    (6) 

übergeht,  und  dass  ij  eine  Wurzel  der  bestimmten  Gleichung 

f  (12)  =  1;*  4.  a'i  1?"-»  +  a'ar~^+  •  ••  +  a'„„ii?  +  a'n  =  0    (7) 

sein  muss.  Umgekehrt,  wenn  rj  eine  bestimmte  Wurzel  dieser 
Gleichung  (7)  bedeutet,  so  ist,  weil  jede  Zahl  a  des  Körpers 
A(6)  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  (1)  dar- 
stellbar ist,  durch  das  Gesetz  (6),  worin  (4)  und  (5)  als  specielle 
Fälle  enthalten  sind,  eine  Abbildung  n  dieses  Körpers  vollständig 
bestimmt,  und  wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  dieselbe  wirklich 
eine  Permutation  ist.  Hierzu  brauchen  wir  (nach  §.  161)  nur  zu 
zeigen,  dass  für  je  zwei  Zahlen  a,  ß  des  Körpers  AB  die  beiden 

Gesetze 

{a  -\-  ß)7t  =^  an  -{-  ßn  (8) 

{aß)n   =[an){ß%)  (9) 

gelten.  Bezeichnet  man  mit  yr  die  Goordinaten  von  /3,  so  sind 
Xr  •\-  tfr  diejenigen  von  a  -\-  ß;  da,  nun  q>  eine  Permutation  von 
Aj  also  (Xr  +  yr)*  =  a:'r  +  yV  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (6)  un- 
mittelbar das  Gesetz  (8).  Da  dasselbe  natürlich  auch  für  Summen 
von  mehr  als  zwei  Gliedern  gilt,  und  da  jede  Zahl  ß  eine  Summe 
von  Producten  ist,  deren  Factoren  theils  in  A  enthalten,  theils 
=  Q  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass  das  Gesetz  (9)  nur  noch 
für  die  beiden  Fälle  zu  beweisen  ist,  wo  ß  entweder  eine  belie- 
bige Zahl  y  des  Körpers  A  oder  =  0  ist.  Da  nun  die  Goordi- 
naten yXr  des  Productes  ny  durch  die  Permutation  97  in  {yXr)* 
r=^  cdr  übergehen,  so  folgt  aus  (6)  der  erste  Fall  {ay)7c=^{an)yf^ 
und  ebenso  leicht  ergiebt  sich  der  zweite  Fall  (aO)n  =  {ocn)7j^ 
wenn  man  bedenkt,  dass  zufolge  (2),  (6),  (7)  auch  (0*)  n  =  ri^  ist. 
Hiermit    ist    der    Beweis    geliefert,    dass   jeder  Wurzel   ri    der 
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Gleichung  (7)  wirklich  eine  durch  (6)  definirte  Permutafion  x 
des  Körpers  AB  entspricht,  welche  ein  Multiplum  von  qp  ist*). 
Zugleich  folgt  aus  dem  Satze  I,  dass  die  n  Potenzen 
Tj^-^  ,  .  .  7},  1  ein  irredudbeles  System  in  Bezug  auf  den  Körper 
Ä7t  =  Ä(p  bilden.  Nun  giebt  es  nach  dem  zuerst  von  Gauss 
bewiesenen  Hauptsatze  der  Algebra  im  Allgemeinen  n  verschie- 
dene Wurzeln  rj  der  Gleichung  (7),  und  ihre  Anzahl  ist  bekannt- 
lich nur  dann  kleiner  als  n,  wenn  wenigstens  eine  dieser  Zahlen 
ri  zugleich  der  Bedingung 

f ' (ri)  =  Mi?«-i  +  (n  —  1) a\  12"-^+  (n— 2)  a'a  i?«-*  H 1- a'n-i  =0 

genügt;  da  dies  aber  mit  der  eben  bewiesenen  Irreducibilität  im 
Widerspruch  stehen  würde ,  so  hat  die  Gleichung  (7)  wirklich 
n  verschiedene  Wurzeln  t^,  und  es  giebt  folglich  genau  »  rer- 
schiedene  Permutationen  n  des  Körpers  -4  jB,  welche  Multipla 
von  (p  sind,  was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  hiermit  der  Satz  HI,  poweit  er  von  der  AnzaU 
der  Permutationen  n  handelt,  allgemein  bewiesen  ist,  können 
wir  auch  seinen  letzten  Theil  leicht  erledigen.  Denn  wenn  K 
den  Körper^  und  %  den  Rest  des  Systems  TT  bedeutet,  so  besteht 
K  (nach  §.  163)  aus  allen  zu  TT  einwerthigen  Zahlen,  ist  also 
Multiplum  von  A  und  Divisor  von  AB^  und  seine  Permutation  i 
ist  Multiplum  von  9?;  setzt  man  wieder  {AB^  K)=p^  (K^A)=f]n 
so  ist  n  =  pq,  und  nach  dem  schon  bewiesenen  Theile  des  Satzes 
ist  p  die  genaue  Anzahl  derjenigen  verschiedenen  Permutationen 
von  AB^  welche  Multipla  von  %  sind;  unter  diesen  befinden  sich 
aber  gewiss  die  n  Permutationen  ar,  und  folglich  ist  2?  ^  n,  mithin 
p:=^n^q=zl^K=A^X  =  %  was  zu  beweisen  war.  — 

Nachdem  der  Fundamentalsatz  III  vollständig  bewiesen  ist 
bemerken  wir  zunächst,  dass  die  auf  B  bezüglichen  Divisoren  Hf 
der  n  Permutationen  tc  ebenfalls  von  einander  verschieden  sinA 
weil   (nach  §.  163)  jede  Permutation  n  des  Productes  AB  um- 


*)  Bedeuten  (wie  in  g.  164)  /(O,  F{t),  /i  (0  .  .  .  ganze  Functionen  der 
Variabelen  t,  deren  Coefficienten  c  in  A  enthalten  sind,  und  geheu  aus 
ihnen  resp.  die  Functionen  f  (0»  S  (0»  !i  (0  •  •  •  dadurch  hervor,  dass  jeder 
Coefficient  c  durch  c'  =  cgi  einsetzt  wird,  so  folgen,  weil  g)  eine  Permu- 
iatitm  von  .1  ist,  aus  den  Identitäten  F {t)  -f  F^{t)  —  F^(t),  F{t)F^{t) 
=  fiOfi{t)  +  F^(t)  immer  die  Identitäten  S(0  +  SiW  =  5aW»  5W3ilO 
=  f  (0  ti  (0  +  Sa  (0-  Hierin  Hegt  offenbar  ein  Beweis  der  Gesetze  (8)  und 
(9),  von  welchem   der  oben  im  Text  gegebene  nur  eine  Umschreibung  ist 
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gekehrt  durch  ihre  auf  A,  B  bezüglichen  Divisoren  9,  ^  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Der  Körper  des  Systems  ^  dieser  n  mit 
^  einigen  Permutationen  ^  ist,  wie  unmittelbar  einleuchtet,  der 
grösste  gemeinsame  Divisor  B  von  A,  B,  und  der  Rest  von  W 
ist  der  auf  D  bezügliche  Divisor  von  qp. 

Ist  ferner  9'  ebenfalls  eine  Permutation  von  A^  also  <p~'9? 
eine  Permutation  von  Atp^  und  77'  das  System  derjenigen  n  Per- 
mutationen n'  von  AB^  welche  Multipla  von  qp'  sind,  so  sind, 
wenn  %  eine  bestimmte  Permutation  in  Tl  bedeutet,  die  n  Per- 
mutationen nr^n!  des  Körpers  (AB)x  verschieden  und  zugleich 
Multipla  von  9?*"' 9'  (nach  §.  163),  und  da  der  Körper  (AB)n 
zufolge  II  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  A(p  ist,  so  kann  es  zu- 
folge III  ausser  diesen  n  Permutationen  5r~^3r',  durch  welche 
(AB)n  in  die  n  Körper  {AB)n*  übergeht,  und  deren  Complex 
zweckmässig  durch  ä"*^  77'  bezeichnet  wird,  keine  andere  Per- 
mutation von  {AB)n  geben,  die  zugleich  Multiplum  von  9~"^9' 
wäre;  es  ist  also  Aq)  der  Körper,  9?~*  9'  der  Rest  des  Systems 
Ä-177'.  — 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  nur  noch  den  speciellen  Fall  be- 
trachten, in  welchem  9  die  identische  Permutation  von  A  ist; 
dann  sind  in  den  Systemen  77,  'P*  offenbar  auch  die  identiscJien 
Permutationen  von  AB^  B  enthalten;  A  ist  der  Inbegriff  aller 
Zahlen  in  AB^  welche  durch  jede  Permutation  n  in  sich  selbst 
übergehen,  und  ebenso  ist  J)  der  Inbegriff  aller  Zahlen  in  B^ 
welche  durch  jede  Permutation  ilf  in  sich  selbst  übergehen.  Be- 
deutet nun  T  irgend  eine  in  AB  enthaltene  Reihe  von  n  Zahlen 
cji,  G}2  .  .  .  On,  und  sind  jti,  jr-j  .  .  .  3r„  die  in  einer  bestimmten 
Folge  geordneten  Permutationen  in  77,  so  wollen  wir  die  aus 
den  n*  Elementen  (»,"'»  gebildete  Determinante 

(Dl  ^i  ,  00.2  7l\    .   .  ,    O,,  Tti 


cöj  7Tn ,  (0.2  Tti,  .  .  .  cj„;r„ 


setzen  und  kurz  die  JJetennifiante  des  Sifstems  T  nennen.    Dann 
gilt  folgender  Satz: 

IV.  Die  erforderliche  und  hinreichende  Bedimjung  dufür^ 
dass  das  System  T  irreducibel  nach  A  ist  und  folglich  eine 
Basis   von  AB  bildet,  besteht  darin,  dass  die  Determinante  (T) 
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nickt  verschwindet;  und  der  Quotient  von  je  zwei  sölcJ^en  Deter- 
min<inten  (T)  ist  in  A  enthalten. 

Denn  wenn    T  irreducibel    ist,    so   kann   jede  Zahl   oe  der 
Schaar  AB  in  der  Form 

dargestellt   werden,    wo   die    Zahlen  Xr    die   in   A    enthaltenen 
Goordinaten  von  a  bedeuten,  und  folglich  ist  zugleich 

ajr,  =  x^{G>^ns)  +  x.i{m^n,)  -|-  .  .  .  -|-  a:„(on3r,).         (12) 

Ist  nun  U  ein  System  von  n  solchen  Zahlen  Oi ,  o,  . . .  o», 
und  ttr,»  die  s  *®  Coordinate  von  «r,  so  ist 

«r ^»  =  «r,  1  (oJi  ^»)  +  «r,  2  (g>J  ^«)  +  '  *  *  +  »r,  »(«>«  W,) 

und    folglich   nach    dem   bekannten   Satze    der    Determinanten- 
Theorie 

(CT)  =  «cn  (1*) 

wo  a  die  aus  den  Goordinaten  ar,a  gebildete  Determinante 


a  = 


Öi,l  ,  «1,  2   •  •  •  ö^i,  n 
^2,1  ?  ^2,2    •   •  •    Ötj,  n 


(15) 


bedeutet)  also  in  A  enthalten  ist.  Da  nun  nach  einem  früheren 
Satze  (am  Schlüsse  von  §.  161)  in  AB  gewiss  ein  System  V 
existirt,  dessen  Determinante  (ü)  nicht  verschwindet,  so  folgt 
aus  (14),  dass  {T)  von  Null  verschieden  ist*).  Wenn  aber 
zweitens  T  reducibel  ist,  so  giebt  es  n  Zahlen  a:r  in  J.,  welche 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  für  welche  aber  die  Summe  a  in 
(11),  also  auch  alle  n  Summen  asr«  in  (12)  verschwinden,  und 
hieraus  folgt  bekanntlich,  dass  auch  (r)=0  ist,  was  zu  be- 
weisen war. 

Unter  der  in  Bezug  auf  A  genommenen  Norm  des  Körpers  B 
verstehen  wir  das  Product  P  der  n  conjugirten  Körper  Bv 
oder  -B^,  in  welche  B  durch  die  n  Permutationen  ^  des  Sy- 
stems ^  übergeht;  da  unter  diesen  sich  auch  die  identische 
Permutation    von   B  befindet,   so    ist   die   Norm   P   immer  ein 


'*')  Man  vergleiche  hiermit  den  Satz  lY  in  §.  164. 


J 
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Multiplum  von  B.  Offenbar  ist  AP  zugleich  die  Norm  von  AB, 
weil  Ajt  =  A^  also  (AB)jc  =  A(Bilf)  ist,  und  aus  dem  Beweise 
des  vorhergehenden  Satzes  ergiebt  sich  leicht  der  folgende: 

V.  Ist  P  die  Norm  des  Körpers  B  in  Bezug  auf  -4,  und  Q 
der  grösste  gemeinsame  Divisor  von  P  und  A^  so  ist  (J5,  A)  =  (B,  Q), 

Denn  wenn  man  aus  B  ein  nach  A  irreducibeles  System  T 
von  n  Zahlen  a),,  co,  .  .  .  i»»  wählt,  so  ist  jede  Zahl  a  des  Kör- 
pers B  in  der  Form  (11)  darstellbar;  da  nun  die  Determinante 
(T)  nicht  verschwindet,  und  da  alle  in  (12)  auftretenden  Zahlen 
ccTT,  (Or^  i^  P  enthalten  sind,  so  gilt  dasselbe  von  den  Coordi- 
naten  Xr-t  welche  mithin  gewiss  dem  Körper  Q  angehören;  das 
nach  A,  und  folglich  auch  nach  Q  irreducibele  System  T  wird 
daher  durch  Hinzufügung  jeder  in  B  enthaltenen  Zahl  a  redu- 
cibel  nach   Q^  und  folglich  ist  (JB,  §)  =  n,  was  zu  beweisen  war. 

Bedeutet  ferner  0  eine  behebige  Zahl  in  AB,  und  T  das 
System  der  n  Potenzen  Ö"""' ,  ö**""* .  .  .  ö,  1 ,  so  ist  die  Determi- 
nante (T),  wie  wir  schon  früher  (am  Schlüsse  von  §.  161)  be- 
merkt haben,  das  Product  der  sämmtlichen  Differenzen  Oitr  —  dngj 
wo  r<s,  und  folglich  wird  das  System  T  stets  und  nur  dann 
irreducibel  nach  -4,  wenn  0  eine  n-werthige  Zahl  zu  11  ist;  da 
nun  jede  in  AB  enthaltene  Zahl  (nach  §.  164,  VIII)  algebraisch 
in  Bezug  auf  A  und  höchstens  vom  Grade  w  ist,  so  folgt  hier- 
aus, dass  jede  n-werthige  Zahl  0  und  Iceine  andere  vom  Grade  n 
ist.  Da  femer  das  System  IF  aus  n  verschiedenen  Perrautationen 
^  des  Körpers  B  besteht,  so  giebt  es  in  B  (nach  §.  161)  un- 
endlich viele  Zahlen  fl,  welche  n-werthig  zu  'P",  also  auch  zu  77 
sind,  und  wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

VI.  Ist  B  ein  Körper  w'«»»  Grades  in  Bezug  auf  -4,  so  giebt 
es  in  B  auch  unendlich  viele  Zahlen  0  vom  Grade  n  in  Bezug 
auf  A^  und  zugleich  ist  A  (Ö)  =  AB. 

Wenn  umgekehrt  ein  Körper  B  aus  lauter  Zahlen  besteht, 
die  algebraisch  in  Bezug  auf  A  sind,  und  deren  Grade  eine 
endhche  Höhe  nicht  überschreiten,  so  ergiebt  sich  aus  den  vor- 
hergehenden Sätzen  ohne  Schwierigkeit,  dass  B  endlich  in  Bezug 
auf  A  ist.  Ein  anderes,  ebenfalls  charakteristisches  Kriterium 
dieser  Endlichkeit  besteht  darin,  dass  die  Anzahl  aller  der  ver- 
schiedenen Körper  JE",  welche  Multipla  von  A  und  zugleich  Divi- 
soren von  AB  sind,  endlich  ist.  Wir  wollen  hier  aber  nur  auf 
den   einen  Theil  dieses   Satzes  eingehen,  indem  wir  wieder  an- 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  ^| 
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nehmen,  B  sei  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  A,  and  mit  i7  das 
System    der    n  Permutationen   n  von    AB    bezeichnen,  welche 
Multipla  der  identischen  Permutation  (p  von  Ä  sind;  setzt  man 
(AB^  K)  z=z p^  (K^  A)  =  q,  so  ist  n  =  pq,  und  K  ist  (nach  VI) 
von  der  Form  ^(a),   wo  a   eine  in  K^   also  auch   in   -4-B  ent- 
haltene Zahl  vom  Grade  q  bedeutet,  und  umgekehrt  erzeugt  jede 
Zahl  oi  in  AB  einen  solchen  Körper  K  =  A(a).    Nun  giebt  es 
(nach    III)   q   verschiedene    Permutationen    %     von   i,    welche 
Multipla   von   9?   sind,   und   durch   welche   a  in   g  verschiedene 
Werthe   ax  übergeht;  jede  bestimmte   solche  Permutation  %  ist 
wieder    der  Rest    eines   Systems   77'    von  p  Permutationen  »', 
welche  einen  und  denselben  Werth  an'  =  u%  erzeugen,  und  das 
System  11  besteht  aus  diesen  q  Complexen  77'.   Da  nun  umgekehrt 
K  durch  jeden   einzelnen  Complex  77'   als   zugehöriger  Körper 
(nach  §.  163)  vollständig  bestimmt  ist,   so  leuchtet  ein,  dass  die 
Anzahl  solcher  Körper  K  endlich  ist,  weil  ein  endliches  System  21 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Theilen  77'  besitzt.  —  Auf 
den  Beweis  der  Umkehrung,  welcher  zwar  nicht  schwierig  ist. 
aber   doch   einige   Hülfssätze    erfordert,    müssen  wir  der  Kürze 
halber  hier  verzichten. 

Für  die  Algebra  bildet  nun  die  vollständige  Bestimmung 
aller  dieser  Körper  K  und  die  Untersuchung  ihrer  gegenseitigen 
Beziehungen  die  wichtigste  Aufgabe,  deren  Lösung  von  La- 
grange*)  begonnen  und  endlich  von  Gahis**)  zu  einem  systemati- 
schen Abschluss  durch  die  Theorie  der  Gruppen  gebracht  ist 
Obgleich  wir  auf  die  letztere  selbst  nicht  näher  eingehen  können, 
so  wollen  wir  doch  von  unserem  Standpuncte  aus  noch  andeuten, 
worin  diese  Zurückfuhrung  besteht. 


§.  166. 

Ein  System  77  von  n  verschiedenen  Körper-Permutationen  ä 
heisst  eine  Gruppe,  wenn  jede  mit  jeder  zusammensetzbar,  und 
wenn  die  Resultante  immer  in  77  enthalten  ist. 


♦)   Reflexions  sur  la  resolution   älgebrique    des   iquations  (Mem.  de 
PAcad.  de  Berlin.  1770,  1771.  —  OEuvrcB  de  L.  Tome  III). 

**)  Sur  les  conditions  de  resoluhiliti  des  equations  par  radicaux  (lAon- 
ville's  Journal,  t.  XI,  1846). 
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Aus  dieser  Erklärung  folgt  zunächst,  dass  die  in  einer 
Gruppe  n  enthaltenen  Permutationen  n  sich  alle  auf  einen  und 
denselben  Körper  beziehen,  und  dass  dieser  Körper  M  durch 
jede  Permutation  n  in  sich  selbst  übergeht.  Bedeutet  femer  ä' 
eine  bestimmte  dieser  n  Permutationen,  während  tc  sie  alle  durch- 
läuft, so  sind  die  n  Resultanten  nn'  (nach  §.  162)  alle  verschieden, 
mithin  ist  ihr  Complex  identisch  mit  J7;  es  giebt  daher,  wenn 
7i\  n"  zwei  bestimmte  Permutationen  sind,  immer  eine  und  nur 
eine  Permutation  ^,  welche  der  Bedingung  jtä'  =  ä"  genügt. 
Nimmt  man  Ä'  =  :r",  so  ergiebt  sich,  dass  in  il  auch  die  identische 
Permutation  von  M  enthalten  ist.  Auf  diesen  Eigenschaften  einer 
Gruppe  beruht  der  folgende  Fundamentalsatz: 

I.  Besteht  eine  Gruppe  11  aus  n  verschiedenen  Permutationen 
n  des  Körpers  Jf,  und  ist  A  der  Körper  von  77,  so  ist  {M^  A)  =  n, 
und  der  Rest  von  77  ist  die  identische  Permutation  von  A, 

Um  dies  zu  beweisen,  wählen  wir  (nach  §.  161)  aus  M  ein 
System  von  n  Zahlen  Ur  so  aus,  dass  die  aus  den  n^  Zahlen  ctr^ 
gebildete  Determinante  nicht  verschwindet;  dann  giebt  es,  wenn 
G>  irgend  eine  bestimmte  Zahl  in  M  bedeutet,  ein  und  nur  ein 
System  von  n  Zahlen  rCr,  welche  den  w  linearen  Gleichungen 

(on  =  Xi(ui7t)  +  a;a(«j«)  +  -  -  -  +  Xn(ann)  (1) 

genügen;  da  alle  hier  auftretenden  Zahlen  ojr,  an  in  31  ent- 
halten sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  diesen  n  Zahlen  Xr^  und 
folglich  entspringt,  wenn  ä'  eine  bestimmte  Permutation  in  77 
bedeutet,  aus  dem  vorstehenden  System  (1)  das  folgende 

©  3r  3r'  =  (xi  7t*)  («1  TCTt')  +  (X2  Tt*)  («2  3r  3r')  H 1-  (Xn  n')  (a^  «'), 

welches,  weil  nn*  zugleich  mit  tc  das  ganze  System  77  durchläuft, 
auch  in  der  Form 

fojt  =  (a:i  ff')  («1  ä)  +  (a;,  ff ')  («2  3r)  +  •  •  •  +  (a:„ff')(a„ff) 

dargestellt  werden  kann;  durch  Vergleichung  mit  (1)  ergiebt  sich 
hieraus  Xr  ff'  =  x^  und  folglich  sind  die  n  Zahlen  Xr  in  dem 
Körper  A  enthalten,  welcher  (nach  §.  163)  aus  allen  zu  77  ein- 
werthigen  Zahlen  besteht.  Da  unter  den  Permutationen  n  sich  auch 
die  identische  Permutation  von  M  befindet,  so  folgt  aus  (1),  dass 
jede  Zahl  o  des  Körpers  M  in  der  Form 

darstellbar  ist,  wo  die  Coefficienten  Xr  dem  Körper  A  angehören; 
mithin   ist  M  endlich  in  Bezug   auf  A,  und  zwar  (M^  J.)  <  n; 

31* 
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da  es  aber  n  verschiedene  Permutationen  ä  von  M  giebt,  welche 
Multipla  der  identischen  Permutation  von  Ä  sind,  so  folgt  (nach 
§.  165,  III),  dass  (Jlf,  Ä)  =  n,  und  dass  das  System  der  n  Zahlen 
«r  irreducibel  nach  A  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Bildet  nun  ein  Theil  der  Gruppe  11  ebenfalls  eine  &rupp€  il', 
welche  aus  p  PermutÄtionen  ä'  besteht,  so  ist  der  zu  ü'  gehörige 
Körper  Ä'  Divisor  von  M  und  Multiplum  von  Ä^  weil  jede  zu  11 
einwerthige  Zahl  auch  einwerthig  zu  77'  ist,  und  zugleich  ist 
n  =  pq,  wo  p  =  {M^  A%  q  =  (-4.',  A);  bezeichnet  man  ferner, 
wenn  «  eine  bestimmte  Permutation  in  77  bedeutet,  Jt'  aber  alle 
Permutationen  der  Gruppe  77'  durchläuft,  mit  77'«  den  Complex 
der  p  Resultanten  ä'jt,  und  mit  9'  den  Rest  von  77'«,  so  besteht 
die  Gruppe  77  aus  q  verschiedenen  Complexen  77'«,  und  deren 
Reste  (p'  stimmen  überein  mit  denjenigen  q  Permutationen  des 
Körpers  A\  welche  Multipla  der  identischen  Pennutation  von  Ä 
sind.  Umgekehrt,  wenn  ein  Körper  J.'  Divisor  von  M  und  Multi- 
plum von  A  ist,  so  bilden,  wie  man  leicht  sieht,  diejenigen  Per- 
mutationen von  j5f,  welche  Multipla  der  identischen  Permutation 
von  A'  sind,  eine  in  77  enthaltene  Gruppe  77',  und  A'  ist  der 
zu  77'  gehörige  Körper.  Ist  femer  77"  ebenfalls  eine  in  77  ent- 
haltene Gruppe,  und  A"  der  zugehörige  Körper,  so  bilden  die 
den  beiden  Gruppen  77',  77"  gemeinsamen  Permutationen  wieder 
eine  Gruppe;  und  der  zugehörige  Körper  ist  das  Product  A*  A", 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  vollständige  Bestimmung  aller 
dieser  Körper  A\  A"  .  .  .  und  die  Untersuchung  ihrer  gegen- 
seitigen Beziehungen  vollständig  erledigt  wird  durch  die  Bestim- 
mung aller  in  der  Gruppe  77  enthaltenen  Gruppen  77',  77"  . . ., 
und  diese  Aufgabe  gehört  in  die  allgemeine*)  Theorie  der  Gruppen. 

Nun  lässt  sich  der  allgemeine  Fall  (§.  165),  wo(jB,-4.)=n>0, 
und  wo  es  sich  um  die  Bestimmung  aller  Körper  K  handelt,  die 
Multipla  von  ^  und  zugleich  Divisoren  von  AB  sind,  leicht  auf 
den  eben  besprochenen  zurückfuhren.  Bedeutet  ip  wieder  die 
identische  Permutation  von  J.,  und  77  das  System  der  n  Per- 
mutationen «  von  AB^  welche  Multipla  von  tp  sind,  so  haben 
wir  schon  bemerkt,  dass  die  Norm  von  B,  d.  h.  das  Product  P 
der  n  Körper  JS«,  ein  Multiplum  von  B  ist.    Wenn  nun  P=B, 


*)  Schon  in  meinen  Göttinger  Vorlesungen  (1857 — 1858)  habe  ich  diese 
Theorie  in  der  Weise  vorgetragen,  dass  sie  für  Gruppen  n  von  heliehüftn 
Elementen  n  gilt. 
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also  li  seine  eigene  Norm  ist,  soll  B  ein  Normalkörper  in  Bezug 
auf  Ä  heissen;  dieser  Fall  tritt  stets  und  auch  nur"^)  dann  ein, 
wenn  alle  Körper  Bn  identisch  mit  B  sind,  und  ofienbar  ist 
dann  auch  AB  normal  in  Bezug  auf  A.  Ist  nun  das  Letztere 
der  Fall  —  was,  wie  wir  doch  bemerken  wollen,  auch  eintreten 
kann,  ohne  dass  B  normal  in  Bezug  auf  ^  ist  — ,  so  überzeugt 
man  sich  leicht,  dass  11  eine  Gruppe  ist,  und  dass  Alles,  was 
oben  von  dem  Körper  M  gesagt  ist,  für  diesen  Körper  AB  gilt. 
Ist  aber  AB  (und  folglich  auch  B)  nicht  normal  in  Bezug  auf 
A^  80  ist  doch  immer  die  Norm  P  von  B  und  folglich  auch*J.P 
normal  in  Bezug  auf  A\  ist  nämlich  %  eine  bestimmte  Permu- 
tation von  AP  und  zwar  Multiplum  von  qp,  so  sind  (nach  §.  165) 
die  auf  die  n  Körper  ABtc  bezüglichen  Divisoren  von  %  von  der 
Form  Ä— ^ä',  wo  ä'  gleichzeitig  mit  «  alle  in  II  enthaltenen  Per- 
mutationen durchläuft**),  und  folglich  ist  (AP)x  =  AP,  d.  h. 
AP  (und  ebenso  auch  P)  ist  normal  in  Bezug  auf  J.,  das 
System  X.  aller  Fermutationen  %  ist  eine  Gruppe,  (p  deren  Rest, 
und  die  obigen  Principien  gelten  für  den  Körper  M ^=  AP. 

Hieraus  folgt  beiläufig  auch  noch  der  wichtige  Satz,  dass, 
wenn  o  irgend  eine  in  ^JB  enthaltene  Zahl  bedeutet,  jede  aus 
den  n  Zahlen  o  ä  auf  rationale  und  symmetrische  Weise  abgeleitete 
Zahl  gewiss  in  A  enthalten  ist,  weil  sie  offenbar  einwerihig  zu  X  ist. 


*)  Zunächst  folgt  allerdings  nur,  dass  jeder  Körper  Bit  Divisor  von  B 
sein  muss;  da  aber  (nach  §.  164)  jede  Zahl  ui  in  ^  algebraisch  in  Bezug 
auf  A  ist,  und  da  die  Zahlen  der  unendlichen  Kette  w,  to*=:ion^  ft/'  =  w'7r, 
a/"  =  ft»"  ;r  . . .  in  B  enthalten  und  Wurzeln  einer  und  derselben ,  nach  A 
irreducibelen  Gleichung  sind,  so  müssen  in  ihr  Wiederholungen  von  der 

Form  cü^*'^  =  ai^''''''^  auftreten,  wo  5>0,  und  da  aus  «nz=zßn  stets  a  =  /J 

folgt,  so  ergiebt  sich  af  =  ü}^'\  und  folglich  ist  jede  in  £  enthaltene  Zahl  ai 
auch  in  Bn  enthalten,  also  BnzzzB,  —  Um  diese  Betrachtung  in  das 
rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  noch  Folgendes.  Sind  t,  i'  irgend 
zwei  transcendente,  d.h.  nicht  algebraische  Zahlen  in  Bezug  auf^,  so  geht 
der  Körper  ^(t)  durch  unendlich  viele  Permutationen,  welche  Multipla  der 
identischen  Permutation  von  A  sind,  in  A{z')  über,  und  unter  ihnen  ist 
eine  einzige  tt,  für  welche  «7r=:r'  wird;  nimmt  man  nun  z., B.  i'  =  t2,  so 
leuchtet  leicht  ein,  dass  der  mit  A(t)  conjugirte  Körper  A{z^)  ein  echter 
Divisor  von  A{t)  ist. 

**)  Denn  wählt  man  aus^^  irgend  eine  n-werthige  Zahl  6,  so  müssen 
die  n  verschiedenen,  in^P  enthaltenen  Zahlen  On  durch  die  Permutation  / 
(nach  §.  161)  auch  in  n  verschiedene  Bilder  Ö;i'  übergehen,  und  folglich  sind 
auch  die  n Permutationen  ti'  verschieden;  die  Permutation  /  erzeugt  also 
eine  gewisse  Vertauschung  (Permutation)  der  nWerthe  6n  unter  einander. 
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Wir  bezeichnen  wieder  mit  9  die  identische  Permutation 
eines  Körpers  A^  mit  B  einen  in  Bezug  auf  A  endlichen  Körper 
vom  Grade  n,  mit  TL  das  System  der  n  verschiedenen  Permu- 
tationen n  von  AB^  welche  Multipla  von  tp  sind,  und  fuhren 
folgende  BegriiFe  ein.  Ist  a  eine  beliebige  Zahl  in  AB^  so  ver- 
stehen wir  unter  ihrer  Spur  8(0,)  die  Summe,  unter  ihrer  Norm 
N(a)  das  Product  der  n  mit  a  conjugirten  Zahlen  a^;  da  (nach 
§.  161)  das  Bild  a^c  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  niemals 
verschwindet,  so  ist  nur  dann  N(a)  =  0,  wenn  a  =  0  ist  Ist 
X  eine  einwerthige,  also  in  A  enthaltene  Zahl,  so  ergiebt  sich 

S(x)  =  nx,  S(xa)  =  xS(n)  (1) 

N(x)  =  x"" ,  N(xa)  =  a;~i^(a),  (2) 

und  wenn  ß  ebenfalls  eine  in  AB  enthaltene  Zahl  ist,  so  folgt 

aus  den  Gesetzen  {a  +  ß)yc  =un  +  ßit  und  (ccß)n  =(ax)(ßxy 

dass 

8(a  ±ß)  =  S(a)  ±  S(ß)  (3> 

N(aß)  =  Nia)N(ß),  (4> 

dass  also  die  Spur  einer  Summe  von  Zahlen  gleich  der  Summe 
ihrer  Spuren,  und  die  Norm  eines  Productes  gleich  dem  Productc 
aus  den  Normen  der  Factoren  ist. 

Bedeutet  T  irgend  ein  System  von  n  Zahlen  ©i ,  Qj  . . .  ca« 
in  AB^  so  haben  wir  schon  (in  §.  165,  (10))  die  aus  den  w* 
Zahlen  cjr  ^s  gebildete  Determinante  mit  (T)  bezeichnet,  und  wir 
wollen  jetzt  das  Quadrat  von  (T),  welches  von  der  Reihenfolge 
der  Zahlen  cd^  und  der  Permutationen  n,  gänzlich  unabhängig 
ist ,  die  Discriminavte  des  Systems  T  nennen  und  kurz  mit  J  T 
oder  -^(oi,  Oa  .  .  .  o„)  bezeichnen;  dieselbe  ist  (nach  §.  165,  IV) 
stets  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  das  System  T 
irreduciiel  ist  und  folglich  eine  Basis  von  AB  bildet;  und  wenn 
ein  System  ü  von  n  Zahlen  «1 ,  oe^  .  .  .  a^  ^it  T  durch  n  Glei- 
chungen von  der  Form 

verbunden  ist,  wo  alle  Coefficienten  Or.a  in  A  enthalten  sind 
so  folgt 

(U)  =  a(T),  JU=a^JT,  (6) 
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wo  a  die  aus   diesen    Goefficienten  ar^    gebildete  Determinante 
bedeutet  (§.  165,  (13)  bis  (15)). 

Zwischen  den  Determinanten  (T),  den  Spuren  und  Normen 
bestehen  femer  die  folgenden  Beziehungen.  Bezeichnet  man  das 
System  der  n  Producte  aoi^  aa^  .  ,  .  aG}^  l^urz  mit  aT,  so  folgt 
aus  (acDr)^«  =  (a?r«)((9r  ^r»))  dass  die  zugehörige  Determinante 

{aT)  =  N(a)iT)  (7) 

ist     Wenn   ferner  ü  ein  System  von   n  Zahlen  Or,   und  V  ein 
System  von  n  Zahlen  ßg  ist,  so  folgt  bekanntlich  aus 

dass  das  Product 

S(a,ß,)...S(a,ßn) 


(Ü){V)  = 


S(anft)...   S(0^ßn) 

und  folglich  die  Discriminante 

5i(cDia>i)  .  .  .   jS(OiCön) 


(8) 


JT  — 


Ä(one»i)  •  .  .  S(ra„a>„) 


(9) 


ist. 

Aus  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
unmittelbar,  dass  alle  Spuren  und  Nonnen  Zahlen  des  Körpers  A 
sind,  und  da  (nach  §.  165,  VI)  alle  Zahlen  des  Körpers  AB 
rational  durch  die  des  Körpers  A  und  durch  eine  einzige  n- 
werthige  Zahl  0  darstellbar  sind,  so  folgt  dasselbe  (ohne  Zu- 
ziehung von  (8)  und  (9))  auch  für  jedes  Product  von  zwei  De- 
terminanten (7),  also  auch  für  jede  Discriminante  ^T,  weil  diese 
Grössen  ebenfalls  symmetrisch  aus  den  n  conjugirten  Zahlen  Qn 
gebildet  sind.  Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  diese  Voraussagungen 
der  allgemeinen  Theorie  durch  die  Rechnung  zu  bestätigen.  Zu 
diesem  Zwecke  wählen  wir  aus  AB  ein  irreducibeles  System  T 
von  n  Zahlen  o^;  dann  ergiebt  sich  schon  aus  (6)  und  (7),  dass  die 
Norm  N(a)  als  Quotient  der  beiden  Determinanten  (a  T)  und  (T) 
gewiss  in  A  enthalten  ist.  Wir  wollen  dies  etwas  näher  aus- 
führen.   Da  T  eine  Basis  von  AB  bildet,  so  kann  man 


und  ebenso 


a  =  a?!  G>i    +  üPs  Cüj    -f-   •••-(-   iPn  COn 


acSr   =  ^r.l«!    +   O^r,  9  «2    +   '   '   *    +"   ^r,nOyn 


(10) 
(11) 


t 


tV 


i 
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setzen,  wo  die  Goordinaten  Xr  und  rr^, «  sämmtlich  in  A  enthalten 
sind,  und  zufolge  (6)  und  (7)  ist  die  aus  den  letzteren  *)  gebildete 
Determinante 

2  +  ^Ul^i.i  '  '  •  ^n,n  =  N(a),  (12) 

Jeder  Zahl  a  entspricht  nun,  wenn  t  eine  Varidbde  bedeutet, 
eine  ganze  Function  n*^  Grades 

f(t)  =  ll(t  —  an)  =  t^  +  aj^-^  -\ +  a^^it  +  a^,    (13) 


wo  sich  das  Productzeichen  0  auf  alle  n  Permutationen  n  bezieht. 
Dieselbe  ist  offenbar  dadurch  völlig  bestimmt,  dass  für  jeden  in 
A  enthaltenen  Werth  t 

m  =  N(t  - «)  (u) 

wird;  ersetzt  man  aber  in  (11)  die  Zahl  «  durch  a  —  t,  so  bleiben 
die  Coordinaten  Xr^a  ungeändert  mit  Ausnahme  derjenigen  Xr^r^ 
welche  in  der  Diagonale  liegen  und  durch  Xr^r  —  t  zu  ersetzen 
sind,  und  folglich  entspringt  aus  (12)  die  Gleichung 


^1, 


Xn'  1    .  .  .   Xn^  n  •—  Z 


=  (-  i)V(0, 


(15) 


welche  identisch  für  jeden  Werth  von  t  gilt,  weil  auch  die  linke 
Seite  eine  ganze  Function  w*«°  Grades  von  t  ist;  mithin  sind  die 
Coefficienten  ür  der  Function  f(t)  in  A  enthalten.  Dies  gilt  also 
insbesondere  von  der  Spur 

8(oc)  =  a?i,i  +  a;2,2  +  •  •  •  +  Xn,n  =  —  «1  (16) 

und  zufolge  (8)  und  (9)  auch  von  allen  Producten  {U)  {V)  und 
von  allen  Discriminanten  ^T,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  a  eine  n-werthige  und  folglich  (nach  §.  165)  eine  Zahl 
»**^  Grades  in  Bezug  auf  J.,  so  ist  die  zugehörige  FiAtictionf{t) 
irreducibel  in  Bezug  auf  J.,  d.  h.  sie  kann  nicht  in  Factoren 
niedrigeren  Grades  zerlegt  werden,  deren  Coefficienten  ebenfalls 
in  A  enthalten  sind  (§.  164);  allgemein,  wenn  a  eine  j-werthige 
Zahl  ist,  so  ist  (nach  §.  165)  n  =  pq^  und  f(t)  ist  die  p^  Potenz 
einer  irreducibelen  Function  vom  Grade  q.  Da  die  Function /(t), 
also  auch  ihre  Derivirte  /'  (t)  durch   die  Zahl  a  vollständig  be- 


*)  Diese  sind  offenbar  homogene  lineare  Functionen  der  n  Coordinaten 
Xrj  und  die  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  die  Coordinaten  der  Pro- 
ducte  torota.    Vergl.  §.  182. 
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stimmt  ist,  so  gehört  za  jeder  Zahl  a  eine  bestimmte  Zahl  a*y 
welche  durch 

a*  =/'(«)  =  n«— 1  +  .  .  .  +  an-i  (17) 

definirt  wird  und  ebenfalls  in  AB  enthalten  ist,  und  wenn  jt 
eine  bestimmte  Permutation  in  77  bedeutet,  so  folgt  aus  (13),  dass 

«*»  =f(an)  =  n'(a»  — ««0  (18) 

ist,  wo  das  Productzeichen  fl'  sich  auf  alle  n  —  1  von  ä  ver- 
schiedenen Permutationen  n'  bezieht,  und  hieraus  ergiebt  sich 

JV(a*)  =  (—  1)  V. n(«-i)  n  «  (a nr  —  un,y,  (19) 

wo  die  Multiplication  0"  auf  alle  Combinationen  r,  s  auszudehnen 
ist,  in  denen  r<s  ist.  Offenbar  ist  die  Zahl  a*  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden,  wenn  a  eine  n-werthige,  also  eine 
Zahl  n^^  Grades  ist,  und  folglich  das  aus  den  n  Potenzen 
a^—\  u^^^  .  .  .  a,  1  bestehende  System  T«  eine  Basis  von  AB 
bildet.    In  dieser  Annahme  folgt  aus 

/(«)  =  a"  +  ax«— 1  +  .  .  .  +  a«  =  0,  (20) 

dass  ür  die  r**  Coordinate  der  Zahl  — a**  ist;  bedeuten  ferner 
o;,  y  willkürliche  Variabele,  so  können  wir 

/(^)  - m   =f^^^)yn-.  4-/,(a:)y-a  +  .  .  .  +y^(^)     (21) 

setzen,  wo 

fr(x)  =  ocr-^  +  üiX"--^  -I-  .  .  .  +  or-ao;  +  a^^i, 

und  hieraus  entspringt  wieder  ein  bestimmtes  System  Ua  von 
n  Zahlen  a^,  0(3  •  •  •  »ni  welche  durch 

ar  =fr(a)  =  «••-*   +   Gl  «*•- 2   _^   .  .  .  _]»   ar^iU  +   Ur-i      (22) 

definirt  sind  und  den  Bedingungen 

«j  =  1  ;      a^^i  =  a06r  +  «r;      0  =  ««„   +  »n  (23) 

genügen.  Da  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
=  (— l)V.n(n-i)  ist,  so  folgt  aus  (6): 

(Cr„)  =  (-iyAn(n-i)(i;).  (24) 

m 
■ 

Wählt  man  femer  irgend  zwei  Permutationen  sr,  n'  und  setzt 
X  =  aar,  y  =  an\  so  ergiebt  sich  aus  (21),  dass  die  Summe 

(«1 «)  (««^1  ;r')  4-  («j  jr)  (a«-a  »0  -\ +  («„«)(!»')    (25) 

=  a*  w  oder  =  0 
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ist,  je  nachdem  tnr,  tC  gleich  oder  verschieden  sind;  lässt  man  % 
und  71*  unabhängig  von  einander  alle  n  Permutationen  durch- 
laufen, und  bildet  man  die  Determinante  aus  den  entsprechenden 
w^  Summen,  so  ist  dieselbe  bekanntlich  das  Product  aus  den 
Determinanten  (üa),  (Ta),  und  man  erhält  daher 

([7„)(r«)  =  iV(a*),  (26) 

^Iso  mit  Rücksicht  auf  (24)  auch 

JV(a*)  =  (— l)Vs«(»-i)^T„;  (27) 

da  nach  einem  sehr  bekannten,  schon  öfter  (z.  B.  in  §.  161)  von 
uns  benutzten  Satze  die  Determinante  (T«)  gleich  dem  Producte 
aller  Differenzen  aitr  —  «^»  ist,  wo  Y<is^  so  stimmt  (27)  völlig 
mit  (19)  überein. 

Das  Vorhergehende  hängt  nahe  zusammen  mit  der  folgenden 
allgemeinen  Betrachtung*).  Bedeutet  wiedier  T  irgend  ein  irrt- 
dtunbeles  System  von  n  Zahlen  co^,  so  giebt  es,  weil  die  in  (9) 
dargestellte  Discriminante  z/T  von  Null  verschieden  ist,  immer 
ein  und  nur  ein  System  T'  von  n  correspondirenden  Zahlen  o'r» 
welches  den  n  linearen  Gleichungen 

Wr  =   S(C3rG}i)c3\    4"    S  ((0^  «a)  Cj'a    +   '  •  •   +    S  (CDr  Gin)  Gi'n      (28) 

genügt  und  offenbar  ebenfalls  in  AB  enthalten  ist,  weil  dies 
von  allen  anderen  hier  auftretenden  Zahlen  (Dr,  S(G)rG>»)  gilt. 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  (28)  in  die  Gleichung  (10)  ein,  so 
geht  die  letztere  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (3)  in  die  Gleichung 

oc  =  S(a(X)i)cD\  -\-  S(aw2)c'j  +  •  •  ■  +  S{a(On)G>'n        (29) 

über,  in  welcher  umgekehrt  die  Gleichungen  (28)  als  specielle 
Fälle  enthalten  sind.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  das  System  T* 
ebenfalls  eine  Basis  von  AB  bildet,  und  dass  die  ihr  ent- 
sprechenden üoordinaten  einer  beliebigen  Zahl  a  die  n  Spuren 
S{a(Or)  sind.  Wir  wollen  T'  die  0U  T  cowplementäre  Basis  oder 
das  Complement  von  T  nennen,  wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dasa 
jedem  Elemente  w^  der  Basis  T  ein  bestimmtes  Element  oV  der 
Basis    T'   entspricht.    Setzt   man   nun   a  =  o',,   so  ergiebt   sich 

aus  (29),  dass 

S{iOr(o'.)  =  1  oder  =  0  (30) 


*)  Vergl.  meine  Abhandlung  Ueher  die  Dtscriminanten  endlicher  Körper 
(1882,  Bd.  29  der  Abhandlangen  der  Ges.  d.  Wissensch.  za  Göttingen). 
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ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  verschieden  sind,  und  aus  (8) 
folgt  daher 

(T)  (T')  =  1,  ^T .JT  =  1.  (31) 

Umgekehrt,  wenn  zwei  Systeme  T  und  T'  von  je  n  Zahlen  ©^ 
und  (»V  des  Körpers  .4 JB  den  n*  Gleichungen  (30)  genügen,  so 
folgt  zunächst  aus  (31),  dass  beide  Systeme  Basen  von  AB  sind; 
jede  Zahl  a  in  AB  ist  daher  von  der  Form 

a  =  yi  o'i  +  y«  cj'a  H +  yn »'», 

wo  die  Coefficienten  y^  in  A  enthalten  sind;  multiplicirt  man 
mit  (Or^  80  crgicbt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1),  (3)  und  (30),  dass 
yr  =  8{a(Or)  ist;  mithin  gilt  (29),  also  auch  (28),  und  folglich 
ist  T'  das  Complement  von  T,  Da  aber  die  Gleichungen  (30) 
durchaus  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Systeme  T  und  T' 
sind,  so  ist  zugleich  T  das  Complement  von  T,  Aus  denselben 
Gleichungen  (30)  und  aus  der  Bedeutung  einer  Spur  ergiebt  sich 
ferner  nach  bekannten  Sätzen,  dass  öVä«.(?}  der  Coefficient  des 
Elementes  (Or^»  in  der  Determinante  {T)  ist;  zugleich  folgt,  dass 
auch  die  Summe 

(oi  n)  {m\  %')  +  •••  +  ((»««)  (o  « jrO  =  I  oder  =  0       (32) 

ist,  je  nachdem  die  Permutationen  sr,  jt'  gleich  oder  verschieden 
sind,  und  umgekehrt  folgt  (30)  aus  (32).  Nimmt  man  für  jr  und 
n!  die  identische  Permutation  von  AB^  so  ergiebt  sich  die  Be- 
ziehung 

Oiö'i  +  CDaö'a  4-  •  •  •  +  ^n^\  =  1»  (33) 

welche  man  auch  auf  anderem  Wege  aus  (29)  und  (16)  ableiten 
kann. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (25)  mit  (32),  so  ergiebt 
sich,  dass  das  dort  mit  Ua  bezeichnete  System  =  a"^  T'a  ist,  wo 
Ta  das  Complement  des  dortigen  Systems  T«  bedeutet;  hieraus 
folgt  zugleich  mit  Rücksicht  auf  (30),  dass 


S 


(c^)  =  ^  ^^"'  =  ^  (^^) 


ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  verschieden  sind;  das  Letztere 
ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  aus  dem  bekannten  Satze 
über  die  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen  mit  dem  Nenner 
/(^)  in  Partialbrüche. 


w%. 


.  <• 
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Durch   Vertauschung  von   T  mit  T'  ergiebt  sich  aus  (29), 
dass  jede  Zahl  a  auch  in  der  Form 

a  =  S(oc(o\)Gii  +  ^(acö'a)©^  +  •  •  •  +  S(aß>'n)Ofi  (35) 
darstellbar,  also  /Si(aoj',)  die  «*•  Goordinate  von  a  in  Bezug  auf 
die  Basis  T  ist.  Verstehen  wir  jetzt  unter  »i,  o^  •  •  •  a«  nicht 
mehr  die  in  (22)  definirten  Zahlen,  sondern  die  in  (5)  darge- 
stellten Elemente  einer  beliebigen  Basis  17 ,  so  ist  die  Zahl 
ttr,«  =  S(aro',)  die  s^  Goordinate  von  a^  in  Bezug  auf  die  Basis 
T  und  folglich  zugleich  die  r*®  Goordinate  von  o'g  in  Bezug  auf 
die  Basis  27';  hieraus  ergiebt  sich,  dass  gleichzeitig  mit  den 
n  Gleichungen  (5)  auch  die  n  Gleichungen 

gelten.  — 

Zum  Schlüsse  der  in  den  §§.  160  bis  167  enthaltenen  Dar- 
stellung algebraischer  Grundlagen  bemerken  wir,  dass  in  dem 
weiteren  Verlaufe  des  vorliegenden  Werkes  der  Körper,  auf 
welchen  sich  die  Begriffe  der  reducibelen  und  irreducibelen 
Systeme,  der  algebraischen  Zahlen,  der  endlichen  Körper  u.  s.  w 
beziehen,  ausschliesslich  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  sein 
wird.  Ein  System  von  m  Zahlen  Ox,  Og  •  •  •  f*^m  heisst  daher 
reducibel^  wenn  es  m  rationale  Zahlen  ai,  a.j  .  .  .  am  giebt,  die 
der  Bedingung  aiCOi  +  ö2<»2  +  •  •  •  +  ö^mß'm  =  0  genügen  und 
nicht  alle  verschwinden;  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  das 
System  schlechthin  irreducibel.  Eine  Zahl  0  heisst  algebraisch*) 
und   vom  Grade  w,  wenn  die  n  Potenzen   1,  0,  ö*  .  .  .  0"~^  ein 


*)  Aus  dem  Satze  X  in  §.  164  und  dessen  unmittelbaren  Folgerungen 
geht  hervor,  dass  der  Inbegriff  ^  aller  dieser  algebraischen  Zahlen  ein 
(nicht  endlicher)  Körper,  und  dass  jede  in  Bezug  auf  ^  algebraische  Zahl 
nothwendig  in  ^  selbst  enthalten  ist.  Dass  aber  mit  %  das  Reich  aUer 
Zahlen  noch  nicht  erschöpft  ist,  dass  es  also  noch  andere,  sogenannte 
transcendente  Zahlen  giebt,  ist  meines  Wissens  zuerst  von  LiouviUe  be- 
wiesen {Sur  des  classes  tres '  etendues  de  quantües  dont  la  valeur  n'est  ni 
algebrique,  ni  meme  reductible  ä  des  irrationnelles  cdgebrtques.  Journal  de 
Math.  t.  XVI,  1851).  Einen  anderen  Beweis  findet  man  in  der  Abhandlang 
von  G.  Cantor:  lieber  eine  Eigenschaft  des  Inbegriffes  aller  reellen  alge- 
braischen Zahlen  (Crelle's  Journal,  Bd.  77,  1874).  Dann  hat  Ch,  Hermäe 
(in  der  Abhandlung  Sur  la  fonction  exponentielle,  1874)  zuerst  den  strengen 
Beweis  geliefert,  dass  die  Basis  e  des  natürlichen  Logarithmensystems  eine 
transcendente  Zahl  ist,  und  durch  die  hieran  sich  anschliessenden  Unter- 
suchungen von  Lindemann  (lieber  die  Zahl  n;  Math.  Annalen,  Bd.  20)  und 
Weierstrass  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Ak.  1885)  ist  endlich  der  all- 
gemeinere Satz  bewiesen,  dass,  wenn  a  irgend  welche  verschiedene  Zahlen 
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irreducibeles  System  bilden,  das  durch  Hinzufügung  von  fl»»  redu- 
cibel  wird.  Aus  jeder  solchen  Zahl  d  entspringt  ein  endlicher 
Körper  B{ß\  und  umgekehrt  ist  jeder  endliche  Körper  n^^  Grades 
von  dieser  Form;  er  besitzt,  weil  es  nur  eine  einzige  Permutation 
von  R  giebt,  n  und  nur  n  verschiedene  Permutationen,  von  denen 
eine  die  identische  Permutation  ist. 


§.  168. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  anderen  allgemeinen  Unter- 
suchung, welche  eine  wichtige  Grundlage  unserer  Zahlentheorie 
bildet  und  auch  auf  andere  Theile  der  Mathematik  sich  mit 
Nutzen  anwenden  lässt.  Sie  beruht  auf  dem  folgenden  einfachen 
Begriffe : 

Ein  System  a  von  beliebigen  reellen  oder  complexen  Zahlen 
soll  ein  Modul  heissen,  wenn  dieselben  sich  durch  Subtraction 
reproduciren ,  d.  h.  wenn  die  Differenzen  von  je  zwei  solchen 
Zahlen  demselben  System  q  angehören. 

Zufolge  dieser  Erklärung  ist  jeder  Zahlenkörper  (§.  160) 
gewiss  auch  ein  Modul;  aber  wir  wollen  von  vornherein  bemerken, 
dass  in  der  folgenden  allgemeinen  Theorie  auf  diesen  Umstand 
nicht  das  geringste  Gewicht  zu  legen  ist,  weil  diejenigen  beson- 
deren Moduln,  welche  wir  später  (§.  172)  ausschliesslich  zu  be- 
trachten haben,  niemals  zugleich  Körper  sind. 

In  jedem  Modul  a  ist  die  Zahl  Null  enthalten;  denn  wenn  a 
irgend  eine  Zahl  in  a  bedeutet,  so  muss  auch  die  Differenz 
a  —  a  in  a  enthalten  sein.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Zahl 
Null  für  sich  allein  schon  einen  Modul,  den  Modul  0,  bildet. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  mit  a  auch  stets  die  entgegen- 
gesetzte Zahl  —  a  =  0  —  a  in  a  enthalten  ist.  Sind  femer  (x^ ,  a% 
und  folglich  auch  —  (x^  Zahlen  in  a,  so  gilt  dasselbe  von  der 
Differenz  a^  —  ( — «,),  d.  h.  von  der  Summe  a^  +  062,  und  ebenso 


in  %  durchläuft,  die  enteprechenden  Potenzen  e^  immer  ein  nach  %  irre- 
ducibeles System  bilden,  woraus  als  specieller  Fall  die  Transcendenz  der 
Ludolph'schen  Zahl  tt,  also  auch  die  vorher  noch  nicht  erwiesene  Un- 
möglichkeit der  Quadratur  des  Cirkels  hervorgeht.  Vergl.  auch  Hurwitz: 
lieber  arithmetische  Eigenschaften  gewisser  transcendenter  Functionen 
(Math.  Annalen,  Bdde.  22  und  32),  ferner  die  neuesten,  sehr  einfachen  Be- 
weise für  die  Transcendenz  der  Zahlen  e  und  n  von  Hubert  und  Hurwüz 
(Nachr.  v.  d.  Göttinger  Ges.  d.  W.,  1893). 
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von  Jeder  aus  mehreren  Zahlen  des  Moduls  a  gebildeten  Sanune» 
Die  Zahlen  eines  Moduls  reproduciren  sich  daher  nicht  bloss 
durch  Subtraction,  sondern  auch  durch  Addition*),  und  folglich 
besteht  jeder  von  0  verschiedene  Modul  immer  aus  unendlich 
vielen  verschiedenen  Zahlen;  denn  wenn  a  in  o  enthalten  ist,  so 
müssen  auch  alle  Zahlen  von  der  Form  xa  in  a  enthalten  sein, 
wo  X  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchläuft. 

Hieran  schliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  jedes  endliche 
oder  unendliche  System  T  von  Zahlen  a,  falls  es  nicht  selbst 
schon  ein  Modul  ist,  durch  Hinzufugung  der  Zahlen  — a  und 
aller  Summen  von  mehreren  Zahlen  +  a  offenbar  zu  einem  Modul 
a  ergänzt  wird;  diesen,  durch  das  System  T  vollständig  be- 
stimmten Modul  a  kann  man  zweckmässig  durch  das  Symbol  [T] 
bezeichnen,  und  wir  wollen  T  eine  Basis  des  Moduls  a  nennen. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  jeder  Modul  b,  welcher  alle  Zahlen  cc 
des  Systems  T  enthält,  auch  alle  Zahlen  des  Moduls  [T]  ent- 
halten muss. 

Ist  T  ein  endliches  System,  welches  aus  den  n  Zahlen  aj,  a^ 

.  .  .  «n  besteht,  so  bezeichnen  wir  den  zugehörigen  Modul  a  durch 

das  Symbol 

[«1 ,  «2  .  .  .  «n] ; 

derselbe  besteht  offenbar  aus  allen  Zahlen  von  der  Form 

WO  Xi^  X2  -  -  .  Xn  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Jeden  solchen  Modul  a  wollen  wir  einen  endlichen  Modul  nennen; 
die  n  Zahlen  «i ,  ccj  .  .  .  a«  heissen  die  Elemente  oder  Glieder 
seiner  Basis,  und  a  selbst  heisst  danach  ein  n^gliedriger  Modul. 
Offenbar  ist  es  stets  erlaubt,  diese  Basis  in  der  Weise  abzuändern« 
dass  man  zu  ihren  Gliedern  noch  irgend  welche  in  dem  Modul  a 
enthaltene  Zahlen  als  neue  Glieder  hinzufügt;  derselbe  Modul  a 
ist  daher  auch  ein  (n  -f  l)-gliedriger  Modul  **).  Der  eingliedrige 
Modul  [1],  den  wir  immer  durch  j  bezeichnen  wollen  ^  ist  nichts 


♦)  In  §.  161  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871),  wo  der  Begriff 
des  Moduls  zuerst  in  die  Zahlentheorie  eingeführt  ist,  und  ebenso  in  §.  165 
der  dritten  Auflage  (1879)  war  diese  Eigenschaft  in  die  Erklärung  selbst 
aufgenommen.  i 

**)  Erst  später  (§.   172)  kann  es  zweckmässig  erscheinen,  diese  Aus-  I 

drucksweise  abzuändern.  j 
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Anderes  als  das  System  aller  ganzen  rationalen  Zahlen;  ebenso 
ist  [2]  oder  auch  [2,  6,  10]  das  System  aller  geraden  Zahlen, 
und  der  zweigliedrige  Modul  [1,  i]  ist  das  System  aller  ganzen 
complexen  Zahlen  von  Gauss  (§.  159). 


§.  169. 

Sehr  häufig  wird,  wie  z.  B.  in  der  vorstehenden  Betrachtung 
der  Fall  auftreten,  dass  alle  Zahlen  eines  Moduls  m  auch  in 
einem  Modul  b  enthalten  sind;  dann  heisst  m  (heilbar  durch  b, 
oder  wir  sagen,  m  sei  ein  Vielfaches  oder  Multiplum  von  b, 
b  sei  ein  Theiler  oder  Divisor  von  m,  oder  b  gehe  in  m  auf  und 
wir  bezeichnen  dies  symbolisch*)  auf  doppelte  Weise  durch 

m  >  b    oder    b  <  m. 

Diese  Ausdrucks-  und  Bezeichnungsweise  mag  auf  den  ersten 
Blick  Anstoss  erregen,  weil  das  Vielfache  m  in  Wahrheit  einen 
Theil  des  Theilers  b  bildet,  doch  wird  dieselbe  sich  in  der  Folge 
hinreichend  rechtfertigen  durch  die  Analogie  mit  der  Theilbar- 
keit  der  Zahlen**);  so  ist  z.  B.  [4]  ein  Vielfaches  von  [2],  weil 
alle  durch  4  theilbaren  ganzen  rationalen  Zahlen  auch  gerade 
Zahlen  sind.  Allgemein  bemerken  wir,  dass  der  Modul  0  ein 
gemeinschaftliches  Vielfaches,  und  das  System  aller  Zahlen  ein 
gemeinsamer  Theiler  aller  Moduln  ist.  Der  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtete  Modul  [T]  ist  theilbar  durch  jeden  Modul, 
welcher  alle  Zahlen  der  Basis  T  enthält.  Ist  jeder  der  Moduln 
^19  ^3i  ^3  •  .  •  durch  den  zunächst  folgenden  theilbar,  so  ist  jeder 
auch  ein  Multiplum  von  allen  folgenden.  Jeder  Modul  ist  durch 
sich  selbst  theilbar,  und  wenn  jeder  der  beiden  Moduln  m,  b 
durch  den  anderen  theilbar,  also  m  >  b  und  b  >  m  ist,  so  folgt 
m  =  b,  d.  h.  m  und  b  sind  nur  verschiedene  Zeichen  für  einen 
und  denselben  Modul.    Wenn  dagegen  m  theilbar  durch  b,  aber 


*)  Diese  nnd  die  später  folgeDden  Zeichen  a-\-hj  a  —  (  u.  s.  w.  habe 
ich  schon  bcnntzt  in  der  Festschrift :  Ueher  die  Anzahl  der  Ideal  -  Classen 
in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körpers  (Braunschweig 
1877). 

**)  Selbst  der  Umstand,  dass  bei  den  Körpern ,  die  doch  auch  Moduln 
sind,  die  entgegengesetzte  Ausdrucksweise  gebraucht  ist,  kann  hier  nicht 
ins  Gewicht  fallen,  weil  bei  einiger  Aufmerksamkeit  eine  Verwechselung 
nicht  möglich  ist. 


496  Supplement  XL  §.  i®. 

verschieden  von  b  ist,  so  soll  b  ein  echter  Theiler  von  m,  und  m 
ein  echtes  Vielfaches  von  b  heissen;  es  giebt  dann  in  b  mindestens 
eine  und  folglich,  wie  leicht  zu  sehen,  auch  unendlich  viele  Zahlen, 
die  nicht  in  m  enthalten  sind. 

Sind  nun  a,  b  irgend  zwei  Moduln,  und  bedeutet  a  jede  Zahl 
in  a,  ebenso  ß  jede  Zahl  in  b,  so  bezeichnen  wir  mit 

a  +  h 
das  System  aller  in  der  Form  a  +  ß  darstellbaren  Zahlen;  das- 
selbe ist  ebenfalls  ein  Modul,  weil  die  DiflFerenz  von  je  zwei 
solchen  Zahlen  «i  +  /Ji ,  «^  +  ß^ ,  nämlich  («i  —  «2)  +  ißi  —  ß^ 
wieder  in  a  +  b  enthalten  ist.  Dieser  Modul,  den  wir  kurz  die 
Summe  der  beiden  Moduln  a,  b  nennen,  ist*  oflfenbar  ein  gemein- 
samer Theiler  von  0,  b,  weil  er  alle  Zahlen  a  -|-  0  des  Moduls  a 
und  alle  Zahlen  0  +  /^  ^^s  Moduls  b  enthält.  Ist  femer  der 
Modul  b  irgend  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a,  b,  also  b  <  a 
und  b  <  b,  so  sind  alle  Zahlen  m,  /3,  also  auch  alle  Summen 
a  >f  /3  in  b  enthalten,  mithin  ist  b  <  a  -|-  6-  Aus  diesem  Grande 
nennen  wir  der  Analogie  wegen  die  Summe  o  -f  b  auch  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  von  0,  b,  obgleich  er  unter  allen 
Moduln  b  den  kleinsten  Zahleninhalt  besitzt. 

Aus  dieser  Erklärung   folgen  unmittelbar  die  für  beliebige 
Moduln  a,  b,  c  .  .  .  geltenden  Sätze: 

Q  -f  0  =  a  (1) 

Q  +  b  =  b  +  a  (2) 

(a  +  b)  4-  c  =  a  +  (b  -f  c),  (3) 

und  wendet  man  auf  (2)  und  (3)  die  in  §.  2  vorgetragene  Schluss- 
weise an,  so  ergiebt  sich  die  Bedeutung  der  in  beliebiger  Ord- 
nung gebildeten  Summe 

2  Q  =  Qi    +    Qs    +    .  .  .    -f    On  (4) 

von  beliebigen  Moduln  a,  deren  Anzahl  endlich  ist;  diese  Summe 
ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  n  Moduln  a,  d.  h.  sie 
geht  in  jedem  Modul  a  auf  und  ist  zugleich  theilbar  durch  jeden 
gemeinsamen  Theiler  aller  a.    Offenbar  ist  z.  B. 

[«1 ,  «2  .  .  .  «n]  =  [aj  -f  [o,]  4-  .  .  .  +  [aj,  (5) 

und  die  Summe  von  mehreren  endlichen  Moduln  ist  wieder  ein 
endlicher  Modul.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  die  TheilbarJceä 
eines  Moduls  m  durch  einen  Modul  b  vollständig  durch 

m  +  b  =  b  (6) 
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ausgedrückt  wird ,  und  dass  aus  a  >  a'  und  6  >  b'  auch 
a  +  b  >  a'  +  b'  folgt 

Der  Begrüf  der  Summe  ^  a  oder  des  grössten  gemeinsamen 
Theilers  von  beliebigen  Moduln  a  lässt  sich  aber  yon  vornherein 
auch  so  erklären,  dass  er  einen  vollständig  bestimmten  Sinn  und 
z^ar  die  oben  ausgesprochene  Bedeutung  behält,  mag  die  An- 
zahl der  Moduln  a  endlich  oder  unendlich  gross  sein,  welcher 
letztere  Fall  auch  bei  unseren  Untersuchungen  gelegentlich  auf- 
treten wird.  Hierzu  fiibrt  am  kürzesten  die  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtete  Bildung  des  Moduls  [T]  aus  einem  gegebenen 
System  T;  in  der  That,  nimmt  man  in  T  jede  und  nur  jede 
solche  Zahl  a  auf,  welche  in  wenigstens  einem  der  Moduln  a 
enthalten  ist*),  so  besteht  der  zugehörige  Modul  [T]  aus  diesen 
Zahlen  a  und  allen  Summen  von  mehreren  Zahlen  a,  und  es 
leuchtet  ein,  dass  dieser  Modul  [T],  den  wir  nun  auch  durch  i;  a 
bezeichnen,  im  obigen  Sinne  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Modidn  a  ist. 

Ein  besonderer  Fall,  welcher  uns  später  (§§.  172,  173) 
vdrklich  begegnen  wird,  ist  der,  wo  die  Moduln  a  eine  einfach 
unendliche  Reihe  01,03,03...  von  der  Art  bilden,  dass  jeder 
Modul  On  durch  den  nächstfolgenden  On+i  und  also  durch  alle 
folgenden  theilbar  ist.  Dann  ist  ofi'enbar  ihr  grösster  gemein- 
^samer  Theiler  [T]  =  T;  bedeuten  nämlich  p,  6  irgend  zwei 
Zahlen  in  T,  so  gehört  q  einem  Modul  Or,  ebenso  ö  einem  Modul 
a«  an;  ist  nun  r  <  s,  so  sind  beide  Zahlen  p,  ö  in  0«  enthalten, 
und  da  o«  ein  Modul  ist,  so  ist  die  Differenz  q  —  6  in  o,  und 
folglich  auch  in  T  enthalten,  mithin  ist  T  ein  Modul  und  folg- 
lich =  [T],  wie  behauptet  war.  Offenbar  kann  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  [T]  oder  X  0  in  diesem  Falle  zweckmässig  mit 
a«  bezeichnet  werden. 

Ist  z.  B.  On  =  [2~**] ,  so  besteht  a„  aus  allen  ganzen  und 
denjenigen  gebrochenen  rationalen  Zahlen,  welche,  auf  die  kleinste 
Benennung  gebracht,  zum  Nenner  eine  Potenz  von  2  haben, 
deren  Exponent  ^  n  ist;  offenbar  ist  On+i  ein  echter  Theiler 
von  Qn'j  der  grösste  gemeinsame  Theiler  0«  aller  dieser  Moduln 
0^  ist  das  System  aller  derjenigen  rationalen  Zahlen,  deren 
Nenner  irgend  eine  Potenz  von  2  ist;  alle  Moduln  o„  sind  end- 
liche, eingliedrige  Moduln,  aber  o„  ist  kein  endlicher  Modul.  — 

*)  Nach  der  Aasdrucktfweise  der  in  §.  161  mehrmals  oitirten   Schrift 
(§.  1)  ist  T  das  aus  den  Systemen  o  zusammengesetzte  System. 

ni richtet,   Zahlentheorie.  32 
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Auf  der  Erklärung  der  Theilbarkeit  der  Moduln,  aus  welcher 
der  Begriff  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von  beliebigen 
Moduln  0  hervorgegangen  ist,  beruht  ebenso  der  Begriff  ihres 
Jdeinsten  gemeinsamen  Vielfachen;  wir  verstehen  darunter  das 
System  m  aller  derjenigen  Zahlen  fi,  welche  (wie  z.  B.  die  Zahl  O) 
allen  Moduln  a  gemeinsam  angehören,  deren  jede  also  in  jedem 
dieser  Moduln  a  enthalten  ist*).  Da,  wenn  fii,  ftj  zwei  solche 
Zahlen  in  m  sind ,  auch  ihre  Differenz  ft,  —  ^  in  jedem  der 
Moduln  a  und  folglich  auch  in  m  enthalten  ist,  so  ist  m  ein 
Modul  und  zwar  ein  gemeinsames  Vielfaches  dieser  Moduln  a. 
Da  ferner  jedes  gemeinsame  Vielfache  m'  der  Moduln  a  nur  aus 
solchen  Zahlen  besteht,  welche  in  jedem  dieser  Moduln  a  und 
folglich  in  m  enthalten  sind,  so  ist  m'>m;  aus  diesem  Grunde 
haben  wir  der  Analogie  wegen  m  das  Ueinste  gemeinsame  Viel- 
fache der  Moduln  a  genannt,  obgleich  m  unter  allen  Moduln  m' 
den  grössten  Zahleninhalt  besitzt 

Bezeichnet  man  das  .kleinste  gemeinsame  Vielfaehe  zweier 
Moduln  a,  b  durch  das  Symbol 

a  —  b, 
so  ergeben  sich  folgende  Sätze,  deren  Beweise  wir  wieder  über- 
gehen dürfen: 

Q  ^  a  =  a  (1') 

a  —  b  =  b  —  a  (2^) 

(a—  b)—  c  =  a  —  (b  —  c).  (3') 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Theilbarkeit  eines  Moduls  m  durch 
einen  Modul  b  vollständig  durch 

m  —  b  =  m  (6') 

ausgedrückt    wird,    und    dass    aus    a  >  a     und    b  >  V    auch 
a  —  b  >  o'  —  b'  folgt.  — 

Zwischen  den  Begriffen  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
und  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  beliebiger  Moduln 
besteht  ein  eigenthümlicher  Dualismus,  dessen  Idgter  Grund 
schwer  zu  erkennen  sein  mag.  Wir  fuhren  hier  nur  folgenden 
besonders  charakteristischen  Satz  an: 

Ist  m  (heilbar  durch  b,  und  a  ein  beliebiger  Module  so  ist**) 

m  4-  (a  —  b)  =  (m  +  o)  —  b.  (7) 

♦)  Nach  der  Aasdrucksweige  der  eben  wieder  citirten  Schrift  (§.  1)  ist 
tn  die  Gemeinheit  der  Systeme  o. 

**)  Dass  umgekehrt,  wenn  drei  Moduln  m,b,  odie  Crleichang  (7)  erfüllen, 
m  durch  b  t  heilbar  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein. 
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um  dies  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  den  Modul  linker  Hand 
mit  p,  den  rechter  Hand  mit  q,  und  wir  haben  zu  zeigen,  dass 
sie  gegenseitig  durch  einander  theilbar  sind.  Die  Theilbarkeit 
von  p  durch  q  ergiebt  sich  ohne  Mühe  aus  den  früheren  Sätzen, 
weil  jeder  der  beiden  Moduln  m  und  a  —  b  theilbar  durch  jeden 
der  beiden  Moduln  m  +  o  und  b,  und  folghch  der  grösste  ge- 
meinsame Divisor  p  der  beiden  ersteren  auch  theilbar  durch  das 
kleinste  gemeinsame  Vielfache  q  der  beiden  letzteren  ist.  Um 
aber  die  Theilbarkeit  von  q  durch  p  darzuthun,  genügen  die 
früheren  Sätze  durchaus  nicht,  sondern  es  ist  erforderlich,  noch 
einmal  auf  den  Begriff  des  Moduls  zurückzugehen  und  die  in  q 
enthaltenen  Zahlen  zu  betrachten;  da  jede  solche  Zahl  gleich- 
zeitig in  m  -f-  0  imd  b  enthalten  ist,  so  ist  sie  von  der  Form 
II  -\~  a  =  d,  wo  /t,  a,  d  resp.  in  m,  a,  b  enthalten  sind;  da  nun 
m  >  b,  also  fi  auch  in  b  enthalten  ist,  so  gilt  dasselbe  von  der 
Zahl  a  =  d  —  f*,  welche  folglich  auch  in  a  —  b  enthalten  ist, 
und  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  /t  +  a  wirklich  in  p  enthalten 
ist,  was  zu  beweisen  war. 

Bedeuten  nun  a,  b,  c  willkürliche  Moduln,  und  setzt  man  in 
dem  eben  bewiesenen  Satze  einmal  m  =  b,  b  =  bH-c,  hierauf 
m  =  b  —  c,  b  =  b,  so  ist  die  Bedingung  m  >  b  erfüllt,  und  man 
erhält  die  beiden  Sätze 

(a  +  b)  -  (b  +  c)  =  b  +  (a  -  (b  +  c))  (8) 

(a  -  b)  +  (b  -  c)  =  b  -  (a  +  (b  -  0),  (8') 

in  welchen  sich  der  erwähnte  Dualismus  recht  auffallig  aus- 
spricht*). Aus  jedem  dieser  beiden  Sätze  folgt  rückwärts  der 
Satz  (7),  aus  dem  ersten,  wenn  man  b  =  m,  c  =  b,  aus  dem 
zweiten,  wenn  man  b  =  b,  c  =  m  setzt  und  wieder  m  >  b  voraus- 
setzt.   Der  Satz  (7)  entspricht  dualistisch  sich  selbst. 

*)  Leitet  man  aus  drei  beliebigen  Moduln  neue  Moduln  ab,  indem  man 
immer  wieder  die  gemeinsamen  grössten  Theiler  und  kleinsten  Vielfachen 
bildet,  80  gelangt  man  zu  einer  endlichen  Modülgruppe,  welche  im  All- 
gemeinen aus  28  verschiedenen  Moduln  besteht.  Die  merkwürdigen  Gesetze 
jeder  Gruppe,  welche  mit  je  zwei  Moduln  a,  b  zugleich  die  Moduln  o  +  b 
enthält,  sollen  an  einem  anderen  Orte  besprochen  werden;  hier  mag  nur 
der  folgende,  oft  anzuwendende  Satz  erwähnt  werden:  sind  a,  b  zwei  be- 
liebige Modxdn,  so  ündet  zwischen  der  Gruppe  aller  Moduln  a',  welche 
Theiler  von  a.  und  zugleich  Vielfache  von  a  -|-  b  sind,  und  der  Gruppe 
aller  Moduln  bj,  weiche  Vielfache  von  b  und  zugleich  Theiler  von  a  —  b 
sind,  eine  gegenseitigfe  eindeutige  Correspondenz  statt,  welche  durch  jede 
der  beiden,  wechselseitig  aus  einander  folgenden  Beziehungen  bi^^h  —  a', 

tt'  r=  a  -|-  bi  ausgedrückt  wird. 

32* 
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Während  die  eben  betrachteten  Modulbildungen  auf  dem  Be- 
griflFe  der  Theübarkett  beruhten,  gehen  wir  jetzt  zu  der  hiervon 
durchaus  unabhängigen  MuUiplication  der  Moduln  über.  Sind  a,  b 
zwei  beliebige  Moduln,  und  bedeutet  a  jede  Zahl  in  a,  ebenso  ß 
jede  Zahl  in  b,  so  verstehen  wir  unter  dem  Froducte  ab  der 
Fadoren  a,  i  den  Inbegriff  aller  Zahlen  jii,  welche  als  ein  Pro- 
duct  aß  oder  als  Summe  von  mehreren  solchen  Producten  aß 
darstellbar  sind.  Da  auch  jede  Zälil  — a  in  a  enthalten,  ist,  so 
leuchtet  ein,  dass  jede  Differenz  von  zwei  Zahlen  fi  ebenfalls 
eine  solche  Zahl  ft,  dass  also  das  Product  ab  wieder  ein  Modul 
ist;  aber  man  darf,  wie  kaum  bemerkt  zu  werden  braucht,  das 
Product  ab  nicht  mit  einem  Vielfctchefi  von  q,  b  verwechseln. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass 

.    ab  =  ba  (1) 

(ab)c  =  a(bc)  (2) 

ist;  wir  bezeichnen  dieses  letztere  Product  kurz  mit  abc,  und 
aus  der  schon  oft  angewendeten  Schlussweise  (§.  2)  geht  hervor, 
dass  das  mit  a,  Qj  .  .  •  Hm  zu  bezeichnende  Product  aus  m  be- 
liebigen Moduln  Ol,  ag  .  .  .  Qpt,  eine  vollständig  bestimmte,  von 
der  Anordnung  der  auf  einander  folgenden  Multiplicatioaen 
gänzlich  unabhängige  Bedeutung  hat.  Man  könnte  dieses  Product 
auch  unmittelbar  als  den  Modul  [T]  erklären  (§.  168),  dessen 
Basis  T  aus  allen  Producten  a^  a,  .  .  .  a^  besteht,  wo  a^ ,  04  . . .  ec^ 
resp.  beliebige  Zahlen  der  Moduln  Oi ,  a.j  ...  q«  bedeuten.  Sind 
alle  diese  m  Moduln  mit  einander  identisch  =  o,  so  bezeichnen 
wir  ihr  Product  mit  a*",  und  nennen  es  die  m^«  Potenz  von  a; 
f»  heisst  der  Exponent  derselben,  und  wir  dehnen  diese  Erklä- 
rung auch  auf  den  Fall  m  =  1  aus,  indem  wir  a^  =  a  setzen; 
dann  gelten  allgemein  die  Sätze 

^  a^'a^  =  ü»-+*,  (r)*  =  Q»-*,  (ob)**  =  Q»"b'-.  (3) 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  ein  Product  aus  zwei  oder 
mehreren  Moduln  dann  und  nur  dann  =0  ist,  wenn  unter  den 
Factoren  sich  auch  der  Modul  Null  befindet.  Sodann  leuchtet 
ein,  dass,  wenn  j  wieder  das  System  [1]  aller  ganzen  rationalen 
Zahlen  bedeutet,  immer 

ö  i  =  a  (4) 
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ist;  und  zwar  ist  }  auch  der  einzige  Modul  6,  welcher  als  Factor 
jeden  Modul  a  ungeändert  lässt,  weil  b)  =  b  =  }  sein  mirss. 

Sehr  häufig  wird  der  Fall  auftreten ,  wo  der  eine  Factor  b 
eines  Productes  ab  ein  eingliedriger  Modul  [ij]  ist;  dann  setzen 
-vcir  zur  Abkürzung  das  Product 

a\ri]  =  ari  =  rid)  (5) 

dasselbe  besteht  offenbar   aus  allen   Producten  aij,  wo  «  alle 
Zahlen  in  a  durchläuft,  und  insbesondere  ist  stets 

M  =  J^.  (6) 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  das  Product  (cii2)i?i=(a%)i2  =  ö(^^0 
ist  und  deshalb  kurz  durch  aiji^^  bezeichnet  werden  darf. 

Sodann  leuchtet  ein,  dass  ein  Product  aus  zwei  oder  mehreren 

endlichen  Moduln  (§.  163)  wieder  ein  endlicher  Modul  ist;  bilden 

.  z.  B.  die  m  Zahlen  ^  eine  Basis  von  a,  und  die  n  Zahlen  ßg  eine 

Basis  von   b,    so  bilden   die  mn  Producte  ctrßa  eine  Basis  des 

Productes  a  b.    Insbesondere  ist 

iy  [«1 ,  «a  .  .  .  a,J  =  [12«! ,  lyaa  ...  lya,«].  (7) 

Nach  diesen,  allein  auf  die  Multiplication  der  Moduln  be- 
züglichen Bemerkungen  lassen  wir  zunächst  einige  Sätze  folgen, 
in  welchen  es  sich  um  eine  Verbindung  mit  dem  Begriffe  der 
Theüharkeit  handelt: 

I.  Ist  o  a',  so  ist  auch  ob  >  ah^  und  wenn  ausserdem 
h  >  b'  isi^  so  ist  ab  >  o'b'. 

Denn  weil  jede  Zahl  u  des  Moduls  a  auch  in  a',  und  jede 
Zahl  ß  des  Moduls  b  auch  in  b'  enthalten  ist,  so  ist  jedes  Pro- 
duct aß  und  folglich  auch  jede  Summe  solcher  Producte  a/J 
zugleich  in  o'b'  enthalten,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Rücksicht  auf  (4),  oder  auch  unmittelbar  aus  den  Be- 
griffen selbst,  ergiebt  sich  der  besondere  Satz: 

II.  Ist  die  Zahl  1  in  dem  Modul  o  enthalten^  also  j  >  o,  so 
ist  allgemein  o  >  oo. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  umgekehrt  aus  der  Theil- 
barkeit  von  ob  durch  o'b  nicht  allgemein  die  Theilbarkeit 
von    0    durch    o'    folgt*);    doch     ist    dies    offenbar    der    Fall, 


*)  Nimmt  man  z.  B.  a  =  [1],  o'  =  [?"],  b  =  [1,  «],  wo  «2=  ^-  1,  so  ist 
ab  =  a'6  =:  b,  aber  keiner  der  beiden  Moduln  a,  a'  ist  durch  den  anderen 
theilbar. 
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-wenn  b  ein  von  Null  verschiedener  eingliedriger  Modul  [17]   ist, 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

III.  Ist  71  eine  von  Null   verschiedene  Zahl,,  und  aiy  >  a'iy, 
so  ist  a  >  a';  und  aus  ai^  =  a'i^  folgt  a  =  a'. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  der  folgende  Satz:' 

IV.  Sind  a,  b,  c  drei  beliebige  Moduln^  $0  ist  immer 

(a  +  b)c  =  ac  +  bc.  (8) 

Bezeichnen  wir  den  Modul  linker  Hand  mit  p,  den  rechter 
Hand  mit  q,  so  haben  wir  zu  zeigen,  dass  p  >  q,  und  q  >  p  ist. 
Das  Letztere  folgt  ohne  Weiteres  aus  dem  Satze  I;  da  nämlich 
a  -t-  b  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a,  b  ist,  so  muss  das  Pro- 
duct  p  auch  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Producte  ac,  bc,  also 
ein  Theiler  von  deren  grösstem  gemeinsamen  Theiler  q  sein. 
Um  aber  das  Erstere  zu  beweisen,  müssen  wir  alle  in  den 
Moduln  a,  b,  c  enthaltenen  Zahlen  a^  ß^  y  betrachten;  nun  ist 
jede  Zahl  des  Productes  p  ein  Product .  (a  +  /J)  y  oder  eine 
Summe  von  mehreren  solchen  Producten,  und  da  •(«  +  /?)  y 
=  aY-\-ßy  die  Summe  einer  in  ac  enthalteiien  Zahl  ay  und 
einer  in  bc  enthaltenen  Zahl  ßy  ist,  so  ist  jedes  Product  {ct-^ß)y 
und  folglich  jede  Zahl  des  Moduls  p  in  der  Summe  q  der 
Moduln  ac,  bc  enthalten,  d.  h.  p  >  q,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken,  dass  es  keinen  ebenso  bestimmten  Satz  für 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  giebt;  aus  dem  Satze  I  folgt 
lediglich,  dass 

(a  — b)c  >  ac  —  bc  (9) 

ist,  und  mehr  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  beweisen*).   Wenn 
aber  c  z.  B.  ein  eingliedriger  Modul  [rj]  ist,  so  ergiebt  sich  leicht 

(a  —  b),^  =  01^  —  brj.  (10) 

Der  Satz  IV  lässt  sich,  wie  man  leicht  erkennt,  auf  Pro- 
ducte von  beliebig  vielen  Factoren  (in  endlicher  Anzahl)  aus- 
dehnen, deren  jeder  eine  Summe  von  beliebig  vielen  (auch 
unendlich  vielen)  Moduln  ist;  als  specieller  Fall  ergiebt  sich 
z.  B.  wieder,  dass  jedes  Product  aus  zwei  endlichen  Moduln 
2[ar]  und  ^[ßa]  ebenfalls  ein  endlicher  Modul  ^[ccrßt]  ist. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  sehr  viele  Identitäten  der  gewöhn- 


♦)  Ist  z.  B.  a  =  [1],  b  =  [t],  c  =  [1,  i],  wo  i^=z  -  1,  60  ist  a  —  b 
=  (a  —  b)  c  =  0,  hingegen  ttc=bc  =  ac  —  bc  =  c. 
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liehen  Bachstabenrechnung,  in  denen  nur  die  Addition  und 
Multiplication  der  Zahlen  auftritt,  sich  unmittelbar  auf  unsere 
Moduln  übertragen  lassen.    So  ist  z.  B.: 

=  a"  +  Cia"^i  +  c,a«-«  +  ...  +  c»_ia  +  c„,  .  ^ 

wo  Ci,  c«  .  .  .  c,^i,  Cn  die  einfachsten,  auf  symmetrische  Weise  aus 
61,  ba  .  .  .  bn  gebildeten  Moduln  (Summen  von  Producten)  be- 
deuten. Allein  viele,  dieser  Sätze  erleiden  doch,  weil  a~|-a  =  a 
und  nicht  =  2a  ist,  eine  wesentliche  Aenderung.  Sind  z.  B.  in 
der  vorstehenden  Gleichung  die  n  Moduln  bi ,  ba  .  •  .  b«  alle  =  b, 
so  wird  Cr  ==  b**,  und  man  erhält 

(0  +  b)~  =  a~  +  a*^i  b  +  a^^-H«  +  •  •  •  +  b~  (12) 

Unter  diesen,  der  Modultheorie  eigenthümlichen  Identitäten 
müssen  wir  wenigstens  eine  hier  noch  besonders  hervorheben, 
weil  sie  uns  später  (§.  173)  von  sehr  grossem  Nutzen  sein  wird, 
nämlich 

(a  +  b  +  c)  (bc  +  ca  +  ab)  =  (b  +  c)(c  +  ^)(a  +  b>        (13) 

Ihre  Wahrheit  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Auflösung  aller 
Klammem,  worauf  beide  Producte  dieselbe  'Form 

abc  +  ab«  +  ac«  +  bc»  +  ba»  +  co»  +  cb« 

annehmen.  Das  Charakteristische  dieses  Satzes*)  besteht  darin, 
dass  ein  und  derselbe  Modul  auf  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  als  Product  von  Factoren  dargestellt  wird,  und  dass  eine 
Summe  von  drei  beliebigen  Moduln  a,  b,  c  durch  Multiplication 
mit  einem  Modul,  dessen  Zahlen  auf  rationale  Weise  aus  denen 
von  a,  b,  c  gebildet  sind,  in  ein  Product  verwandelt  wird,  dessen 
Factoren  die  Summen  von  je  zwei  dieser  Moduln  sind.  — 


*)  Derselbe  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgeDden  allgemeine!),  nicht 
granz  leicht  zu  beweisenden  Satzes,  in  welchem  wir  die  oben  in  (11)  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehalten:  Wenn  n  ">  r  >  0,  so  ist  das  Frodact 
aller  Summen  von  je  (r  -{- 1)  mit  verschiedenen  Zeigern  behafteten  Moduln 
aus  der  Reihe  b^,  b2  . . .  b„  identisch  mit  dem  Producte 

ij       1.2     ...   fc  ^_^    , 

wo  die  Exponenten  die  BinomialcoefficieDten 

77(n— 1  —  «) 


e. 


'      /I(r— l)y/(n  — r  — «) 

bedeuten.    Für  r=  1  wird  dieses  Product  =  c^  C2 . . .  ^n-^ü  ^n— 11  und  hieraus 
folgt  unser  obiger  Satz  (13)  für  n  :=  8. 
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Wir  wenden  uns  endlich  zu  einer  letzten  Art  Yon  Modid- 
bildung,  der  Division.    Unter  dem  Quotienten 

—  oder    h  :  a 
a 

zweier  Moduln,  des  Nenners  a  und  des  Zählers  b  yerstehen  wir 
den  Inbegriff  n  aller  derjenigen  Zahlen  v  (z.  B.  0),  für  welche 
av  >  b  wird.  Sind  r^,  V2  solche  Zahlen,  während  d  jede  ZaU 
in  a  bedeutet,  dö  sind  alle  Producte  ai/i,  ai/^,  also  auch  alle 
Producte  a  (t/^  —  v^)  in  dem  Modul  b  enthalten,  also  ist 
a(vi-r-t;j)  >  b,  und  folglich  gehört  die  Differenz  Vj  — Vj  eben- 
falls dem  Quotienten  n  an,  welcher  mithin  ein  Modtd  ist*). 
Offenbar  ist  jede  der  beiden  Aussagen 

Qtn  >  b    und    m  >  —  (14) 

eine  Folge  der  anderen,  mithin  könnte  der  Quotient  n  auch 
erklärt  werden  als  der  grösste  gemeinsame  ITieiler  (die  Summe) 
aller  der  Moduln  m,  welche  der  Bedingung  am  >  b  genügen. 
Hierauf  beruhen  die  leicht  zu  findenden  Beweise  der  folgenden 
Sätze,  in  denen  sich  eine  gewisse  Tortsetzung  des  im  §.  169  er- 
wähnten Dualismus  offenbart: 

b        b' 
Aus  a  >  0',  b  >  b'  folgt  -y  >  —  (15) 

Allgemein  ist  o  (- j  >  b  >  — ,  (16) 

aber  der  erste  Modul  ist  gleich  dem  zweiten,  wenn  a  ein  Factor 
von  b,  d.  h.  wenn  b  =  a  c,  und  der  zweite  Modul  ist  gleich  dem 
dritten,  wenn  b  =  c :  a  ist.    Ferner  ergiebt  sich 


r.  =  (d->-'{d>T         <"> 


Q  c        / c\    ^    ^  /a\       ob 

7  =  "' 


a  —  b        a        b         c  c         c 

c  c         c'a-|-b        a        b 


(18) 


'       <1  +  1;   "-+-*<  ■?-  +  i.  (19) 


a  —  b        ob'       c  c     '    c 

In  den  Untersuchungen,  auf  welche  wir  uns  hier  beschränken 
müssen,  wird    vorzugsweise    der   besondere  Fall  auftreten,  wo 


*)  Ist  der  Nenner  0=0,  so  ist  der  Quotient  der  Inbegriff  aller  Zahlen. 
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.  Zahler  und  Nenner  eines  Quotienten  mit  einander  identisch  sind. 
Wenn  a  ein  beliebiger  Modul  ist,  so  setzen  wir 

ao  =  1  (20) 

und  nennen  a^  die  Ordnung  von  o;  nach  (14)  ist  dann  jede  der 
beiden  Aussagen 

om  >  a    und    m  >  o^  (21) 

eine  Folge  der  anderen.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  (4)  zunächst 

}  >  a^  also  allgemein  b  >  6  o^  (22) 

d.  h.  in  jeder  Ordnung  sind  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  ent- 
halten. Da  mithin  a  >  aa^,  und  zufolge  (21)  auch  oa<>  >  a  ist, 
so  ergiebt  sich 

oa»  =  0,  (23) 

und  hieraus  ebenso  leicht 

Aus  (23)  folgt  aa^o®  =  a,  also  nach  (21)  auch  a^a^  >  o<>,  und 
da  aus  (22)  ebenso  a^  >  a^a^  folgt,  so  ist 

o<^ao  =  ao,  (25) 

mithin  reproduciren  sich  die  Zahlen  einer  jeden  Ordnung  nicht 
bloss  durch  Addition  und  Subtraction,  sondern  auch  durch  Multi- 
plication. 

Umgekehrt,  wenn  ein  Modul  o  die  Zahl  1  enthält,  und  wenn 
seine  Zahlen  sich  durch  Multiplication  reproduciren,  wenn  also 

i  >  0,  o»>  0  (26) 

ist,  so  folgt  leicht,  dass  o  eine  Ordnung^  nämlich 

0  =  oo  (27) 

ist;  denn  zufolge  der  zweiten  Annahme  (26)  ist  o  >  o^  und  aus 
der  ersten  folgt  durch  Multiplication  mit  o^  und  mit  Rücksicht 
auf  (23)  auch  0°  >  o,  woraus  sich  (27)  ergiebt. 

Da  nun  zufolge  (22),  (25)  jede  Ordnung  a^  die  beiden  Eigen- 
schaften (26)  besitzt,  so  folgt 

(ao)o  =  00,  '  (28) 

und  ebenso  findet  man,  dass  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
flo  _  50  von  zwei  Ordnungen  a®,  b»,  und  ihr  Product  a«  b^,  welches 


(  I 


506  Supplement  XI.  §.  i7a 

auch  =  (a^  +  b^)^  und  <  a«  +  b^  ist,  wieder  Ordnungen    sind. 

Offenbar  ist 

ab  =  a^{ab)  =  i^(ai)  =  aobo(ab),  (29) 

und  aus  (14),  (16),  (22),  (23)  folgt  ebenso 

i=..(i)  =  M(i)  =  ..M(i).         (30, 

mithin 

qo  +  bo  >  aob«  >  {ab)%    a^b»  >  (-V-  (31) 

Es  liegt   nun  nahe,  den  Begriff  der  Potenz  eines  Moduls  a 
auch  auf  den  Fall  negativer  Exponenten  auszudehnen,  indem  man 

a-~  =  -  (32) 

setzt,  wenn  n  >  0  ist.  Allein  es  ist  im  Allgemeinen  unmöglich, 
die  Gesetze  der  Multiplication  und  Division  von  Zahlenpotenzen 
auf  die  Modulpotenzen  zu  übertragen;  vielmehr  zerfallen  die 
Moduln  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  zu  ihrer  Ordnung  in  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten.    Aus  (16)  und  (30)  folgt  jedenfalls 

aa-^  >  a^    a^a-^  =  a-\    a«  >  (a-l)^    «  >  (a-i)-i;      (33) 

wir  wollen  aber  a  einen  eigentlichen  Modul  nennen, 

wenn  a  a-^  =  a«,  (34) 

oder,  was  nach  (4),  (23),  (33)  hiermit  gleichwerthig  ist, 

wenn  j  >  aa-^  (34*) 

ist.     Aus  dieser  Erklärung  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze. 

V.  Ein  Modul  a  ist  gewiss  (und  auch  nur  dann)  ein  eigent- 
licher Moduly  wenn  er  ein  Factor  seiner  Ordnung  o^  ist^  d  K 
wenn  es  einen  Modul  n  giebt^  welcJier  der  Bedingung  an  =  a* 
genügt;  und  hierausfolgt  or^  =  na^ 

Denn  nach  (23)  ist  a(nao)  =  Qö,  also  na<^>a-^,  und  aus 
(33)  folgt  a-i  ==  a^a-^  =  naa-^  >  na^;  mithin  ist  a-^  =  na«, 
und  folglich  aa~^  =  naa^  =  na  =  a^,  was  zu  beweisen  war. 

VI.  Ist  a  ein  eigentlicher  Module  so  gilt  dasselbe  von  a~^ 

und  es  ist 

(a-i)o  =  ao,  (a-i)-i  =  a.  (35) 

Denn  da  nach  (31)  die  Ordnung  eines  Productes  ein  Theiler 
von  der  Ordnung  jedes  Factors  ist,  so  folgt  aus  (34)  mit  Rück- 


§.  171.  Allgemeine  Zahlentheorie.  507 

sieht  auf  (28),  dass  a^  <  (cr^)%  und  hieraus  mit  Rücksicht  auf 
(33),  dass  qo  =  (a-*)o  ist.  Da  nun  zufolge  (34)  der  Modul  a-^ 
ein  Factor  seiner  Ordnung  a^  ist,  so  ist  er  zufolge  V  ein  eigent- 
licher Modul,  und  zugleich  ergiebt  sich  die  zweite  Gleichung  (35), 
was  zu  beweisen  war. 

VIT.   Ist  a  ein  eigentlicher,  i  ein  beliebiger  Modul,  so  ist 

^  =  boo,      ^  =  6fl-.  (36) 

Diese  beiden  Sätze  gehen  aus  einander  hervor,  wenn  man  b 
durch  ba-^  oder  durch  ia  ersetzt  und  (34),  (33),  (23)  berück- 
sichtigt. Bezeichnet  man  die  linke  und  rechte  Seite  der  ersten 
Gleichung  resp.  mit  p  und  q,  so  ist  zufolge  (17)  immer  q>p. 
Ist  aber  a  ein  eigentlicher  Modul  (34),  so  ist  zufolge  (22)  p>paa''^, 
und  da  nach  (16)  pa  >  ba,  also  paa-^  >  baor^  ist,  so  folgt 
p  >  q,  mithin  p  =  q,  was  zu  beweisen  war. 

Vin.  Sind  a,  b  eigentliche  Moduln,  so  gilt  dasselbe  von  ihrem 
Produde  ob,  und  es  ist 

(aby  =  Qobo,  (ab)-^  =  a-^-K  (87) 

Die  erste  Gleichung  ergiebt  sich  aus  dem  zweiten  Satze  (17), 
wenn  man  c  =  ab  setzt  und  den  ersten  Satz  (36)  zweimal  an- 
wendet. Da  femer  aa~^  =  a^  bb~^  =  b«,  mithin  (ab)(a"-^b-^) 
=  a^bo  =  (aby,  also  das  Product  ab  ein  Factor  seiner  Ordnung 
(ab)<>  ist,  so  ist  es  nach  V  ein  eigentlicher  Modul,  und  zugleich  er- 
giebt sich  mit  Rücksicht  auf  (33),  dass  (aby^  =  (ab)o  (a-n-^) 
==  a^bo a"~^b""^  =  Q-^b—^  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  wird  man  leicht  finden,  dass  die 
Multiplication  und  Division  aller  Potenzen  eines  eigentlichen 
Moduls,  ebenso  aller  eigentlichen  Moduln,  welche  dieselbe  Ord- 
nung haben,  genau  nach  denselben  Regeln  geschieht,  wie  bei 
Producten  und  Quotienten  von  Zahlen. 


§.  171. 

Wir  gehen  nun  zu  derjenigen  Betrachtung  über,  die  uns 
veranlasst  hat,  für  die  hier  untersuchten  Zahlengebiete  den  Namen 
Moduln  zu  wählen,  obgleich  derselbe  schon  in  so  vielen  anderen 
Bedeutungen  gebraucht  wird.    Wenn  m  ein  beliebiger  Modul  ist. 
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80  nennen  wir  zwei  Zahlen  a,  ß  congruent  fMch  m,  wenn   ihre 

Differenz  a  —  /S  in  m  enthalten  ist,  und  wir  bezeichnen  dies  durch 

die  Congruena 

u^  ß  (mod.  m),  (l) 

in  welcher  offenbar  die  beiden  Zahlen  a,  ß,  deren  jede  auch  ein 
Best  der  anderen  heisst,  stets  mit  einander  yertauscht  werden 
dürfen.  Wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  a,  /),  y  .  .  .  incanffruent 
nach  m,  wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen  congruent 
ist*).  Aus  dem  Begriffe  eines  Moduls  und  aus  den  früheren 
Sätzen  folgt,  dass  man  beliebig  viele  solche  Congruenzen,  die  sich 
auf  einen  und  denselben  Modul  m  beziehen,  addiren  und  snb- 
trahiren  darf,  wie  Gleichungen;  auch  darf  man  beide  Seiten 
einer  solchen  Congruenz  mit  derselben  ganzen  rationalen  Zahl, 
allgemeiner  mit  jeder  in  der  Ordnung  m^  des  Moduls  m  enthal- 
tenen Zahl  multipliciren.  Aus  der  Congruenz  zweier  Zahlen  in 
Bezug  auf  einen  Modul  m  folgt  auch  ihre  Congruenz  in  Bezug 
auf  jeden  Theiler  von  m,  und  wenn  eine  Congruenz  in  Bezug  auf 
mehrere  Moduln  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  deren  kleinstes  gemein- 
sames Vielfaches. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  sich  selbst  congruent, 
und  dass  zwei  mit  einer  dritten  Zahl  y  congruente  Zahlen  a,  ß 
auch  einander  congruent  sind;  denn  wenn  a — y,  ß — y  Zahlen 
des  Moduls  m  sind,  so  ist  auch  ihre  Differenz  a — ß  im  m  ent- 
halten. Hierauf  beruht  die  Möglichkeit,  alle  Zahlen  in  Bezug 
auf  einen 'Modul  m  in  Zahlclassen  einzutheilen,  in  der  Weise, 
dass  je  zwei  beliebige  Zahlen  in  dieselbe  oder  in  verschiedene 
Classen  aufgenommen  werden,  je  nachdem  sie  congruent  oder 
incongruent  sind;  ist  a  eine  bestimmte  Zahl,  wahrend  ft  alle 
Zahlen  des  Moduls  m  durchläuft,  so  bilden  die  Zahlen  a  •]-  §1  eine 
solche  Classe,  die  wir  mit  «  +  m  oder  m  +' «  bezeichnen  wollen, 
und  man  kann  a  oder  jede  andere  dieser  Zahlen  als  Bepräsentani 
oder  auch  als  Best  der  Classe  ansehen.  Die  Gleichung  m  4-  « 
=  m  4-  /3  ist  dann  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  (1);  findet 


*)  Der  von  Gauss  zuerst  eingeführte  Begriff  der  Congruenz  bildet 
offenbar  einen  besonderen  Fall  des  obigen;  denn  wenn  a,  6,  m  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sindy  so  ist  die  Conji^raenz  a  =  &  (mod.  m)  gleichbedeutend 
mit  der  Congruenz  der  Zahlen  a,  h  nach  dem  Modul  [m]  =  m  [1];  und 
wenn  a,  ß^  fjt  ganze  Zahlen  des  Körpers  J  sind  (§.  159),  so  ist  die  Con- 
gruenz a  =  ß  (mod.  /u)  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  der  Zahlen 
«,  ß  nach  dem  Modul  [m,  /ui]  ^  ju  [1,  «]. 
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sie  nickt  statt,  so  sind  die  Classen  a  -{-  m,  /}  -f-  nt  versciüeden 
und  besitzen  keine  einzige  gemeinsame  ZahL  Offenbar  bildet 
der  Modul  m  selbst  die  durch  die  Zahl  0  repräsentirte  Glasse. 

Auf  diesem  Begriffe  beruhen  die  folgenden  Betrachtungen. 
Ist  Q  ein  Theüer  von  m,  und  a!  eine  bestimmte  Zahl  in  a,  so 
sind  alle  Zahlen  der  Classe  od  +  m  auch  in  a  enthalten,  .und 
folglich  besteht  der  Modul  a  aus  einer  endUchen  oder  unendlichen 
Anzahl  verschiedener  Classen  a'  -|-  m,  von  denen  je  zwei  keine 
gemeinsame  Zahl  besitzen.  Ist  ferner  q  eine  beliebige  Zahl,  so 
besteht  zugleich  die  auf  den  Modul  a  bezügliche  Glasse  ^  -+-  ^ 
ans  den  sämmtlichen  entsprechenden,  ebenfalls  verschiedenen 
Zahlclassen  (q  +  a')  +  m. 

Allgemeiner,  sind  a,  b  zwei  beliebige  Moduln,  deren  kleinstes 
gemeinsames  Vielfaches  a  —  b  zur  Abkürzung  mit  m  bezeichnet 
werden  möge,  und  ist  a'  eine  bestimmte  Zahl  in  q,  so  bilden  alle 
diejenigen  in  a  enthaltenen  Zahlen  a,  welche  ^  a!  (mod.  b)  sind, 
die  auf  m  bezügliche,  durch  od  repräsentirte  Classe  a'  -f  nt;  da 
nämlich  a  —  a'  sowohl  in  a  als  auch  in  b  enthalten  ist,  so  ist 
«  =  a'  +  f*>  wo  ft  eine  Zahl  des  Moduls  m  bedeutet,  und  um- 
gekehrt, wenn  fi  in  m,  also  auch  in  a  und  in  b  enthalten  ist,  so 
ist  die  Summe  «  =  a'  +  fi  in  a  enthalten  und  zugleich  ^  od 
(mod.  b).  Wählt  man  daher  aus  jeder  der  verschiedenen  Classen 
a'  -|-  m,  aus  denen  a  besteht,  einen  bestimmten  Rest  od  aus,  so 
besitzt  das  System  aller  dieser  in  a  enthaltenen  Zahlen  od  offen- 
bar die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  in  a 
enthaltene  Zahl  oc  mit  einer,  aber  auch  nur  mit  einer  einzigen 
Zahl  a'  congruent  ist  nach  dem  Modul  b;  ein  solches  System  von 
Zahlen  a'  nennen  wir  daher  ein  Repräsentanten  -  System  oder  ein 
Restsystem  von  a  nach  b.  Ist  die  Anzahl  dieser  in  a  enthaltenen, 
nach  b  incongruenten  Zahlen  a'  endlich^  so  wollen  wir  dieselbe 
durch  das  Symbol 

(a,  b) 

bezeichnen*),  und  dies  ist  zugleich  die  Anzahl  der  Classen  a'  +  m, 
aus  denen  a  besteht;  ist  sie  aber  unendlich ^  so  ist  es  zweck- 
mässig, unter  dem  Symbol  (a,  b)  die  Zahl  Nidl  zu  verstehen,  weil 


*)  Dasselbe  habe  ich  zuerst  in  §.  169  der  zweiten  Auflage  benutzt. 
Sollten  die  Moduln  o,  b  zugleich  Körper  sein,  was  aber  bei  unseren  Unter- 
suchungen niemals  Torkommen  wird,  so  würde  die  dem  Symbol  (a,  b)  jetzt 
beigelegte  Bedeutung  von  der  in  §.  164  wohl  zu  unterscheiden  sein. 
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daan  die  meisten  Sätze  allgemein  gültig  bleiben  *).  Ist  (a,  b)  =  1, 
sind  also  alle  Zahlen  a  des  Moduls  a  einander  congruent,  mitbin 
alle  a  ^  0  (mod.  b),  so  ist  a  theilbar  durch  b,  und  aus  dieser 
Theilbarkeit  folgt  umgekehrt  (a,  b)  =  1. 

Aus  dem  Obigen  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  dieselben 
Zahlen  a'  zugleich  ein  Restsystem  von  q  nach  tn  bilden,  und 
folglich  ist  in  allen  Fällen 

(a,  b)  =  (a,  a  —  b).  (2) 

Dieselben  Zahlen  a'  bilden  aber  auch  ein  Restsystem  von 
a  -|-  b  nach  b,  d.  h«  a  -f  b  besteht  aus  den  sämmtlichen  Classen 
a'  +  b,  und  folglich  ist 

(a,  i)  =  (ci  +  b,  b);  (3) 

denn  die  Zahlen  a'  sind  auch  in  a  4-  ^  enthalten  und  incongraent 
nach  b ,  und  jede  in  a  -f  b  enthaltene  Zahl  a  +  /)  ist  =i  a 
(mod.  b),  also  auch  congruent  mit  einer  der  Zahlen  a\  was  zu 
beweisen  war. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass,  wenn  ly  eine  von  NuU 
verschiedene  Zahl  ist,  die  Producte  tja'  ein  Restsystem  von  an 
nach  bri  bilden,  und  folglich  ist 

(ari,  bfi)  =  (a,  b).  (4) 

Ist  femer  a  ein  Theüer  von  b,  und  b  ein  Theüer  von  c,  also 
(b,  q)  =  (c,  b)  =  1,  so  bilden,  wenn  a'  ein  Restsystem  von  a  nach 
b,  und  ß  ein  Restsystem  von  b  nach  c  durchläuft,  die  sämmtUchen 
Summen  a'  +  ß'  ein  Restsystem  von  a  nach  c,  und  folglich  ist 

(a,  c)  =  (a,  b)(b,  c),  wenn  a  <  b  <  c.  (5) 

Denn  a  besteht  aus  allen  Classen  a'  -{-  b,  und  jede  dieser  Classen 
wieder  aus  den,  allen  ß'  entsprechenden  Classen  («'  4-/5')  +  ^, 
mithin  besteht  a  aus  allen  Classen  (a'  4-  /3^  4-  c,  wo  o'  und  ß' 
alle  ihre  Werthe  durchlaufen. 

Zu  diesen  Sätzen,  durch  deren  Verbindung  sich  viele  andere**) 
ableiten  lassen,  fügen  wir  noch  die  folgenden  hinzu. 


*)  Vergl.  z.  B.  die  Sätze  im  folg^enden  §.  172. 

**)  AuB  drei  beliebigen  Moduln  o,  b,  c  entspringt,  wie  in  der  AnmerkaDgr 
auf  S.  499  erwähnt  ist,  eine  Gruppe  von  28  Moduln  m,  n  . .  .;  die  sämmt- 
lichen Classen  anzahlen  (m,  n)  lassen  sieh  aus  sieben  von  ihnen  bestimmen; 
bezeichnet  man  diese  mit  a,  &,  c,  a^,  (j,  C]  und  d,  so  ist  z.  B. : 
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L  Sind  a,  b  0wei  beliebige  Moduln,  so  genügt  jede  in  a  ent- 
hctltene  Zahl  a  der  Congruenz 

(a,  b)  a  =  0  (mod.  a  —  b),  (6) 

cdso  ist  (a,  b)  a  >  0  —  b. 

Dies  leuchtet,  wenn  (a,  b)  =  0  ist,  unmittelbar  ein.  Ist  aber 
(o,  b)  =  n  >  0,  und  durchläuft  a  ein  Restsystem  von  a  nach 
a  —  b,  während  a  eine  bestimmte  Zahl  in  a  bedeutet,  so  bilden 
die  n  Zahlen  a  -f  a',  weil  sie  in  a  enthalten  und  incongruent 
nach  a  —  b  sind,  ebenfalls  ein  solches  Restsystem;  jede  dieser 
Zahlen  a  +  «'  ist  daher  mit  einer  der  Zahlen  a',  umgekehrt  jede 
der  letzteren  mit  einer  der  ersteren  congruent;  mithin  ist  auch 
die  Summe  6  der  Zahlen  a'  congruent  der  Summe  na  +  <^i  vor- 
aus (6)  folgt,  was  zu  beweisen  war. 

II.  Ist  c  >  a,  und  (a,  c)  >  0,  so  giebt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  solcher  Moduln  b,  welche  >  o  und  zugleich  <  c  sind*). 

Da  nämlich  jeder  solche  Modul  b  aus  gewissen  Zahlclassen 
^'  -4-  c  bestehen  muss,  welche  in  a  enthalten  sind,  und  unter 
denen  sich  immer  c  selbst  befindet,  und  da  die  Anzahl  m  aller 
in  Q  enthaltenen  Glassen  a'  -f-  c  endlich,  nämlich  =  (a,  c)  ist,  so 
kann  die  Anzahl  der  Moduln  b  höchstens  gleich  2*"—^  sein,  was  zu 
beweisen  war. 

Wir  schliessen  diese  Betrachtungen  mit  der  Verallgemeine- 
rung zweier  in  §.  25  und  §.11  bewiesenen  Sätze. 

III.  Sind  p,  6  gegebene  Zahlen,  und  o,  b  irgend  zwei  Moduln, 
so  hohen  die  beiden  gleichzeitigen  Congruenzen 

fi)  ^  p  (mod.  a),    (o  ^  6  (mod.  b)  (7) 


(B,  0  =  hcid,  (c,  a)  =  caid,  (q,  b)  =  ahid, 
(c,  b)  =  chidy  (o,  c)  =  acid,  (b,  o)  =  ha^d. 
Hieraus  folg^  der  schon  in  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (S.  490)  an- 
geführte Satz 

(b,  c)(c,  o)(o,  b)  =  (c,  b)(a,  c)(b,  a), 

welcher  sich  aher  auch  leicht  auf  kürzerem  Wege  beweisen  lasst. 

*)  Dass  auch  die  ümkehrung  dieses  Satzes  wahr  ist,  wird  man  leicht 
beweisen,  z.  B.  durch  die  Betrachtung  aller  Moduln  von  der  Form  c,  c  -|-  [«]} 
c  -f-  [2a],  c  -|~  [3a] . . .,  wo  a  jede  beliebige  Zahl  in  a  bedeutet.  Man  kann 
auch  von  dem  Begriffe  eines  unmittelbaren  oder  nächsten  Theilers  von  c 
ausgehen ;  so  soll  ein  echter  Theiler  b  von  c  heissen,  wenn  es  ausser  b  und  c 
keinen  Modul  giebt,  der  >  b  und  zugleich  <C  c  ist;  die  erforderliche  und 
hinreichende  Bedingung  hierfar  besteht  darin,  dass  (b,  c)  eine  Primzahl 
ist.    Man  vergleiche  hiermit  die  Betrachtungen  im  folgenden  §.  172. 


512  Supplement  XI.  §.  i7l 

stets  tmd  nur  dann  gemeinsame  Wurzeln  c?,  wenn 

Q  ^  6  (mod.  a  +  b)  {^) 

ist^  und  alle  diese  Wurzeln^  d.  h.  alle  den  beiden  Glossen  a  +  p, 
h  '\-  6  gemeinsamen  Zahlen  o  bilden  eine  bestimmte  Classe  in 
Bezug  auf  den  Modul  o  —  b. 

In  der  That,  wenn  eine  Zahl  (o  den  Congruenzen  (7)  genügt^ 
80  sind  die  Zahlen  co  —  9,  o  —  tf,  also  auch  ihre  Differenz  in  a  +  b 
enthalten,  d.  h.  die  Bedingung  (8)  ist  erfüllt.  Umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  giebt  es  zufolge  der  Definition  von  a  +  i 
eine  Zahl  a  in  a  und  eine  Zahl  ß  in  b,  deren  Summe  a  -f-  /}  =  p  —  tf 
ist ,  und  dann  erfüllt  die  Zahl  co  =  q  —  a  =  ö  -\-  ß  ^e  Con- 
gruenzen (7).  Genügt  femer  o'  denselben  Congruenzen  (7),  so 
ist  G}'  —  CO  in  Q  und  b,  also  in  a  —  b  enthalten,  mithin  o'  =  o 
(mod.  a  —  b),  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  o' 
der  Classe  cd  +  (a  —  b)  auch  den  Congruenzen  (7)  genügt,  was 
zu  beweisen  war*). 

IV.    Ist  (a,  m)  >  0,  und  a  —  m  theilbar  durch  jeden  der  r 

Moduln  n,  so  ist  die  Anzahl  aller  derjenigen  nach  m  incangruenten 

Zahlen  a  m  a,  die  in  keinem  Modul  n  enthalten  sind^  gleich  der 

Summendifferenz 

v  (n',  m)  -  2  (n",  m),  (9j 

wo  für  n'  der  Modul  a  und  jedes  aus  a  und  einer  geraden  Än::akL, 
für  n"  jedes  aus  a  und  einer  ungeraden  Anzahl  von  Moduln  n  ge- 
bildete kleinste  Vielfache  zu  setzen  ist. 

Denn  wenn  (o  irgend  eine  Zahl  in  a  bedeutet,  so  ist  nach 
dem  Obigen  die  Classe  (a  — -  m)  +  .o  der  Inbegriff  aller  der 
Zahlen  in  a,  welche  ^  cd  (mod.  m)  sind,  und  a  besteht  aus  (a,  mj 
solchen  Classen.  Ist  nun  a  —  m  >  n,  und  o  in  n,  also  auch  in 
a  —  u  enthalten ,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Zahlen  der  Classe 
'  (n  —  m)  +  oj,  und  da  q  —  n  aus  (a  —  n,  m)  solchen  Classen 
besteht,  so  ist  (a,  m)  —  (a  —  n,  m)  die  Anzahl  derjenigen  nach 
m  incongruenten  Zahlen  in  a,  welche  nicht  in  n  enthalten  sind. 
Mithin  gilt  unser  Satz  für  den  Fall  r  =  1 ,  weil  es  dann  nur 

*)  Schwieriger  gestaltet  sich  die  Untersuchung,  ob  drei  oder  mehr 
gegebene  Zahlclassen  a-\-Q,  h-\-a,  c-\-t...  geraeinsame  Zahlen  besitzen 
oder  nicht;  im  ersteren  Falle  kann  man  diese  Classen  einig  nennen ,  nnd 
es  leuchtet  ein,  dass  ihre  Gemeinheit,  d.  h.  der  Inbegriff  aller  ihnen  ge- 
meinsamen Zahlen,  eine  auf  den  Modul  a  —  b  —  c . . .  bezügliche  Classe  ist 
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einen  Modul  n'  =  a,  und  nur  einen  Modul  n"  =  a  —  n  giebt. 
Nimmt  man  an,  er  sei  für  eine  bestimmte  Anzahl  r  von  Moduln 
n  allgemein  bewiesen,  und  der  Modul  ^p  gehe  ebenfalls  in  o  —  m 
auf,  so  darf  man  a  auch  durch  q  —  p  ersetzen,  weil  (a  — p,in)>0, 
nnd  weil  der  Modul  (a  —  p)  —  m  =  a  —  m ,  also  durch  jeden 
Modul  n  theilbar  ist;  zufolge  (9)  ist  daher  die  Differenz 

V  (n'  -  p,  m)  -  V  (n"  -  p,  m) 

die  Anzahl  derjenigen,  im  Satze  mit  a  bezeichneten  Zahlen, 
welche  in  p  enthalten  sind;  zieht  man  dieselbe  von  der  in  (9) 
angegebenen  Anzahl  aller  Zahlen  a  ab,  so  erhält  man  die  Differenz 

{>L  (n',  m)  +  V  (n"  -  p,  m)}  -  {v  (n",  m)  +  il  (n'  -  p,  m)J 

als  Anzahl  aller  nicht  in  p  enthaltenen  Zahlen  a,  d.  h.  aller 
nach  m  incongruenten  Zahlen  in  a,  welche  in  keinem  der  (r  -(-  1 ) 
Moduln  n,  p  enthalten  sind.  Vergleicht  man  diesen  Ausdruck 
mit  (9),  so  ergiebt  sich,  dass  unser  Satz  auch  für  die  nächst- 
folgende Anzahl  (r  +  1),  mithin  allgemein  gilt,  was  zu  bewei- 
sen war. 

Statt  die  vollständige  Induction  anzuwenden  (wie  in  §.  11), 
Jcann  man  unseren  Satz  auch  unmittelbar  auf  folgende  Art  be- 
weisen.. Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  die  Anzahl 
der  Moduln  n'  immer  gleich  der  der  Moduln  n",  nämlich  =  2^~^ 
ist;  sondert  man  nämlich  einen  bestimmten  Modul  n  aus,  und 
bezeichnet  mit  o',  o"  resp.  diejenigen  n',  n",  zu  deren  Bildung  n 
nicht  mitwirkt,  so  besteht  das  System  der  Moduln  n'  aus  den 
Moduln  o',  o"  —  n,  ebenso  das  System  der  Moduln  n"  aus  den 
Moduln  o'  —  n,  o",  wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist*). 
Lässt  man  nun  a>  ein  Restsystem  von  a  nach  m  durchlaufen,  und 
bezeichnet  mit  cd',  o"  resp.  die  Anzahl  der  Moduln  n',  n",  denen 
a  angehört,  so  ist  offenbar  2  «'  =  ^  (n',  m),  2o"=  i!(n",  m), 
also  die  in  (9)  angegebene  Differenz  =  v  (ß)'  —  gj").  Da  nun  die 
Anzahl  der  Zahlen  a  offenbar  =  v  («'  —  «")  ist,  weil  a'  =  1, 
a"  =  0,  so  wird  unser  Satz  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass 
für  jede  andere  Zahl  co  die  Differenz  cj'  —  gj"  =  0,  also  c»'  =  aj"  ist 


*)  Wenn  n  in  a  aufgeht,  also  o'  —  n  =  o',  o"  —  n  =  o"  ist,  so  fällt  das 
System  der  Moduln  n'  mit  dem  der  Moduln  n"  zusammen,  und  folglich 
verschwindet  die  Differenz  in  (9),  was  damit  übereinstimmt,  dass  es  in 
diesem  Falle  selbstverständlich  gar  keine  Zahl  a  giebt.  Aber  man  darf 
nicht  umgekehrt  aus  der  letzteren  Thatsache  schliessen,  dass  mindestens 
einer  der  Moduln  n  in  a  aufgeht  (vergl.  §.  178,  IX). 
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(vergl,  §.  138).  Bezeichnet  man  mit  p  diejenigen  s  Moduln  n,  denen 
CD  angehört,  und .  mit  p',  p"  resp.  diejenigen  Moduhi  n^  n",  welche 
aus  a  und  nur  diesen  Moduln  p  gebildet  sind,  so  gehört  ci  allen 
diesen  Moduln  p\  p"  und  keinem  anderen  Modul  n',  n"  an,  und 
hieraus  folgt  nach  der  obigen  Bemerkung  öj'  =  o"  =  2»-*,  w. 
z.  b.  w. 

§.  172. 

Von  diesen  allgemeinen  Sätzen  über  die  Beziehungen  zwischen 
beliebigen  Moduln  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der 
besonderen  Erscheinungen,  welche  dann  auftreten,  wenn  diese 
Moduln  zum  Theil  oder  alle  endlich  sind  (§.  168).  Da  jeder  end- 
liche Modul  entweder  eingliedrig  oder  (nach  (5)  in  §.  169)  eine 
Summe  von  mehreren  eingliedrigen  Moduln  ist,  so  gehen  wir  von 
dem  folgenden  Satze  aus: 

I.   Jedes  Vielfctehe  m  eines  eingliedrigen  Moduls  n  ist  tbenfoRs 

eingliedrig^  und  zwar  ist 

m  =  (n,  m)  n.  (1) 

Um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir  j  =  [l],  n  =  iCD  und  be- 
merken, dass  jede  in  m,  also  auch  in  n  enthaltene  Zahl  ein  Pro- 
duct  X(o  ist,  wo  X  eine  Zahl  in  j  bedeutet,  und  dass  der  Inbegriff; 
aller  dieser  Zahlen  x^  welche  durch  Multiplication  mit  o  in  Zahlen 
des  Moduls  m  verwandelt  werden,  offenbar  ein  durch  )  theilbarer 
Modul  ist ;  zugleich  ist  m  =  £  (o.  Schliessen  wir  zunächst  den 
Fall  aus,  wo  j  =  0  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  a  die  Idemsk 
positive  Zahl  in  j,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  ^  =  aj,  also 
m  =  an  ist;  denn  wenn  z  jede  Zahl  in  )  bedeutet,  so  ist  az  in 
l  enthalten,  also  aj  >  j;  umgekehrt  lässt  sich  jede  in  |  ent- 
haltene Zahl  X  (nach  §.  4  oder  §.  17)  in  die  Form  x  =  az  ■\-  }l 
setzen*),  wo  y  eine  der  a  Zahlen  0,  1,  2.  .  .  (a  —  1)  bedeutet 
und  dai/  =  a;  —  az  m  i  enthalten  ist,  so  muss  y  =  0,  ir  =  a^, 
X  >  ai,  also  wirklich  j  =  aj  sein**).  Da  ferner  irgend  zwei 
Zahlen  Zi(o^  z^co  des  Moduls  n  dann  und  nur  dann  congruent 
nach  m  sind,  wenn  ihre  Differenz  (zi  —  Z2)(o  in  my  also  die 
Differenz  s:^  —  Z2  in  l  =  ai  enthalten  ist,  so  bilden  die  a  Zahlen 

0,  a>,  2co (a  —  1)  ai  (2) 

*)  Dies  ist  die  Grundlage  aller  Zahlentheorie. 
**)  Offenbar  ist  dies  selbst  nur  ein  specieller  Fall  unseres  Satzes. 
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ein  Bestsystem  von  n  nach  m;  mithin  ist 

a  =  (n,m),  (3) 

und  da,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  tn  =  |ci)  ==  an  ist,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  unser  Satz  (1).  Offenbar  gilt  derselbe  aber 
auch  in  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle,  wo  |  c=  0  ist;  dann 
ist  nämlich  m  =  ^cd  =  0,  und  da  je  zwei  verschiedenen  ganzen 
rationalen  Zahlen  j?i,  js^  zwei  Zahlen  jsr^cD,  jPg«)  des  Moduls  n  ent- 
sprechen, welche  incongruent  nach  nt  sind,  so  ist  (nach  §.  171) 
auch  (n,  m)  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Um  zu  zeigen,  wie  nützlich  dieser  Satz  schon  in  den  ersten 
Anfangsgründen  der  Zahltotheorie  verwendet  werden  kann,  leiten 
wir  aus  ihm  zunächst  den  folgenden  ab: 

IL  Jeder  endliche  ^  aus  lauter  rationalen  Zahlen  bestehende 
Modul  c  ist  darstellbar  als  eingliedriger  Modul. 

Besteht  nämlich  eine  Basis  von  c  aus  m  ganzen  oder  ge- 
brochenen rationalen  Zahlen  Ci,  Cg.  .  .  Cm«  die  nicht  alle  ver- 
schwinden*), so  kann  man  bekanntlich  eine  naiurUche  Zahl  b 
immer  so  wählen,  dass  die  m  Producte  bc^^  be^. .  .  bcm  ganze 
Zahlen  werden ;  da  dieselben  eine  Basis  des  von  Null  verschiedenen 
Moduls  bc  bilden,  so  ist  letzterer  theilbar  durch  den  eingliedrigen 
Modul  },  also  &c  =  aj  =  [a];  wo  a  eine  natürliche  Zahl  bedeutet; 
setzt  man  noch  a  =  6  c,  so  ist  c  eine  positive  rationale  Zahl,  und 
man  erhält  c  =  [c],  w.  z.  b.  w. 

Nach  der  Bedeutung  unserer  Symbole  besagt  nun  die  eben 
bewiesene  Gleichung 

[Ci,  Ca .' .  .  c«]  =  [c]  (4) 

erstens,  dass  es  m  ganze  rationale  Zahlen  9i,  ^2.  .  •  9m  giebt, 
welche  der  Bedingung 

Ci^i  -\-  c^q^  +  .  .  .  +  c»,5f„.  =  c  (5) 

genügen,  und  zweitens,  dass 

Ci  =  cpj,  C2  =  cp2.  .  .  Cf^  =  cpm,  (6) 

also 

Pl^l   +  P2i%   +   •  •  •    +  Pmqm  =  1  (7) 

ist,  wo  j>i,  Pj.  ..  |>,n  ebenfalls  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Da  der  Modul  [c\  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  m  Moduln 
\c^  ist,  so  nennen  wir  die  Zahl  c  auch  den  grössten  gemeinsamen 


*)  Im  entgegeDgeset^ten  Falle  ist  offenbar  c  -    0  =  [0]. 
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Theiler  der  m  Zahlen  Cr^  und  offenbar  ist  die  gewöhnliche  Be- 
deutung dieses  Wortes  (§§.  6  und  24)  hierin  als  specieller 
Fall  enthalten.  Ja  es  ist  zweckmässig,  diese  Ausdrucksweise 
selbst  auf  den  oben  ausgeschlossenen  Fall  zu  übertragen,  wo  die  m 
Zahlen  Cr  sämmtlich  verschwinden,  und  unter  deren  grösstem  ge- 
meinsamen Theiler  die  Zahl  c  =  0  zu  verstehen ,  wodurch  die 
Gleichung  (4)  erhalten  bleibt.  — 

Da,  wenn  q,  n  irgend  Welche  Moduln  bedeuten,  immer  (ii,  ü) 
=  (n,  a  —  n)  =  (a  +  n,  a)  ist  (§.  171),  so  können  wir  den  in 
(1)  enthaltenen  Satz  auch  so  aussprechen:. 

»  •    *  .  • 

III.  Ist  n  ein  eingliedriger^  imd  a  ein  beliebiger  Module  so  ist 

a  —  n  =  (n,  a)  n  =  (a  +  tt'  ö)  n.  (8) 

Derselbe  dient  zum  Beweise  des  folgenden: 

IV.  Ist  der  leidste  der  drei  Moduln  a,  b,  n  eingliedrig  =  [o], 
so  kann  man  einen  eingliedrigen  Modul  n'  =  [a']  so  wähieti^  dass 

a  -  (b  +  n)  =  (a  -  b)  +  n'  (9) 

wird. 

Dies  lässt  sich  in  der  That  immer  auf  folgende  Weise  er- 
reichen.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(n,  a  4-  b)  =  (a  +  b  +  n,  a  +  b)  =  a  (10) 

so  ist  zufolge  (8) 

(a  +  b)  —  n  =  an  ==  [äo];  (11) 

da  nun  ao)  in  a  +  b  enthalten  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  a'  in 
a  und  eine  Zahl  ß'  in  b  so  wählen,  dass 

Ufa  =  a'  —  /S',  also  a'  =  /3'  +  acj  (12) 

wird,  und  wir  wollen  beweisen,  dass  der  eingliedrige  Modul 
n'  =  [a'J  die  ürleichung  (9)  erfüllt.  Hierzu  bezeichnen  wir  deren 
linke  und  rechte  Seite  resp.  mit  p,  q,  und  wir  haben  zu  zeigen, 
dass  p  durch  q,  und  q  durch  p  theilbar  ist.  Das  Erstere  ergiebt 
sich  daraus,  das  jede  in  p  enthaltene  Zahl  von  der  Form  a  =  ^  +  v 
ist,  wo  a,  ß,  V  resp.  Zahlen  der  Moduln  a,  b,  n  bedeuten;  denn 
hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  Zahl  oc  —  /S  =  i/  in  (a  +  b)  —  n 
enthalten,  also  zufolge  (11)  und  (12)  auch  =  x  (a'  —  ß')  ist,  wo 
X  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  folglich  ist  die  Zahl 
(i  =  a  —  xa'  =  ß  —  xß'  in  a  —  b  enthalten ;  mithin  ei^ebt 
sich,  dass  jede  in  p  enthaltene  Zahl  a  =  ft  +  xa'  auch  in  q  ent- 
halten, also  wirklich  p  durch  q  theilbar  ist.    Umgekehrt  leuchtet 
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eiii,  dass  a  —  b  durch  jeden  der  beiden  Moduln  a  und  b  +  n, 
also  auch  durch  p  theilbar,  und  da  dasselbe  zufolge  (12)  von 
dem  Modul  n'  =  [a'j  gilt,  so  muss  auch  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  von  q  —  b  und  n',  d.  h.  q  durch  p  theilbar  sein.  Mithin 
ist  |)  =  q,  was  zu  beweisen  war.    Hieraus  folgt  der  Satz : 

V.  Jedes  Vielfache  eines  n-gliedrigen  Moduls  ist  ein  n-glie^ 
driger  Modul, 

Für  eingliedrige  Moduln  ergiebt  sich  derselbe  aus  (1)  oder 
(8).  Da  ferner,  wenn  w  >  1,  jeder  w-gliedrige  Modul  o  =  b  +  n 
gesetzt  werden  kann,  wo  n  eingliedrig,  b  aber  (w  —  l)-gliedrig 
ist,  und  da  wir  annehmen  dürfen,  der  Satz  sei  schon  für  jedes 
'Vielfache  a  —  b  von  b  bewiesen,  so  folgt  aus  (9),  dass  er  auch 
für  jedes  Vielfache  a  —  o  von  o,  also  allgemein  gilt,  w.  z.  b.  w% 

Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  wenn  irgend  ein  w-gliedriger 
Modul 

0  =   [(öj,   0)2  .   .  .   G)n]  (13) 

gegeben  ist,  die  Basis  des  Vielfachen  a  —  o  nach  den  in  (10) 
und  (12)  enthaltenen  Vorschriften  wirklich  herzustellen.  Zu 
diesem  Zweck  setzen  wir,  wenn  r  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
1,  2.  . .  n  ist, 

Oy    =  [Wj,  GJo  .   .   .  ör],  (14) 

und  wenden  den  Satz  (9)  auf  das  Beispiel  b  =  Or-i,  0  =  0^  an, 
woraus  n  =  [cir],  b  -f  ^  =  Or  folgt;  bezeichnen  wir  zugleich  die 
Basis  a'  des  Moduls  n'  mit  a^,  so  erhalten  wir: 

a  —  Or  =  (n  ~  0,-1 )  +  [«r], 
und  da  o„  =  0,  Oo  =  0  zu  setzen  ist,  so  ergiebt  sich: 

a  —  0  =  V  [«r]  =  [«1,  «2 .  .  .  aj.  (15) 

Um  die  Zahlen  «,.  zu  bestimmen,  setzen  wir  nach  (10): 

(a  +  Or^a^  0^-1)  =  «?*^;  (16) 

dann  folgt  aus  (12),  weil  /?'  in  b,  d,  h.  in  Or_i  enthalten  ist,  die 
Darstellung : 

wo   alle  Coefficienten  ai**^  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten ,  und 

a^P=^  0  ist,  wenn  s  >  r.  Multiplicirt  man  die  w  Gleichungen 
(16)  mit  einander  und  bedenkt,  dass   a  ■{-  Qr  ein   Theiler  von 
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Q  +  Or^i  ist,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  (5),  (3), 
(2)  in  §.  171  die  wichtige  Beziehung: 

(a  +  0,  a)  =  (0,  a)  =  (o,  a  —  o)  =  a\  a\.. .  (C\     (18) 

wo   das  Product  rechter  Hand  zugleich  die  Determinante  der  «* 

Coefficienten  a^l^  ist    Diese  Zahl  (o,  a)  ist  von  Null  verschiedeo, 

wenn  keine  der  n  Zahlen  a!^^  in  (16)  verschwindet,  und  bedeutet 
dann  die  Anzahl  der  in  o  enthaltenen,  nach  a  incongruenten 
Zahlen  o';  erinnert  man  sich  der  Bedeutung  des  obigen  Rest- 
systems (2),  und  lässt  Xi^x^,  .  .  x^  alle  ganzen  Zahlen  durch- 
laufen, welche  den  Bedingungen 

0  ^  Xr  <  (J^^  (19) 

genügen,  so  folgt  aus  den  genannten  Sätzen  des  vorigen  Para- 
graphen leicht,  dass  die  entsprechenden  Zahlen 

(d'  =  a^i  Ol  +  rra  ß'i  +  .  •  .  -|-  x«  o»  (20) 

ein  Restsystem  von  o  nach  a  bilden*).  — 

Die  in  (4)  enthaltene  Zurückfuhrung  einer  mehrgliedrigen 
Basis  auf  eine  eingliedrige  bildet  nur  einen  besonderen  Fall 
eines  sehr  wichtigen  allgemeinen  Satzes,  in  welchem  der  Begriff 
des  endlichen  Moduls  sich  mit  dem  des  irreducibelefi  Systems 
(§.  164)  verbindet;  wir  bemerken  aber  (wie  schon  am  Schluss 
von  §.  167),  dass  dieser  letztere  Begriff  hier  und  in  der  Folge 
stets  auf  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  zu  beziehen  ist.  Unser 
Satz  lautet: 

VI.  Jeder  endliche^  von  Null  verschiedene  Modul  besitzt  eine 
irreducibele  Basis, 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  liege  ein  m-gliedri- 
ger  Modul 

0  =  L^i ,  /*2 .  •  •  M  (21) 

mit  einer  reducibelen  Basis  vor,  welche  aus  m  Zahlen  f«,  besteht, 
die  nicht  alle  verschwinden.  Bedeutet  nun  n  die  grösste  Anzahl 
von  einander  unabhängiger  Zahlen,  die  man  aus  diesen  m  Zahlen 
fi«  und  folglich  (nach  §.  164)  aus  dem  Modul  a  auswählen  kann, 
so  lassen  sie  sich  sämmtlich  in  der  Form 

fi,  =  c['^  eil  +  c?^  c,  +  .  .  .  +  c':^  d«  (22) 

darstellen,  wo  die  n  Zahlen  cjr  ein  irreducibeles  System  bilden. 


*)  Vergl.  das  Beispiel  in  §.  159,  S.  445  bis  447. 
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und  die  m n Coefficienten  Cr^  ganze  rationale  Zahlen  sind;  denn  da 
wir  annehmen  dürfen,  dass  z.  B.  die  ersten  n  Zahlen  ft|,  f(2  •  •  •  fn 
ein  irredacibeles  System  bilden,  so  ist  jede  der  m  Zahlen  ik,, 
weil  sie  mit  jenen  ein  reducibeles  System  bildet,  von  der  Form 

/*.  =  «1*^  /*l    +   4' V2    +    •  •  •   +   e^n     f*n. 

WO  die  mn  Coefficienten  e^'^  rationale,  im  Allgemeinen  gebrochene 
Zahlen  bedeuten;  nun  kann  man  immer  eine  natürliche  Zahl  c 

so  wählen,  dass  alle  Producte  ce?^  ganze  Zahlen  cj.'^  werden,  und 
wenn  man 

setzt,  so  nehmen  die  vorhergehenden  Gleichungen  wirklich  die 
Form  (22)  an,  und  die  n  Zahlen  o^  bilden  ebenfalls  ein  irre- 
ducibeles  System.  Nachdem  dies  nachgewiesen  ist,  leuchtet  ein, 
dass  der  Modul  a  durch  den  n-gliedrigen  Modul  (13)  theilbar 
und  folglich  selbst  ein  w-gliedriger  Modul  von  der  Form  (15) 
ist,  dessen  Basis  aus  n  Zahlen  ccr  von  der  Form  (17)  besteht  und 
gewiss  irredudhel  ist,  weil  sonst  je  n  Zahlen  in  a  ein  reducibeles 
System  bilden  würden,  w.  z.  b.  w. 

An  den  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  knüpfen  wir  die 
folgende  Beschreibung  eines  einfachen  Verfahrens*),  durch  welches 
man  die  aus  m  gegebenen  Zahlen  ft,  von  der  Form  (22)  bestehende 
Basis  des  Moduls  a  in  eine  irreducibele,  aus  n  Zahlen  a^  von  der 
Form  (17)  bestehende  Basis  überführen  kann.   Die  w  Coefficienten 

Cn,  Cn...c!r\  mit  welchen  die  letzte  Zahl  cOnin  den  m  Gleichungen 
(22)  multiplicirt  ist,  können  gewiss  nicht  alle  verschwinden,  weil 
sonst  (nach  §.  164,  III)  schon  je  n  der  m  Zahlen  /i«  ein  reducibeles 

System  bilden  würden ;  sind  nun  von  diesen  m  Coefficienten  c^n 
mindestens  zwei  von  Null  verschieden,  z.  B.  Cn  und  cj,',  und  ist 
(absolut  genommen)  c'n  ^  Cn,  so  kann  man  (nach  §.  4)  die  ganze 
rationale  Zahl  x  so  wählen,  dass  cj,  4-  xc'n  <  c'n,  also  auch  <  c» 
wird.  Nun  bleibt  offenbar  der  Modul  a  in  (21)  ungeändert,  wenn 
man  das  erste  Glied  f^  seiner  Basis  durch  f^i  +  ^cfig  ersetzt,  alle 
anderen  fi^,  ft;).  .  .  (im  ^ber  beibehält,  d.  h.  es  ist 

«  =  [Mi»  f^-j •  •  •  M  =  [/*!  +  x^i,  ih"  ^mj;        (23) 

hiermit  ist  das  System  der  mn  Coefficienten  Cr^  in  (22)  nur  in- 

*)  Die  Kenntniss  desselben  ist  unerlasslich  für  Diejenigeo,  welche  be- 
stimmte Beispiele  in  der  Theorie  der  Modaln  nnd  Ideale  zu  berechnen 
haben.    Vergl.  §.  176. 
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sofern  abgeändert,  als,  an  Stelle  der  n  Coefficienten  ^  die  Goeffi- 
cienten  cj.  +'XCr  getreten  sind,  und  von  diesen  ist  der  letzte 
Cn  +  xc'n  absolut  Ueitier  s\&  der  frühere  c'„.  Durch  wiederholte 
Anwendung  solcher  elementaren  Transformationen  (23)  wird  man 
endlich  zu  einer  neuen  Basis  von  ni  Gliedern  gelangen,  von  denen 
m  —  1  in  dem  nach  (14)  mit  o„_i  zu  bezeichnenden  Modul  ent- 
halten  sind,  während   ein  einziges  Glied  a„  von  der   Form  (17) 

ist,  und  zwar  kann  man  den  Coefficienten  a!n\  welcher  offenbar 

der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  m  Coefficienten  Cn^  ist,  positiv 
annehmen,  weil  «„  auch  durch  —  «n  ersetzt  werden  darf.  In 
derselben  Weise  kann  man  nun,  indem  man  a„  ungeändert  lässt, 
die  übrigen,  in  On_i  enthaltenen  m  —  1  Glieder  der  neuen  Basis 
transformiren,    bis    alle   Coefficienten   von   gj„_i    mit   Ausnahme 

eines  einzigen  a^n-i^  verschwinden,  welcher  in  einem  Gliede  «,— i 
auftritt.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  end- 
lich zu  einer  Basis  von  m  Gliedern,  unter  denen  sich  n  Zahlen 
ccy  von  der  Form  (17)  befinden,  während  die  übrigen  m  —  7?  Glieder 
=  0  sind  und  deshalb  gänzlich  unterdrückt  werden  dürfen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Basis  (22)  wirklich  durch  eine 
Kette  elementarer  Transformationen  (23),  von  denen  sich  mehrere 
auch  gleichzeitig  ausführen  lassen,  in  eine  Basis  (17)  übergeführt 

ist,  in  welcher  die  n  Coefficienten  ajT^  (nach  §.  164,  III)  von  Null 
verschieden    sind    und   als  positiv  angenommen   werden   dürfen, 

während  alle  Coefficienten  ai'^  =  0  sind,  in  denen  s  >  r,  kann 
man  ofi'enbar  durch  fernere  Anwendung  von  elementaren  Trans- 
formationen (23)  noch  erreichen,  dass  alle  anderen  Coefficienten, 

in  denen  s  <  r,  der  Bedingung  0  <  a^s"^  <  ai*^  genügen,  und  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  hierdurch  das  System  der  Coefficienten 
a[^^  vollständig  bestimmt  ist,  dass  also  der  Modul  a  nur  eine 
einzige  solche  Basis  besitzt.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  das 
ganze  Verfahren  auch  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  m  =  n, 
also  der  Modul  a  schon  in  (21)  durch  eine  irreducibele  Basis 
dargestellt  ist.  Ein  Beispiel,  auf  welches  wir  später  (in  §.  176) 
zurückkommen  werden,  möge  zur  Erläuterung  dienen: 

[21  «1,  12(01  +  3 ©2,  14a>i  +  7 «2,  3a)i  +  6CÖ2] 

=  [21  CDi,   12CDi  +  3CD2,  10  »1  -|-  ^2i  —  21  ©1] 

r=r  [21  Ol,  42oi,  —  lOcJi  4-  fi^a:  — 21  ©i] 

=  [21  G)i,  0,  —  lOfiJi  +  «2,  0] 

=  [21  «1,  —  lOoJi  +  02]  =  [21  «1,  11  Ol  +  Og] 
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Aehnlich  findet  man: 

[21c}i,  7wi  +  7cö2,  901  +  30)2,  --2gji-(-4(»2]  =  [Sloi,  lOöi  +  Oa] 
[3  Ol,  ©1  +  ©2,  2(01  +  (»2,  — i»i  +  «2]  =='Lß'i^  f^i] 
[7  Ol,  3  CO,  +CD2,  4öi  +  CDa,  oji  +  Ö2]  =  [g>i,  «al 
fcji  -f-  2  02,  —  10 «1+  0)2}  =  [21  «1,  11  «i  +  «2] 
[cö|  — 2iö2,  lOcji  4-  «sj  =  [21  «1,  10 Ol  -f-  O2]. 

Wenn  nun  ein  Modul  ü,  welcher  durch  (21j  und  (22)  als 
Vielfaches  des  Moduls  0  in  (13)  dargestellt  ¥rird,  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  in  die  Form  (15)  übergeführt  ist,  so  folgt 
aus  (18)  auch  der  Werth  der  Classenanzahl  (0,  a);  aber  es  ist 
sehr  wichtig,  dass  man  dieselbe  auch  unmittelbar  aus  den  Coeffi- 

cienten  Cr^  in  (22),  nämlich  durch  die  aus  ihnen  gebildeten 
Determinanten  n*®°  Grades  bestimmen  kann.  Bedeutet  6  irgend 
eine  Combination  von  n  der  m  Zahlen  8  ==  1,  2.  .  .  w,  so  wollen 
wir  mit  C  (<J)  die  entsprechende  Determinante  bezeichnen,  welche 

aus  den  n^  zugehörigen  Coefficienten  c^'^  gebildet  und  natürlich 
eine  ganze  rationale  Zahl  ist;  die  Anzahl  dieser  Combinationen  <5 
und  Determinanten  C  (0)  ist  bekanntlich 

m  (ni  —  1)  .  .  .  (m  —  w  +  1) 

"  I  ■  ■     III     ■■■  ■  ■■■■■!  -  '  ■-  ■  -■  ■     ■       I»     I  • 

1.2  ...  71 

"Wie  verändern  sich  nun  diese  Determinanten  bei  der  in  (23) 
dargestellten  Transformation  der  Basis?  Bezeichnet  man  mit  öj 
alle  diejenigen  Combinationen  ö,  in  denen  die  Zahl  1,  aber  nicht 
2  auftritt,  und  mit  ög  alle  anderen  Combinationen,  so  leuchtet 
ein,  dass,  wenn  [i^  durch  f^i  +  a;fi2  ersetzt  wird,  alle  Deter- 
minanten C  (öj)  ungeändert  bleiben,  während  C  (dj)  in  eine  Summe 
von  der  Form  (^(Oi)  -f  x  C{6i)  übergeht.  Hieraus  folgt  offenbar, 
dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  C  aller  Determinanten  C(ö) 
vor  wie  nach  der  Transformation  (23)  derselbe  ist  und  folglich 
bis  zum  Schlüsse  des  ganzen  Verfahrens  ungeändert  erhalten 
bleibt.  Da  nun  die  letzte  Basis  aus  den  n  Zahlen  0^  in  (17)  und 
aus  m  —  n  Nullen  besteht,  so  giebt  es  nur  noch  eine  einzige  von 
Null  verschiedene  Determinante  (18),  und  folglich  ist 

(0,  Q)  =  C.  (24) 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  haben  wir  eben  nur  die  ein- 
fachsten Sätze  über  Determinanten  benutzt;  zu  demselben  Resultate 
gelangt  man  auch  auf  folgendem  Wege,  der  etwas  tiefere  Kennt- 
nisse voraussetzt.    Die  doppelte  Darstellung  desselben  Moduls  a 
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durch  (21)  und  (15)  ist  nach  der  Bedeutung  unserer  Symbole 
nur  ein  kurzer  Ausdruck  dafür,  dass  m  Gleichungen 

fl,  =  P^i^  ^1  +  A'^(h  +  '"  +  J>n^«»  (25> 

und  n  Gleichungen 

ar=  g^r/ii  +  «r  f*a  H +  ^^^ l^M  (26) 

bestehen,  wo  alle  Goefficienten  pr^  und  jr ^  ganze  rationale  Zahlen 
bedeuten'*').  Da  nun  die  n  Zahlen  Or  ein  irreducibeles  System 
bilden,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  yon  (25)  in  (26),  dass 
die  Summe 

p'tir  +  piWr  +  •  •  •  +  P^rWr'^  =  1  odcr  =  0         (27; 

ist,  je  nachdem  die  in  der  Reihe  1,  2  ...  n  enthaltenen  Zahlen 
t,  r  gleich  oder  verschieden  sind.  Hieraus  folgt  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Determinanten-Theorie  die  Gleichung 

vP(tf)^(ö)  =  l,  (28» 

WO  0  jede  Combination  von  n  der  m  Zahlen  s  =  1,  2  ...  m 
durchläuft,  und  P(<5),  Q(6)  die  zugehörigen,  aus  den  Coeflßcienten 

Pr\  ^'^  gebildeten  Determinanten  n*®»  Grades  bedeuten;  mithin 
sind  die  Determinanten  P(o)  —  und  ebenso  die  Determinanten 
Q  (6)  —  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler.  Substituirt  man  femer 
(17)  in  (25),  so  folgt  durch  Vergleichung  mit  (22): 

Cr     i?l    ttr   -f-  i?2    «r   +    •   •  •   +  jPn    «r    ?  \^^} 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (18): 

C((y)  =  (o,  Q)P(<y),  (30) 

wodurch  unser  Satz  (24)  abermals  bewiesen  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  dem  wichtigen  Fall  m  =  w 
und  sprechen  den  besonderen,  in  (24)  enthaltenen  Satz**)  so  aus: 

*)  Das  oben  beschriebene  Verfahren  liefert  durch  ZusammenseUanp 
aller  Transformationen  (23)  and  deren  Umkehrung  immer  ein  solches  System 
von  Goefficienten  p^,  q\  die  aUgemeinste  Lösung  der  Aufgabe,  alle  solche 
Systeme  zu  finden,  besteht  in  der  Verallgemeinerung  einer  Methode,  welche 
von  Gauss  in  einigen  besonderen  Fällen  angewendet  ist  (D.  A.  artt  2S4. 
236,  279).  Der  Fall  n  =  1  ist  oben  schon  in  den  Gleichungen  (4)  bis  (7) 
behandelt. 

**)  Wenn  unter  den  Elementen  c^''^  der  Determinante  C  sich  auch  ge- 
brochene rationale  Zahlen  befinden,  also  a  nicht  theilbar  durch  o  ist,  so 
gilt  der  allgemeinere  Satz  (o,  a)  =±  (a,o)  C,  und  zwar  ist  der  umgekehrte 
Werth  von  (a,  o)  vollständig  bestimmt  als  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
der  Determinante  C  und  aller  ihrer  Unterdeterminanten,  zu  denen  aach 


i 
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VII.  Sind  die  irreducibeUn  Basen  zweier  n^gliedrigen  Moduln 

0  =  [öl,  ©2  .  .  .  ö„],   a  =  [^1,  fia  . . .  f*n] 

dwrch  n  Gleichungen  von  der  Form 

mit  einander  verhwnden^  wo  die  Coefficienten  ci'^  ganze  rationale 
Zahlen  bedeuten^  so  ist  deren  Determinante 

C=±{o,a).  (31) 

Wir  schliessen  diesen,  der  Modultheorie  gewidmeten  Abschnitt 
mit  der  folgenden  Betrachtung.  Es  leuchtet  ein,  dass  jeder  von 
Nnll  verschiedene  Modul  n  —  mag  er  endlich  sein  oder  nicht  — 
unendlich  viele  verschiedene  Vielfache  m  besitzt,  und  dass  man 
sogar  unendliche  Ketten  von  solchen  Vielfachen  in,  nii,  mg  .  .  . 
bilden  kann,  deren  jedes  ein  echter  Theiler  des  nächstfolgenden 
ist;  denn  wenn  o  eine  beliebige,  von  Null  verschiedene  Zahl  in 
n  bedeutet,  so»  bilden  die  Moduln  [o],  [2o],  [4cd],  [8o] . . .  offen- 
bar eine  solche  Kette.  Es  wird  daher  auf  den  ersten  Blick 
vielleicht  auffallen,  dass  ein  endlicher  Modul  n  keine  unendliche 
Kette  von  Vielfachen  fli,  Qg,  Os  .  -  .  besitzen  kann,  in  welcher 
jeder  Modul  ein  echtes  Vielfaches  des  nächstfolgenden  wäre.  In 
der  That  besteht  folgender  Satz,  von  welchem  wir  bald  (in  §.  173) 
eine  wichtige  Anwendung  machen  werden: 

VIII.  Sind  alle  Moduln  der  unendlichen  Kette  öi,  Ö2t  Ö3  .  .  . 
theilbar  durch  den  endlichen  Modul  n,  und  ist  jeder  von  ihnen 
(heilbar  durch  den  nächstfolgenden^  so  sind  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  alle  folgenden  Moduln  a«,  cin+i,  fln+a  •  .  •  w«^  einander 
identisch. 

Denn  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  dieser  Moduln  a, 
den  man  (nach  §.  169)  zweckmässig  durch  a«  bezeichnen  kann, 
ist  theilbar  durch  ihren  gemeinsamen  Theiler  n,  mithin  ebenfalls 
ein  endlicher  Modul  [«1,  a^  .  .  .  ocm],  und  da  jede  in  a»  enthaltene 
Zahl  auch  in  einem  Modul  Or  und  folglich  in  allen  folgenden  Or+i, 
Qr+a  •  ••  enthalten  ist,  so  muss  es  auch  einen  solchen  Modul  q„  geben, 
welcher  die  sämmtlichen  m  Zahlen  «1,02...  ocm  enthält,  aus  denen 


die  Zahl  1  als  DetermiDante  0*^  Grades  zu  rechnen  ist;  dies  ergiebt  sich 
leicht  ans  den  obigen  Sätzen  durch  Betrachtung  des  Moduls  a  -j-  0.  Ist 
endlich  C  =  0,  so  bilden  die  n  Zahlen  .u«  ein  reducibeles  System,  und  die 
Gleichung  (31)  bleibt  gültig. 
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die  Basis  vöu  a«»  besteht;  dann  ist  a»  theilbar  durch  am.nnd  da 
umgekehrt  a«  durch  a»  theilbar  ist,  so  muss  a«  und  ebenso  jeder 
folgende  Modul  a^+i,  a„4.2  .  .  .  mit  am  identisch  sein,  w.  z.  b.  w. 

S-  l'^3. 

Wir  nennen,  wie  schon  früher  (am  Schluss  von  §.  167)  be- 
merkt ist,  eine  Zahl  co  eine  algebraische  Zahl  schlechthin,  wenn 
die  hinreichend  weit  fortgesetzte  Reihe  der  Potenzen  1,  o,  o*  ... 
ciw-i,  (o^  ein  reducibeles  System  bildet,  d,  h.  wenn  o  einer  Glei- 
chung von  der  Form 

genügt,  deren  Coefficienten  «r  raiionale  Zahlen  sind.  Indem  wir 
uns  jetzt  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer  Untersuchung 
zuwenden,  theilen  wir  den  unendlichen  Körper  aller  algebraischen 
Zahlen  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Theile  ein:  wir  nennen 
eine  solche  Zahl  co  eine  ganise  algebraische  Zahl  oder  kürzer  eine 
ganjse  Zahl%  wenn  sie  einer  Gleichung  von  der  Form  (1)  genagt, 
deren  höchster  Coefficient  =  1,  und  deren  übrige  Coefficienten 
flr  ganze  rationale  Zahlen  sind;  jede  andere  algebraische  Ziibl 
soll  eine  gebrochene  Zahl  heissen. 

Vor  Allem  müssen  wir  uns  versichern,  dass  der  neue,  er- 
weiterte Begriff  der  ganzen  Zahl  mit  dem  alten,  engeren  Sinne 
desselben  Wortes  niemals  in  Widerspruch  gerathen  kann.  Be- 
zeichnen wir  auch  ferner  mit  j  den  Inbegriff  [1]  aller  ganzen 
rationalen  Zahlen,  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass  jede  solche 
Zahl  a  auch  eine  ganze  algebraische  Zahl  w,  nämlich  die  Wurzel 
der  Gleichung  o  —  «  =  0  ist;  wir  müssen  aber  auch  umgekehrt 
beweisen,  dass  jede  ganze  algebraische  Zahl  co,  welche  zugleich 
dem  Körper  B  der  rationalen  Zahlen  angehört,  auch  in  )  ent- 
halten ist.  Dies  geschieht  leicht  auf  folgende  Weise.  Da  a  eine 
ganze  algebraische  Zahl  ist,  so  genügt  sie  einer  Gleichung  von 
der  Fonn  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  ar\  da  sie  zu- 
gleich rational,  also  ein  Quotient  ist,  dessen  Zähler  b  und 
Nenner  c  in  j   enthalten  und  zwar  relative  Primzahlen  sind,  so 


♦)  Vergl.  §.  160  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871);  ob  dieselben 
BeDennungen  schon  früher  in  diesem  Sinne  gebraucht  sind,  ist  mir  nicht 
bekannt. 
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ergiebt  sich  durch  Multiplication  der  Gleichung  (1)  mit  (i",  dass 
die  Potenz  6*»,  welche  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  c  ist,  durch 
c  theilbar  ist;  mithin  muss  c  =  +  1,  also  cj  =  +  ft  sein,  w. 
z.  b.  w. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  würde. sich  zeigen  lassen,  dass 
jede  ganze  algebraische  Zahl  o,  welche  dem  in  §.  159  behan- 
delten Körper  J  angehört,  nothwendig  eine  ganze  complexe  Zahl, 
d.  h.  in  dem  Modul  [1,  i]  enthalten  ist,  und  umgekehrt  leuchtet 
ein,  dass  jede  solche  ganze  complexe  Zahl  a  =  x  +  yi  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

02  —  2iCö   +  (x^  +  t/2)  =  0 

und  folglich  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist. 

Um  jedes  Missverständniss  zu  verhüten,  bemerken  wir  ferner, 

dass,  wenn  unter  den  rationalen  CoefQcienten  ür  in  (1)  sich  auch 

gebrochene  Zahlen  befinden,  dennoch  o  eine    ganze  Zahl  sein, 

also    einer    anderen   Gleichung   mit  lauter  ganzen  Coefficienten 

genügen  kanp.    So  z.  B.  genügt  die  Zahl  ©  =  V2  =  1,  414  . .  • 

der  Gleichung 

©3  +  Va  ö'  —  2ß)  —  1  =  0, 

in  welcher  ein  Coef&cient  gebrochen  ist;  sie  genügt  aber  auch 
der  Gleichung  ca*  —  2  =  0  und  ist  folglich  eine  ganze  Zahl. 
Doch  werden  wir  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  beweisen,  dass 
die  Gleichung  (1),  wenn  sie  eine  ganze  Wurzel  cj  besitzt  und 
zugleich  irrediicibel  ist^  nothwendig  lauter  gan^e  Coefficienten  Ur 
haben  muss;  und  aus  diesem  Satze  folgt  offenbar  wieder  das, 
was  wir  eben  über  die  ganzen  Zahlen  der  Körper  R  und  J  be- 
merkt haben. 

Wenn  aber  ©  eine  gebrochene  Zahl  ist,  und  folglich  die 
Coefficienten  a,.  der  Gleichung  (1)  nicht  alle  ganz  sind,  so  kann 
man  eine  natürUche  Zahl  c  so  wählen,  dass  die  Producte  car^ 
also  auch  die  Producte  br  =  arC  ganze  Zahlen  werden;  multi- 
plicirt  man  nun  (1)  mit  c^  und  setzt  cca  =  ß^  so  erhält  man 

ß-  +  b,ß—^  +  •  •  •  +  bn^iß  +  6„  =  0, 
und  folglich  ist  ß  eine  ganze  Zahl.    Wir  können  daher  folgenden 
Satz  aussprechen: 

I.  Jede  gebrochene  Zahl  lässt  sich  durch  Multiplication  mit 
einer  natürlichen  Zahl  in  eine  ganze  Zahl  verwandeln. 

Unsere  obige  Erklärung  einer  ganzen  Zahl  lässt  sich  nun, 
wenn  man  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  der  vorausgeschickten 
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Theorie  der  Moduln  zuzieht,  in  mehrere  Formen  bringen,  die 
für  die  nächsten  Beweisführungen  von  grossem  Nutzen  sind. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung  den  aus  einer  beliebigen  Zahl  &  ge- 
bildeten m-gliedrigen  Modul 

[iD«~i,  xd"*^a  .  .  .  o,  1]  =  (cdV,  (2) 

so  ist  (ci)m  stets  theilbar  durch  (a))m+i  =  [o*]  +  (o)« ;  ist  aber 
€0  eine  gansie  Zahl,  also  eine  Wurzel  einer  Gleichung  Yon  der 
Form  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  ar,  so  ist  ©"in 
(©)„  enthalten,  also  (ci)„+i  theilbar  durch  (©)«,  und  folglich 

(o)n  =  (a})n+i;  (3) 

umgekehrt  folgt  aus  einer  solchen  Identität  (3)  offenbar,  dass  o 
einer  Gleichung  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  a^  ge- 
nügt, also  eine  ganze  Zahl  ist.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  daan 
auch  alle  folgenden  Moduln  (ci)n+29  (oj)»+8  •  .  •  mit  (©),»  identisch 
sind. 

Ein  endlicher,  von  Null  verschiedener  Modul  o  soll  im  Fol- 
genden eine  HvXle  der  Zahl  o  heissen,  wenn  qcd  >  a,  also  a  in 
der  Ordnu/ng  a^  enthalten  ist  (§.  170);  dann  wird  der  Charakter 
einer  ganzen  Zahl  auf  die  einfachste  Weise  durch  den  folgenden 
Satz*)  ausgesprochen: 

II.  Eine  Zahl  ist  dann  und  nur  dann  eine  gange  2kM^  icenn 
sie  eine  Hülle  besitzt. 

Der  Beweis  des  zweiten  Theils  ergiebt  sich  leicht  aus  dem 
Vorhergehenden;  denn  wenn  co  eine  ganze  Zahl  ist,  so  besteht 
eine  Identität  von  der  Form  (3),  und  da  (cD)n+i  =  cj(co)«  +  l 
stets  ein  Theiler  des  Productes  o  {(o)n  ist,  so  ist  (o)«  eine  Hülle 
von  CD.  Um  auch  den  ersten  Theil  zu  beweisen^  nehmen  wir  an, 
der  von  Null  verschiedene  Modul 

sei  eine  Hülle  der  Zahl  o,  d.  h.  es  besteben  n  Gleichungen  von 
der  Form 

wo  alle  Coefficienten  ar.s  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  da 
nun  die  n  Zahlen  «r  nicht  alle  verschwinden,  so  ergiebt  sich 
durch  ihre  Elimination  bekanntlich  die  Determinanten  -  Glei- 
chung 


*)  Vergl.  die  Anmerkung  zu  S.  481  —  482  in  der  dritten  Auflage  diese« 
Werke»  (1879). 


I 
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fll.i    —  «...  «i.n  I 


=  0, 

deren  Entwickelung  offenbar  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 
^1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  ar  führt,  und  folglich  ist 
w  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

So  kurz  sich  dieser  Beweis  durch  die  Zuziehung  der  Theorie 
der  Determinanten  gestaltet,  so  muss  man  doch  zugestehen,  dass 
diese  Theorie  dem  eigentlichen  Inhalte  des  Satzes  gänzlich  fern 
steht;  es  wird  daher  hoffentlich  nicht  überflüssig  erscheinen, 
wenn  wir  diesen  Theil  des  Satzes  und  seinen  Beweis  in  die  fol- 
gende Form  einkleiden: 

IIL  Die  Ordnung  a^  eines  jeden  endlichen  y  von  Null  ver- 
schiedenen Moduls  a  ist  ebenfalls  ein  solcher  Modul  und  besteht 
aus  lauter  ganzen  Zahlen  co. 

Wählt  man  aus  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  a 
und  bedenkt,  dass  nach  dem  Satze  (23)  in  §.  170  immer  Qa<^  =  a 
ist,  so  folgt  aa^  >  a,  mithin  ist  qo  theilbar  durch  den  endlichen 
Modul  a«-^  und  folglich  (nach  §.  172)  ebenfalls  ein  endlicher 
Modul.  Da  (nach  §.  170)  jede  Ordnung  ein  Theiler  des  Moduls 
j  ist,  und  die  in  ihr  enthaltenen  Zahlen  sich  auch  durch 
Multiplication  reproduciren,  so  sind,  wenn  co  eine  Zahl  in  a^  be- 
deutet, alle  in  (2)  definirten  Moduln  (coi)^  theilbar  durch  q^  und 
da  zugleich  jeder  solche  Modul  (g?)«,  durch  den  nächstfolgenden 
(o)m+i  theilbar  ist,  so  muss  nach  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  endlich  eine  Identität  von  der  Form  (3)  eintreten, 
und  folglich  ist  <d  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Hieraus  gebt  auch  hervor,  dass  gleichzeitig  mit  dem  Modul 
a  auch  dessen  Ordnung  a^  eine  Hülle  der  Zahl  o  ist,  weil  o^ 
ein  endlicher,  von  Null  verschiedener  Modul  ist,  dessen  Zahlen 
sich  durch  Multiplication  reproduciren,  so  dass  auch  cdo®  >  a" 
ist.  Wichtiger  ist  aber  die  andere  Bemerkung,  dass,  wenn  n 
einen  willkürlichen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Modul  be- 
deutet, auch  das  Product  an  eine  Hülle  von  o  ist,  weil  aus 
a CD  >  a  auch  a n cö >  an  folgt.  Sind  daher  a^ ,  Oj  .  . .  an  irgend 
welche  ganze  Zahlen  in  endlicher  Anzahl,  die  resp.  die  Hüllen 
Qi,  Qj  .  . .  On  besitzen,  so  ist  das  Product  a  =  aj  Oj  .  .  .  On  eine 
gemeinsame  Hülle  dieser  Zahlen.  Hieraus  ergeben  sich  unmittel* 
bar  die  folgenden  Sätze: 
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IV.  Die  ganzen  Zählen  reproduciren  sich  durch  Addition^ 
Subtractian  und  MuUiplication. 

Denn  je  zwei  ganze  Zahlen  af,  a^  besitzen  eine  gemeinsame 
Hülle  a  und  sind  folglich  in  deren  Ordnung  a^  enthalten;  dai 
nun  diese  Ordnung  a^  (nach  III)  aus  lauter  ganzen  Zahlen  be- 
steht, die  sich  (nach  §.  170)  durch  Addition,  Subtraction,  Mnlti^ 
plication  reproduciren,  so  sind  auch  die  Zahlen  04  +  «,,  et,  — «j, 
«1  (X2  in  a^  enthalten  und  folglich  ganze  Zahlen ,  w.  z.  b.  w. 

V.  Genügt  eine  Zahl  o  eifier  Gleichung  von  der  Form 

0^  -f  «10»»-^  +  •  •  •  +  a»i-i«o  +  «w  =  0,  (4^ 

deren  Iwchster  Coefficient  =  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  «^ 
ganjse  Zahlen  sind^  so  ist  auch  ci  eine  ganze  Zahl. 

Denn  wenn  a  eine  gemeinsame  Hülle  der  Coefficienten  Or  ist, 
so  ergiebt  sich  leicht,  dass  das  Product  0(07)»  eine  Hülle  tob 
a  ist.  In  der  That,  bedeutet  a  irgend  eine  Zahl  in  o,  so  sind 
die  n  Producte  aa,.  in  a  enthalten,  und  hieraus  folgt  nach  (4j, 
dass  ao"  in  a((o)n  enthalten,  mithin  aco**  >  a(o))„  ist;  da  femer 

»(®)n  >  (fi>)n+l  =  [g>"J    +   (ö)n    ist,     SO    folgt    O  tt  (ö)„  >   a(w)^+, 

=  acj*»  +  ö(G>)ni  also  (xia{G))n  >  a(co)n,  w.  z.  b.  w. 

Als   einen   speciellen   Fall,   von  welchem  oft   Gebrauch    zu 

machen  ist,  erwähnen  wir,  dass  jede  Wurzel  V^a  aus  einer  ganzen 
Zahl  a  eine  ganze  Zahl  ist.  Hierauf  beweisen  wir  den  folgenden 
wichtigen  Satz: 

VI.  Jeder  endliche^  von  Null  verschiedene  Modul  m,  der  aus 
ganzen  oder  gebrochenen  algebraischen  Zahlen  besieht^  kann  dnrdi 
MuÜiplication  mit  einem  Modul  n,  dessen  Zahlen  aas  denen  von 
m  auf  rationale  Weise  gebildet  sind,  in  einen  Modul  tn  n  t7ertr€ifi- 
delt  tcerden^  welcher  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht  und  ein 
Theiler  des  Moduls  %  ist. 

Ist  m  eingliedrig  =  [«],  so  genügt  der  Modul  n  =  [«""^1  dem 
Satze,  weil  mn  =  j  wird.    Liegt  ein  zweigliedriger  Modul 

m=[a, /J]  (5) 

vor,  wo  a,  /J  algebraische  Zahlen  und  von  Null  verschieden  sind^ 
so  besteht,  weil  ihr  Quotient  ebenfalls  algebraisch  ist,  eine  homo- 
gene Gleichung  von  der  Form 

Co«»»  +  c,cc»-'ß  -\ +  c„_ia/3«-i  +  Cnß^  =  0,        (6) 
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deren  Coefficieiiten  Cs  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  was  nach  unserer  Bezeichnung  kurz  durch 

ausgedrückt  wird.  Es  ist  vortheilhaft ,  die  Reihe  dieser  Coeffi- 
cienten  nach  beiden  Seiten  in  der  Weise  fortzusetzen,  dass  immer 
c,  =  0  ist,  wenn  s  grösser  als  n  oder  negativ  ist.  Sodann  bilden 
-wir  eine  entsprechende  Reihe  von  Zahlen  v,,  indem  wir 

ßv^^i  —  av,  =  c,  (8) 

und  das  Anfangsglied 

n  =  0  (9) 

setzen ;  hierdurch  sind  alle  diese  Zahlen  Vg  vollständig  bestimmt^ 
und  zwar  sind  sie  auf  rationale  Weise  aus  a  und  ß  gebildet  '*'). 
Zunächst  ergiebt  sich,  dass  auch  v«  =  0  ist,  wenn  s  grösser  als 
n  oder  negativ  ist;  das  Letztere  folgt  unmittelbar  aus  (8)  und 
(9),  wenn  man  s  die  Zahlen  — 1,  —2,  — 3  .  .  .  durchlaufen 
lässt;  setzt  matt  femer 

y,  =  a»-»+i  /J«  v„  also  n  =  0, 
so  wird  zufolge  (8) 

und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (6) ,  dass  yn+i  =  y© 

=  0^  also  auch  i'„+i  =  0  ist;   setzt  man   weiter  s  =  w  +  1, 

n  +  2**-)  so  folgt  aus  (8)^  dass   auch  alle  folgenden  Zahlen 

Vn+27  Vn+8  .  •  .  verschwinden.    Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  der 

n-gliedrige  Modul 

n  =  [vi,  vj  .  .  .  v„]  (10) 

die  im  Satze  angegebenen  Eigenschaften  besitzt.  Irt  der  That 
folgt  zunächst  aus  (7)  und  (8),  dass  der  Modul  j  durch  mn  theil- 
har^  also  auch  n  von  Null  verschieden  ist.  Multiplicirt  man  femer 
(8)  mit  Vr+ii  so  folgt 

/5vr+iv,+i  ^  av^+ir,  (mod.  n)  (11) 

und  hieraus  durch  Vertauschung  von  r  mit  $ 

ai/r+iv«^  aVrVsj^i  (mod.  n); 

mithin  sind  alle  diejenigen  Producte  ai/^Vg,  in  denen  die  Summe 
p  -\-  q  einen  und  denselben  Werth  hat,  einander  congruent  nach 
n,  und  da  unter  diesen  Producten  sich  auch  solche  befinden,  die 


*)  Die  leicht  herzustellenden  Ausdrücke  für  die  Zahlen  va  sind  hier 
völlig  entbehrlich. 

Diriehlet,   Zahlentheorie.  3^ 
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=  0  sind  (wie  z.  B.  a  i/q  ^p+s)  i  so  sind  sie  alle  in  n  enthalieo, 
und  zufolge  (11)  gilt  dasselbe  von  allen  Producten  ßvpVq.  Uithin 
ist  der  Modul  mn'  theilbar  durch  n,  also  mn  theilbar  durch  die 
Ordnung  n^  des  endlichen,  von  Null  yerschiedenen  Moduls  n,  und 
folglich  besteht  mn  aus  lauter  ganzen  Zahlen,  womit  unser  Satz 
auch  für  den  Fall  eines  zweigliedrigen  Moduls  m  bewiesen  ist 

Wir  machen  nun,  wenn  ni  >  2  ist,  die  Annahme,  der  Satz 
sei  für  jeden  endlichen  algebraischen  Modul  m  bewiesen,  dessen 
Basis  aus  weniger  als  m  Gliedern  besteht,  und  brauchen  nur  zu 
zeigen,  dass  er  dann  auch  für  jeden  tn-gliedrigen  Modul  m  gilt. 
Zu  diesem  Zwecke  bedienen  wir  uns  der  früher  (§.  170,  (13))  be- 
wiesenen Identität: 

(a  +  6  +  c)  (bc  +  ca  +  ab)  =  (b  +  c)  (c  +  a)  (a  +  6) 

in  folgender  Weise.  Wir  vertheilen  die  (von  Null  verschiedenen) 
m  Zahlen,  aus  denen  die  Basis  von  m  besteht,  nach  Belieben  in 
drei  Gruppen,  doch  so,  dass  jede  Gruppe  wenigstens  eine  dieser 
Zahlen  enthält,  und  bezeichnen  mit  o,  b,  c  die  drei  Moduln,  deren 
Basen  aus  je  einer  dieser  Gruppen  bestehen,  wodurch 

m  =  a  +  b  +  c 

wird.  Da  nun  die  von  Null  verschiedenen  Moduln  b  +  c,  c  +  o, 
a  +  b  nur  algebraische  Zahlen,  nämlich  Zahlen  des  Moduls  m 
enthalten,  und  ihre  Basen  aus  höchstens  m  —  1  Gliedern  bestehen, 
so  kann  man  nach  unserer  Annahme  drei  Moduln  a',  b',  c',  deren 
Zahlen  auf  rationale  Weise  aus  denen  von  m  gebildet  sind,  so 
wählen,  dass  jeder  der  drei  Moduln  (b  +  c)o',  (c  +  a)b',  (a  -|-b)c', 
und  folglich  auch  ihr  Product 

ni(bc  +  ca  +  ab)a'  b'  c' 

nur  ganze  Zahlen  enthält  und  zugleich  ein  Theiler  von  )  wird. 
Mithin  genügt  der  Modul 

n  =  (bc  +  ca  +  ab)  a'  b'  c', 

dessen  Zahlen  ebenfalls  auf  rationale  Weise  aus  denen  von  m 
gebildet  sind,  unserem  Satze,  w.  z.  b.  w. , 

Derselbe  Satz  kann,  wie  man  leicht  findet,  auch  in  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden: 

VII.  Aus  je  m  algebraischen  Zahlen  ft^,  die  nicM  aJle  rer- 
schwinden ,  kann  man  auf  rationale  Weise  m  Zahlen  v.  ableitete, 
welche  der  Gleichung 
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fii  Vi  +  ^2  V,  +  .  .  .  4-  fi«i;„  =  1  (12) 

und  ausserdem  der  Bedingung  genügen^   dass  alle  m^  Producte 
^r  Vb  ganze  Zählen  sind. 

Wir  bemerken  zugleich,  dass,  wenn  die  gegebenen  algebrai- 
schen Zahlen  fi^  überhaupt  eine  Lösung  der  Gleichung 

flfl    +   ^2^2    +   •  •  •   +   f*m|m   =   1  (13) 

durch  ganze  Zahlen  |,.  zulassen,  es  gewiss  auch  eine  solche  Lösung 
innerhalb  des  Körpers  jß(fti,  ftj  •  •  •  i'^'n)  gieht;  denn  wenn  man 
(13)  mit  jeder  der  eben  mit  Vr  bezeichneten  Zahlen  multiplicirt, 
so  ergiebt  sich,  dass  diese  Zahlen  Vr  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind. 
Wir  schliessen  mit  dem  folgenden  Satze : 

VIIL   Jede  mit  einer  ganzen  Zahl  0  conjugirte  Zahl  ist  eine 
ganze  Zahl;  bedeutet  ferner  A  irgend  einen  Körper^  und  t  eine 
Variabele^  so  hat  die  zu  0  gehörige,  nach  A  irreducibele  Fundion 

f(t)  =  tn  +  a^ i^-'  + h  o«-i^  +  an, 

welche  mit  ^  — ö  verschwindet^  lauter  ganze  Coejficienten  ar» 

Denn  weil  0  eine  ganze  Zahl  ist,  so  giebt  es  eine  ganze 
Function /i  (^),  welche  mit  t  —  6  verschwindet  und  lauter  ganze 
rationale  Coefficienten  c,  hat,  deren  höchster  =  1  ist.  Bedeutet 
nun  7t  eine  Permutation  irgend  eines  Körpers  Jfcf,  in  welchem  ö 
enthalten  ist,  so  folgt  aus/i(6)  =  0,  weil  c^n  :=  c^  ist,  auch 
/j  (ß)n  =/i(Ö3r)  =  0,  mithin  ist  jede  mit  0  conjugirte  Zahl  On 
eine  ganze  Zahl.  Da  ferner  (nach  den  auf  den  Satz  IK  in  §.  164 
folgenden  Bemerkungen) /i  (<)  durch /(^)  theilbar  ist,  so  genügt 
jede  Wurzel  ri  der  Gleichung  /(i^)  =  0  auch  der  Gleichung 
y^  (iy)  =  0  und  ist  folglich  eine  ganze  Zahl;  mithin  müssen 
(nach  IV)  auch  die  in  A  enthaltenen  Zahlen  +  ar,  welche  be- 
kanntlich durch  Addition  und  Multiplication  aus  diesen  n  Wurzeln 
tl  gebildet  sind,  ganze   algebraische  Zahlen  sein,  w.  z.  b.  w. 

§.  174. 

Eine  ganze  Zahl  a  heisst  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  /3, 
wenn  a  =  /3y,  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  und  ebenso 
übertragen  wir  die  anderen  Ausdrucksarten,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  zur  Bezeichnung  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  eitle  andere  gebräuchlich  sind,  auf  unser  Gebiet  aller 

34* 
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ganzen  Zahlen.    Zunächst  ergeben  sich  wieder  dieselben  beiden 
Elementarsätze: 

I.    Sind  a  und  ß  theübar  durch  fi,  so  sind  auch  die  Zahlen 
a-\r.ß  u/nd  a  —  ß  theilbar  durch  fi. 

IL  Ist  X  theilbar  durch  A,  und  A  theilbar  durch  f*,  so  ist  uuch 
X  Üieübar  durch  fi. 

Die  Beweise  derselben  beruhen  ofiFenbar  auf-  der  im  vorigen 
Paragraphen  bewiesenen  Reproduction  der  ganzen  Zahlen  durch 
Addition,  Subtraction  und  Multiplication  (vergl.  §§.  3,  159). 

Unter  einer  Einheit  verstehen  wir  jede  ganze  Zahl,  welche 
in  der  Zahl  1  und  folglich  auch  in  jeder  ganzen  Zahl  aufgeht. 
OfiFenbar  ist  ein  Product  von  beliebig  vielen  Einheiten  immer 
wieder  eine  Einheit,  und  da  der  reciproke  Werth  eiaer  Einheit, 
ferner  jede  Wurzel  aus  einer  Einheit  ebenfalls  eine  Einheit  ist, 
80  reproduciren  sich  die  Einheiten  durch  Multiplication,  Division 
und  Wurzelausziehung.  Es  giebt  unendlich  viele  Einheiten;  denn 
jede  Wurzel  einer  Gleichung,  deren  höchster  und  niedrigster 
Coefticient  Einheiten,  und  deren  übrige  Coefficienten  beliebige 
ganze  Zahlen  sind,  ist  immer  wieder  eine  Einheit. 

Wenn  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  gegen- 
seitig durch  einander  theilbar  sind,  so  sind  ihre  beiden  Quotienten 
ganze  Zahlen  und  zwar  Einheiten,  weil  ihr  Product  =  1  ist  Es 
ist  folglich  /J  =  «f,  wo  £  eine  Einheit  bedeutet;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  1  =  ££',  wo  s'  ebenfalls  eine  Einheit 
bedeutet,  und  folglich  a  =  ßs'.  Zwei  solche  Zahlen  o,  ß  sollen 
associirte  Zahlen  heissen ;  aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  sofort, 
dass  zwei  mit  einer  dritten  associirte  Zahlen  auch  mit  einander 
associirt  sind,  und  hierauf  beruht  die  Möglichkeit  einer  Ein- 
theilung  aller  ganzen  Zahlen  in  Systeme  von  associirten  Zahlen, 
in  der  Weise,  dass  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  demselben  oder 
zwei  verschiedenen  Systemen  zugetheilt  werden,  je  nachdem  sie 
associirt  sind  oder  nicht.  So  lange  es  sich  nur  um  die  Theilbar- 
keit  der  Zahlen  handelt,  verhalten  sich  alle  mit  einander  asso- 
ciirten Zahlen  wie  eine  einzige  Zahl;  denn,  wenn  a  durch  (i  theil- 
bar ist,  so  ist  auch  jede  mit  «  associirte  Zahl  theilbar  durch  jede 
mit  ^  associirte  Zahl. 

Die  Definition  von  relativen  Primzahlen  kann  auf  verschiedene 
Arten  gefasst  werden;  diejenige,  welche  uns  augenblicklich  am 
weitesten  führen  wird,  obwohl  sie  etwas  formell  ist  und  deshalb 
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wohl  nicht  als  die  beste  bezeichnet  werden  darf,  lautet  folgender- 
maassen :  Zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative  Frimzdhlen^  wenn 
es  zwei  ganze  Zahlen  ^,  17  giebt,  welche  der  Bedingung 

genügen*).  In  der  That  gewinnt  man  hieraus  leicht  die  folgenden 
Sätze : 

Ist  a  relative  Primzahl  zu  ß  und  zu  y,  so  ist  a  auch  relative 
Primzahl  zu  dem  Product  ßy. 

Denn  zufolge  der  Annahme  existiren  ganze  Zahlen  |,  17,  £',  ri\ 
welche  den  Bedingungen 

ag  +  ßv  =  h  ar  +  y'?'=l 

genügen,  und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  die  Existenz  von 
zwei  ganzen  Zahlen 

welche  der  Bedingung 

genügen,  was  zu  beweisen  war.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  ergiebt  sich  seine  Verallgemeinerung: 

Ist  jede  der  Zahlen  «j,  «2,  «s  •  •  •  relative  Primzahl  zu  jeder 
der  Zahlen  /^i ,  /S^  .  .  . ,  so  sind  die  Producte  «i  «2  «3  .  . .  und 
ßi  ßi  -  '  '  relative  Primzahlen, 

Mnltiplicirt  man  femer  die  obige  Gleichung,  welche  ausdrückt, 
dass  a,  ß  relative  Primzahlen  sind,  mit  einer  beliebigen  ganzen 
Zahl  CD,  so  erhält  man  fi>  =  a(»|  +  ^a>i;,  woraus  sich  ohne 
Weiteres  die  folgenden  Sätze  ergeben: 

Sind  a,  ß  relative  Primzahlen^  und  ist  ß(o  theilbar  durch  a, 
so  ist  auch  o  tJieilhar  durch  a. 

Ist  C3  ein  gemeinschaftliches  MuJtiplum  von  zicei  relativen 
Primzahlen  a,  ß-,  so  ist  a  auch  durch  das  Product  aß  theilbar. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  wenn  a,  ß  relative  Primzahlen 
sind,  auch  jeder  Divisor  von  a  relative  Primzahl  zu  jedem  Divisor 
von  ß  ist,  und  so  liessen  sich  noch  sehr  viele  andere  Sätze  aus 
den  vorhergehenden  durch  Combination  ableiten,  die  wir  aber 
übergehen,  weil  sie  uns  doch  keinen  wesentlichen  Dienst  leisten 
würden.     Auf  einen  Punct   müssen   wir  indessen   hier  noch  auf- 


*)  Zufolge  der  bei  (13j  in  §.  173  gemachten  Bemerkung  können  diese 
ganzen  Zahlen  |,  ij  dem  Körper  B  («,  ß)  entnommen  werden. 
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merksam  machen.   Offenbar  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Definition 
auch  der  folgende  Satz: 

Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  zwei  relativen  Primzahlen 
ist  nothwendig  eine  Einheit. 

Ob  aber  auch  die  ümkehrung  dieses  Satzes  gilt,  ob  also 
zwei  ganze  Zahlen,  welche  ausser  den  Einheiten  keine  gemein- 
schaftlichen Divisoren  besitzen,  immer  relative  Primzahlen  im 
Sinne  der  obigen  Definition  sind,  dies  zu  entscheiden  sind  wir 
mit  den  augenblicklich  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln 
noch  nicht  im  Stande.  Erst  später  (§.  181)  wird  uns  dies  ge- 
lingen, und  zwar  werden  wir  folgenden  allgemeinen  Satz  beweisen: 

Zwei  beliebige  ganze  Zahlen  cc^  ß  besitzen  immer  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  d,  welcher  in  der  Form  o^^  +  ßv  darstellbar 
ist^  wo  ^,  ri  ganze  Zahlen  bedeuten^  und  diese  Zahl  ä  wird  folglich 
durch  jeden  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a  und  ß  (heilbar  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  sofort,  dass  die  eben  aufgeworfene 
Frage  zu  bejahen  ist,  und  man  wird  die  obige  Definition,  ohne 
ihren  Inhalt  zu  ändern,  durch  folgende  einfachere  ersetzen  können: 
zwei  ganze  Zahlen  heissen  relative  Primzahlen,  wenn  sie  ausser 
den  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen. 

Wenden  wir  uns  bei  dieser  vorläufigen  Orientirung  im  Gebiete 
aller  ganzen  Zahlen  endlich  noch  zu  dem  Begriffe  der  Primzahl, 
80  würden  wir  nach  Analogie  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen 
unter  einer  Primzahl  eine  solche  ganze  Zahl  a  verstehen,  welche 
keine  Einheit  ist,  und  deren  sämmtliche  Divisoren  entweder  Ein- 
heiten oder  mit  a  associirt  sind.  Allein  es  folgt  aus  dem  Satze 
V  des  vorigen  Paragraphen,  dass  diese  Bedingungen  einen  Wider- 
spruch enthalten,  dass  also  eine  solche  Zahl  gar  nicht  existiren 
kann ;  denn  wenn  die  ganze  Zahl  a  keine  Einheit  ist,  so  ist  auch 
die  ganze  Zahl  Va  keine  Einheit,  und  sie  ist  auch  nicht  associirt 
mit  a,  aber  sie  ist  ein  Divisor  von  a.  Ueberhaupt  geht  aus  dem 
genannten  Satze  leicht  hervor,  dass  jede  ganze  Zahl,  die  keine 
Einheit  ist,  immer  und  zwar  auf  unendlich  viele  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  in  eine  beliebig  vorgeschriebene  Anzahl  von 
ganzen  Factoren  zerlegt  werden  kann,  von  denen  keiner  eine 
Einheit  ist.  In  dem  von  uns  bis  jetzt  betrachteten,  aus  alleti 
ganzen  Zahlen  bestehenden  Gebiete  findet  daher  eine  unbe- 
schränkte Zerlegbarkeit  statt. 
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Das  System  aller  ganzen  Zahlen  ist  ein  Theil  des  Körpers 
aller  algebraischen  Zahlen;  um  nun  von  diesem  Körperf  in  welchem 
die  ganzen  Zahlen  eine  unbeschränkte  Zerlegbarkeit  besitzen,  zu 
solchen  Gebieten  zu  gelangen,  innerhalb  deren  die  Zerlegbarkeit 
eine  begrenzte  ist,  müssen  wir  diejenigen  Körper  betrachten, 
welche  wir  (am  Schlüsse  von  §,  167)  schlechthin  endliche  Körper* 
genannt  haben.  Mit  diesen  werden  wir  uns  von  jetzt  ab  aus- 
schliesslich beschäftigen. 


§.  175. 

Es  sei  lÖ  ein  endlicher  Körper  n*®"  Grades;  derselbe  besitzt, 
wie  schon  früher  (am  Schlüsse  von  §.  167)  bemerkt  ist,  n  und 
nur  n  verschiedene  Permutationen  ;ri,  ;ra  .  .  .  3r„,  unter  denen 
sich  auch  die  identische  Permutation  befindet,  und  wir  wollen, 
wenn  o  irgend  eine  Zahl  in  Sl  bedeutet,  die  conjugirten  Zahlen 
cj^i,  (0  7t^  ,  .  .  (onJ^  kurz  mit  o',  co"  .  .  .  oj^")  bezeichnen.  Nach 
den  in  §.  167  aufgestellten  Definitionen  ist  dann 

S{g})  =  ö'  +  o"  +  .  .  .  +  ©(")  (1) 

N((X})  =  oj'  o"  .  .  .  cöC«)  (2) 

^(«1,  «2  .  .  .  ffn)  =  (2:  ±  «;  «i'  .  .  .  «iry  (3) 

^(aiOi^  Gicc^i  .  .  .  (»«„)  =  N{(oy  --^(«i,  Oa  .  .  .  «„)  (4) 

wo  oci,  ff)  .  .  .  a„  irgend  welche  n  Zahlen  des  Körpers  bedeuten, 
und  alle  diese  Spuren,  Normen  und  Discriminanten  sind  rationale 
Zahlen.  Die  Norm  von  o  verschwindet  nur  dann,  wenn  0  =  0 
ist,  und  die  Discriminante  (3)  ist  stets  und  nur  dann  von  Null 
verschieden,  wenn  die  n  Zahlen  «r  ein  irreducibeles  System  und 
folglich  eine  Basis  von  Sl  bilden,  durch  welche  jede  in  Sl  ent- 
haltene Zahl  (o  in  der  Form 

CO  =  a^i  «i  +  rCj  «a  -f  •  •  •  +  ^«  «n  (») 

mit  rationalen  Coordinaten  Xr  darstellbar  ist.  Wenn  ferner  die 
n  Zahlen  ßi^  ß^  -  -  -  ßn  ebenfalls  eine  Basis  von  Sl  bilden ,  so 
bestehen  n  Gleichungen  von  der  Form : 

CCr   =  Cr,i  ßi    +   Cr.ißi    -\-    '  '  '   +    Cr,n  ßn  (6) 

mit  rationalen  Coefficienten  Cr,a^  und  wenn  deren  Determinante 
mit  C  bezeichnet  wird,  so  ist 

^(«1,  «a  .  .  .  a»)  =  C^^iß,,  ß,...  ßn),  (7) 
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Hieran  knüpfen  wir  die  folgende  Betrachtung.    Setzen  wir 

a  =  [«1 ,  a,  .  .  .  a„],  b  =  [/J^ ,  /S,  .  .  .  /3„],  (8) 

80  sind  a,  b  endliche,  in  i2  enthaltene  Moduln,  deren  Basen  zu- 
gleich Basen  von  Sl  sind ,  und  umgekehrt  leuchtet  ein  (nach 
§.  172,  VI),  dass  jeder  endliche,  in  Sl  enthaltene  Modul,  unter 
dessen  Zahlen  sich  auch  n  von  einander  unabhängige  befinden, 
gewiss  von  der  Form  (8)  ist.    Hieraus  folgt  leicht,  dass 

a-  +  f>i  flt?  ö  — -  b,  b:  a,  qo,  b^ 

ebenfalls  solche  Moduln  sind;  von  den  beiden  ersten  leuchtet 
dies  unmittelbar  ein;  wählt  man  femer  eine  natürliche  Zahl  m 
so,  dass  alle  Producte  mCr,»  ganze  Zahlen  werden,  so  sind  die  n 
von  einander  unabhängigen  Producte  mur  in  a  —  b  enthalten, 
mithin  hat  der  Modul  a  —  b  dieselbe  Eigenschaft ,  weil  er  als 
Vielfaches  von  q  zugleich  endlich  ist;  dasselbe  gilt  auch  von  dem 
Quotienten  i  :  a^  weil  er  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 

n  Moduln  ba7^  ist,  mithin  auch  von  den  Ordnungen  a^,  b^. 

Da  die  Moduln  a,  b  (nach  §,  172,  VII)  stets  und  nur  dann 
mit  einander  identisch  sind,  wenn  alle  Coefficienten  Cr,»  in  (6) 
ganze  Zahlen  sind ,  und  ausserdem  ihre  Determinante  C  =  i  1 
ist,  so  folgt  aus  (7),  dass  alle  Basen  eines  und  desselben  Modais 
0  eine  und  dieselbe  Discriminante  besitzen;  diese  von  der  Wahl 
der  Basis  gänzlich  unabhängige  Zahl  wollen  wir  daher  die  Dis- 
criminante des  Moduls  a  nennen  und  mit  ^(a)  bezeichnen*) 
Nehmen  wir  jetzt  nur  noch  an,  a  sei  theilbar  durch  b,  so  sind  die 
Coefficienten  c^,,  in  (6)  ganze  Zahlen,  und  da  (nach  §.  172,  VH) 
ihre  Determinante  C  =  +  (b,  a)  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  (7) 
die  Form  ^(a)  =  (b,  Q)2^(b)  an.  Sind  endlich  a,b  zwei  beliebige 
Moduln  von  der  Form  (8),  so  ergiebt  sich  hieraus,  weil  (a,  a  — b) 
=  (q,  b)  ist,  der  allgemeinste  Satz 


*)  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (36) 
in  §.  167,  dass  die  zu  allen  Basen  des  Moduls  q  complementaren  Basen 
auch  Basen  eineß  und  desselben  Moduls  sind,  den  paan  deshalb  das  Com- 
plement  von  a  nennen  und  mit  a'  bezeichnen  kann;  umgekehrt  ist  dann  a 
das  Complement  von  ü',  und  J  (o)  J  (a')  =  1.  Verbindet  man  ferner  die 
dortigen  Sätze  über  complementäre  Systeme  ebenfalls  mit  dem  Satze  VII 
in  §.  172,  so  erhält  man  die  wichtigen  Sätze 

(a,  b)  =  (6',  Q'),  (a  +  hy  =  q'  —  b',   (a«)'  =  a' w-i,  (ab)'  =  o':b, 
welche  in  meiner  (in  §.  167  citirten)  Abhandlung  Ueber  die  Discriminanten 
endlicher  Körper  weiter  verfolgt  sind. 
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^(a-b)  =  (a,b)»z/(a)==(b,  a)«^(b),  (9) 

zugleich  folgen  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (4)  die  Sätze*): 

(b,  c)  (c,  a)  (a,  b)  =  (c,  b)  (ö,  c)  (6,  o)  (11) 

(acö,  q)        r     -^(a)        —      v  /'  v    / 

und  wenn  (ao,  a)  =  1,  also  ao  >  ay  und  folglich  o  eine  Zahl 
der  Ordnung  a^  ist,  so  ist  (a^  aa)  =  +  N((o).  — 

Alle  im  Körper  Sl  enthaltenen  Zahlen  sind  algebraisch  und 
zerfallen  daher  in  gan^e  und  gebrocJiene  Zahlen.  Wir  bezeichnen 
mit  0  den  Inbegriff  dller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Ä,  und 
unsere  Aufgabe  besteht  darin,  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der 
Zahlen  innerhalb  dieses  Gebietes  o  zu  entwickeln.  Da  die  Summen, 
Differenzen  und  Producta  von  je  zwei  solchen  Zahlen  (nach  §.  173, 
IV)  wieder  ganze  Zahlen  und  in  ß,  also  auch  in  o  enthalten 
sind,  so  ist  o  ein  Module  und  o^  >  o,  und  da  alle  rationalen 
Zahlen  in  Sl  enthalten  sind,  also  auch  )  >  o  ist,  so  ist  dieser 
Modul  0  (nach  §.  170)  eine  Ordnung^  mithin 

0«  =  0.  (13) 

Es  kommt  nun  vor  allen  Dingen  darauf  an,  einen  deutlichen 
üeberblick  über  die  Ausdehnung  dieses  Zahlengebietes  o  zu  ge- 
winnen. Zunächst  ergiebt  sich  leicht,  dass  man  immer,  und  zwar 
auf  unendlich  viele  Arten,  eine  ganze  Basis^  d.  h.  eine  Basis  von 
ß  finden  kann,  welche  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht.  Denn 
wenn  man  ein  beliebiges  irreducibeles  System  von  n  Zahlen  coi, 
G7s  .  .  .  On  aus  lö  gewählt  hat,  so  giebt  es  (nach  §.  173,  I)  n  na- 
türliche Zahlen  Ci,  Cg  .  .  .  Cn  von  der  Art,  dass  die  n  Producte 
a^  =  Cr  ßJr  ganze  Zahlen  werden,  und  offenbar  bilden  dieselben 
ebenfalls  ein  irreducibeles  System.  Nimmt  man  dasselbe  als 
Basis  von  ii,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  diejenigen  Zahlen  C9  in 
(5),  deren  Coordinaten  Xr  ganze  Zahlen  sind,  d.  h.  alle  Zahlen 
des  Moduls  a  in  (d)  gewiss  ganze  Zahlen  sind,  also  Q  durch  o 
theübar  ist;  jeden  solchen  Modul  a  wollen  wir  einen  ganzen  Modul 
nennen. 


*)  Vergl.  die  Anmerkungen  auf  S.  522,  511. 
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Da  ferner  alle  mit  einer  ganzen  Zahl  conjugirte  Zahlen 
(nach  §.  173,  VIII)  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  die  ra- 
tionale und  von  Null  verschiedene  Discriminante  ^(a)  nothwendig 
eine  ganze  Zahl,  weil  sie  nach  (3)  aus  lauter  ganzen  Zahlen  a^r' 
durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet  ist.  Be- 
deutet nun  CD  irgend  eine  Zahl  in  o,  so  wird  sie  nach  (5)  immer 
in  der  Form 

Wi  g^  +  in^  «2  -f-  •  •  •  ~t"  ^n  ^  (\A\ 

m  ^     ' 

darstellbar  sein,  wo  m^  m<^^^  m^  ,  ,  -  mn  ganze  rationale  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  bedeuten,  deren  erste,  m,  positiv 
angenommen  werden  darf;  dann  ist  (nach  §.  172,  III)  offenbar 
a  —  [ß>]  =  \ni  ö] ,  und  wenn  man  6  =  Q  +  [ß>]  setzt,  so  ist  m  =  (b,  a)^ 
und  (a,  b)  =  1,  also  zufolge  (9): 

da  ferner  der  Modul  b  gewiss  wieder  von  der  Form  (8)  und  zwar 
ein  ganzer  Modul  ist,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

I.  Ist  Q  ein  endlicher  und  ganzer  Module  dessen  Basis  zu- 
gleich  eine  Basis  des  Körpers  ^  bildet^  und  ist  m  der  Jdeinste 
natürliche  Factor,  durch  welchen  eine  ganze  Zahl  o  in  eine  Zahl 
niGj  des  Moduls  a  verwandelt  wird^  so  ist  die  Discrimifmtite  ^{a) 
theübar  durch  m',  und  der  Quotient  ist  die  Discriminante  ^(P) 
des  ganzen  Moduls  6  =  a  +  [o]. 

Da  nun  die  Discriminanten  aller  dieser  Moduln  a,  b  . . .  ganze 
rationale  Zahlen  und  von  Null  verschieden  sind,  so  muss  es  auch 
einen  solchen  Modul  ci  geben,  dessen  Discriminante  -^(a),  absolut 
genommen,  ein  Minimum  ist,  und  aus  dem  vorhergehenden  Satze 
leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  Zahl  a  nothwendig  in  diesem  ganzen 
Modul  a  enthalten,  und  folglich  a  =  o  sein  muss.  Wir  haben 
daher  den  folgenden  Fundamentalsatz  gewonnen: 

II.  Der  Inbegriff  o  aller  ganzen  Zahlen  eines  endlichen  Kör- 
pers  Sl  ist  ein  endlicher  Modtd^  dessen  Basis  zugleich  eine  Basis 
voti  Sl  bildet. 

Nächst  dem  Grade  n  ist  nun  diese  Minimal  -  Discriminante 
von  der  grössten  Bedeutung  für  die  Beschaffenheit  des  Körpers  Ä; 
wir  wollen  sie  -deshalb  die  Grundzahl  oder  auch  die  Discrimi- 
nante  von  Sl  nennen  und  immer  mit  D  bezeichnen,  also 

D  =  z/(o)  (16) 
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setzen ;  für  jeden  ganzen  Modul  a  von  der  obigen  BeschaiFenheit 
gilt  dann  zufolge  (9)  der  Satz: 

^(a)  =  D(o,  ay.  (17; 

Im  einfachsten  Falle  w  =  1 ,  wo  Ä  der  Körper  jB  der  ra- 
tionalen Zahlen,  also  o  =  j  =  [1]  ist,  hat  man  Z)  =  1  zu  setzen. 

Zur  Erläuterung  wollen  wir  das  nächstliegende  Beispiel,  den 
Fall  eines  quadratischen  Körpers  Ä  betrachten.  Jede  Wurzel  Ö 
einer  irreducibelen  quadratischen  Gleichung  lässt  sich  auf  die 
Form  a  +■  byd  bringen,  wo  d  eine  ganze  rationale,  positive  oder 
negative  Zahl  bedeutet,  welche  durch  kein  Quadrat  (ausser  1) 
theilbar  und  auch  nicht  =  +  1  ist,  während  a,  b  rationale  Zahlen 
sind,  deren  letztere  nicht  verschwindet.  Alle  in  Ä  enthaltenen, 
d.  h.  durch  0  rational  darstellbaren  Zahlen  sind  dann  von  der 
Form  a  =  ^  +  uyd^  wo  ^,  u  willkürliche  rationale  Zahlen  be- 
deuten. Durch  die  nicht  identische  Permutation  des  Körpers  geht 
yd  in  —  yd,  also  a  in  die  conjugirte  Zahl  <x!  =  t  —  wVd  über, 
welche  ebenfalls  in  Sl  enthalten  ist;  mithin  ist  Sl  ein  Normal- 
körper (§.  166).  Die  ganzen  Zahlen  1  und  yd  sind  von  einander 
unabhängig,  und  da  ihre  Discriminante 

1,     yd 

1,— Ve? 

durch  keine  Quadrätzahl  m^  ausser  1  und  4  theilbar  ist,  so 
schliessen  wir  aus  den  obigen  Sätzen,  dass  die  Grundzahl  D  des 
Körpers  entweder  =  4d  oder  =  d  ist,  und  das  Letztere  wird 
stets  und  nur  dann  eintreten,  wenn  es  in  Sl  eine  ganze  Zahl 
G}  =  V2  {x  -\-  yyd)  giebt,  wo  x^  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
die  nicht  beide  gerade  sind.  Um  diese  Möglichkeit  zu  prüfen, 
dürfen  wir  uns  diese  Zahlen  rr,  y  schon  auf  ihre  kleinsten  Reste 
0  oder  1  nach  dem  Modul  2  reducirt  denken;  offenbar  kann  y 
nicht  =  0  sein,  weil  sonst  auch  x  =  0  sein  müsste,  und  von 
den  beiden  übrigen  Zahlen  ci  =  1/3  yd  und  cu  =  y,  (1  -}-  yd)  ist 
die  erstere  gebrochen,  weil  ihr  Quadrat  keine  ganze  Zahl  ist;  die 
letztere  genügt  der  irreducibelen  Gleichung 

0)2  — ö  +  1/4  (1— d)  =  o 

Und  ist  folglich  dann  und  nur  dann  eine  ganze  Zahl,  wenn 
d  ^  l  (mod.  4)  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  also: 

0  =  [1,  yd],  D  =  id,  wenn  d  =  2  oder  3  (mod.  4)     (18) 
0  =  h    ^  +  ^^1   D  =  d,  wenn  d  =  1  (mod.  4)         (19) 


^(1,  yd)  = 


^=4d 
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und  in  beiden  Fällen 

Es  giebt  61  quadratische  Körper,  deren  Grundzahlen  D 
absolut  genommen  kleiner  als  100  sind;  unter  diesen  Zahlen  D 
sind  30  positive  Zahlen: 

5,    8,  12,  13,  17,  21,  24,  28,  29,  33,  37,  40,  41,  44,  53, 
56,  57,  60,  61,  65,  69,  73,  76,  77,  -85,  88,  89,  92,  93,  97 

und  die  absoluten  Werthe  der  31  negativen  Zahlen  D  sind: 

3,    4,     7,     8,  11,  15,  19,  20,  23,  24,  31,  35,  39,  40,  43,  47, 
51,  52,  55,  56,  59,  67,  68,  71,  79,  83,  84,  87,  88,  91,  95. 

Die  Grundzahl  des  Körpers  J  (§.  159)  ist  =  —  4*). 

§■  176. 

Das  Gebiet  o  aller  ganzen  Zahlen  «,  welche  in  einem  Körper 
£1  vom  Grade  n  enthalten  sind,  und  mit  denen  wir  uns  im 
Folgenden  ausschliesslich  beschäftigen,  besitzt  einige  allgemeine 
Eigenschaften,  welche  denen  der  früher  behandelten  speciellen 
Gebiete  [1]  und  [1,  f]  genau  entsprechen.  Wir  wollen  diese 
Analogie  zunächst  verfolgen,  um  sodann  diejenige  wesentlich 
neue  Erscheinung  hervorzuheben,  welche  uns  zur  Einführung 
neuer  Begriffe  nöthigen  wird. 

Wir  wiederholen  zunächst,  dass  die  Zahlen  co^  zu  denen 
auch  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  gehören,  sich  durch  Addition, 
Subtraction  und  Multiplication  reproduciren ;  wenn  femer  von 
zwei  solchen  Zahlen  k,  (i  die  erstere  durch  die  letztere  iheühar 


*)  Um  schon  hier  einen  Begriff  von  der  Bedeutung  der  Grundzahl  D  zn 
geben,  wollen  wir  nur  darauf  aufmerksam  machen ,  dass  (zufolge  §.  52, 
I  —  IV)  die  naturlichen  Primzahlen  p,  von  welchen  d  quadratischer  Rest 
ist,  immer  in  arithmetischen  Reihen  von  der  kleinsten  Differenz  D  enthalten 
sind ;  diese  Zahlen  p  verlieren  in  dem  quadratischen  Körper  U.  den  eigent- 
lichen Primzahl-Charakter,  und  dem  in  dieser  Form  ausgesprochenen  Gesetze 
fügt  sich  auch  die  Zahl  2?  =  2  (vergl.  §.  186).  Dies  aus  dem  Reciprocitäts- 
satze  abgeleitete  Gesetz  der  YeHheilung  in  arithmetische  Reihen  hängt 
wesentlich  damit  zusammen ,  dass  Sl  ein  Divisor  desjenigen  Ereistheilungs- 
Körpers  R(0)  ist,  welcher  aus  der  Gleichung  Ö^  =  l  entspring^,  während 
aus  jeder  Gleichung  Ö»»=  1,  deren  Grad  m  absolut  <C  I>,  immer  ein 
Körper  B  (0)  entspringt,  welcher  die  Zahl  yd  nicht  enthält. 
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ist  (§.  174),  so  ist  Ar^fiv,   und  die  Zahl  v  gehört  demselben 

Gebiete  o  an.    Zugleich  leuchtet  ein^  dass  in  o  die  beiden  Ele^, 

meniarsaJtze  der  Theilbarkeit  gelten,  die  wir  früher  (§.  174^  I  und 

II)  für  das  Gebiet  aller  ganzen  algebraischen  Zahlen  bewiesen 
haben. 

Die  Spur  S(ft)  und  die  Norm  jV(ft)  einer  Zahl  yi  des  Ge- 
bietes 0  sind  ganze  rationale  Zahlen,  weil  sie  aus  den  n  mit  ^ 
conjugirten  Zahlen,  die  (zufolge  §.  173,  VIII)  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sind,  durch  Addition  und  Multiplication  gebildet  sind. 
Zugleich  folgt  aus  dem  (in  §.  167,  (4)  bewiesenen)  Satze 

N(tLv)  =  N((i)Niv)  (1) 

der  häufig  anzuwendende,  aber  nicht  umzukehrende  Satz: 

I.  Ist  X  (heilbar  durch  ft,  so  ist  auch  N{k)  theilbar  durch 

Die  Norm  besitzt  nun  eine  äusserst  wichtige  Bedeutung, 
welche  mit  dem  folgenden  BegriiFe  zusammenhängt.  Zwei  Zahlen 
a,  ß  heissen  congruent  in  Bezug  auf  die  Zahl  ft,  den  Modulus, 
wenn  ihre  Dififerenz  a  —  ß  durch  ^  theilbar  ist,  und  wir  be- 
zeichnen dies  durch  die  Conyruenz 

a  =  /3  (mod.  ft);  (2) 

wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  a,  /3,  y  .  .  .  incongruent  nach  /u, 
wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen  congruent  ist.  Aus 
der  oben  erwähnten  Reproduction  unserer  Zahlen  o  durch  Addi«- 
tion,  Subtraction  und  Multiplication  folgt,  dass  mau  beliebig  viele 
solche  Gongruenzen,  die  sich  auf  einen  und  denselben  Modul  ja 
beziehen,  addiren,  subtrahiren  und  multipliciren  darf,  wie  Glei- 
chungen (vergl.  §.  17).  Da  nun  der  Inbegriff  aller  durch  ft  iheil- 
baren  Zahlen  ofi  offenbar  identisch  mit  dem  Modul  Oft  ist 
(§.  170),  so  stimmt  die  Congruenz  (2)  gänzlich  überein  mit 

«  ^  /3  (mod.  Oft),  (3) 

und  folglich  ist  die  Anzahl  aller  nach  fi  incongruenten  Zahlen 
zugleich  die  Anzahl  (o,  0(i)  aller  auf  den  Modul  0[i  bezüglichen 
Zahlclassen,  aus  welchen  o  besteht;  da  ferner  Oft  >  o,  also 
(Oft,  o)  =  1  ist,  so  folgt  aus  (12)  in  §.  175  der  Satz: 

II.  Die  Anzahl  aller  nach  fi  incongruenten  Zahlen  ist 

(0,  Oll)  =  ±  N{(i).  (4) 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  (i  und  folglich  auch  N((i) 
von  Null   verschieden  ist;  wenn  aber  fi  verschwindet,  so  ist  die 
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Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  offenbar  unendlich  gross,  und 
die  Gleichung  (4)  bleibt  richtig,  wenn  (o,  Oft)  wieder  =  0  gesetzt 
wird  (§.  171);  doch  wollen  wir  diesen  uninteressanten  Fall  im 
Folgenden  ausschliessen.  Die  Betrachtung  der  Moduln  Ton 
der  Form  Ofi  wird  uns  auch  in  der  Folge  grosse  Dienste  leisten, 
und  ihre  Bedeutung  für  unsere  Aufgabe  spricht  sich  schon  in 
dem  folgenden  Satze  aus: 

III.  Die  Theübarkeit  der  ZcM  A  durch  die  Zahl  ^i  ist  gletek- 
bedeutend  mit  der  Theübariceit  des  Moduls  oA  durch  den  Modul 
Oft,  also  mit  oA  >  Oft. 

Dies  leuchtet  unmittelbar  ein;  denn  wenn  A  durch  ft  theilbar 
ist,  so  ist  nach  dem  zweiten  Elementarsatze  der  Theilbarkeit 
idde  durch  A  theilbare,  d.  h.  in  oA  enthaltene  Zahl  x  auch  theil- 
bar durch  ft,  also  in  Oft  enthalten,  mithin  oA  >  Oft;  und  um- 
gekehrt, wenn  oA  >  Oft,  so  ist  jede  in  oA  enthaltene  Zahl,  also 
2.  B.  A  selbst  auch  in  Oft  enthalten,  d.  h.  theilbar  durch  ft,  w. 
z,  b.  w. 

Um  hiervon  sogleich  eine  Anwendung  zu  machen,  erinnern 
wir  an  den  für  zwei  beliebige  Moduln  a,  b  geltenden  Satz 
(a,  b)  a  >  6  (§.  171,  I);  setzen  wir  a  =  o,  b  =  Oft,  so  folgt 
aus  (4)  der  Satz: 

IV.  Die  Norm  der  Zahl  ft  ist  theilbar  durch  (i. 

Derselbe  ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  daraus,  dass 
JV(ft)  das  Product  aus  den  n  mit  ft  conjugirten,  also  ganzen 
Zahlen,  und  dass  eine  derselben  =  ft  ist;  mithin  ist 

N{[i)  =  iiv,  (5) 

wo  V  das  Product  aus  den  übrigen  n  —  1  Factoren ,  also  eine 
ganze  Zahl  bedeutet,  welche  wir  das  Supplement*)  der  Zahl  [i 
nennen  wollen.  Da  ^(ft)  eine  rationale  Zalil,  und  folglich 
NN(fi)  =  N([iy  ist,  so  folgt  aus  (1); 

N(v)  =  N(ii)^-K  (6) 

Wir  bemerken  noch,  dass  jeder  Zahl  ft  (nach  §.  167)  eine 
bestimmte  Function   einer  Variabelen  t  entspricht,  welche  durch 

f(t)  =  (^  -  ft')  {t  -  ,1")  ...{t-  ^(-)) 

=  e«  +  ai<»-i  H +  an-it  +  an  ^  ^ 


'*.)  In  den  früheren  Auflagen  habe  ich  y  die  zu  in  adjungirte  Zahl 
genannt,  was  aber  unzweckmässig  erscheint,  weil  diesem  Worte  von 
Galois  eine  ganz  andere  Bedeutung  beigelegt  ist  (§.  160). 
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definirt  wird,  und  deren  Goefficienten  Ur  in  unserem  Falle  ganjse 
rationale  Zahlen  sind ;  insbesondere  ist 

S(fi)  =  -  o, ;  N(ii)  =  (-  1)»  an,  (8) 

und  da  f(^)  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  auch  hieraus  wieder  der 
Satz  IV  und  zugleich  die  Darstellung  des, Supplementes  v  durch 
die  Gleichung 

(-  1)~-'  V  =  ^«-1  +  Ol  ;*"-«  +  •  •  •  +  Un-i.  (9) 

Bedeutet  s  irgend  eine  (in  o  enthaltene)  Einheit,  also  eine 
Zahl,  welche  in  allen  ganzen  Zahlen  aufgeht  (§.  174),  so  ist  o 
theilbar  durch  0£,  und  folglich 

0  6  =  0,  (10) 

weil  0£  auch  theilbar  durch  o  ist;  und  umgekehrt,  wenn  eine 
Zahl  £  dieser  Bedingung  (10)  genügt,  so  ist  sie  offenbar  in  o  ent- 
halten und  zwar  eine  Einheit,  weil  die  in  o  enthaltene  Zahl  1, 
und  folglich  jede  ganze  Zahl  durch  s  theilbar  ist*).  Zufolge  (4) 
ist  diese,  Tiir  jede  in  o  enthaltene  Einheit  s  charakteristische 
Bedingung  (10)  gänzlich  gleichbedeutend  mit  der  folgenden 

N(s)  =  ±  1.  (11) 

Dasselbe  ergiebt  sich  aber  auch  so:  wenn  £  eine  Einheit  ist,  also 
in  der  Zahl  1  aufgeht,  so  geht  (nach  I)  die  ganze  rationale  Zahl 
N(i)  auch  in  ^(1),  d.  h.  in  1  auf  und  ist  folglich  =-f  1; 
umgekehrt,  wenn  eine  ganze  Zahl  £  der  Bedingung  (11)  genügt, 
so  geht  sie.  (nach  IV)  auch  in  der  Zahl  1  auf,  und  ist  folglich 
eine  Einheit. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Zahl  fi,  welche  von  Null  verschieden 
und  auch  keine  Einheit  ist,  so  ist  N{fi)  absolut  >  2,  und  um- 
gekehrt; jede  solche  Zahl  ^  ist  gewiss  durch  alle  Einheiten  £, 
und  ausserdem  durch  alle  mit  fi  associirten  Zahlen  £ft  theilbar. 
Nun  sind  zwei  Fälle  möglich:  wenn  die  Zahl  ft  ausser  den  eben 
genannten  Zahlen  £  und  sfi  keinen  anderen  Divisor  in  o  besitzt, 
so  heisst  ft  unzerlegbar  (in  o,  was  immer  hinzuzudenken  ist);  sie 
soll  dagegen  zerlegbar  heissen,  wenn  sie  einen  von  den  Zahlen  £ 
und  £/!.  verschiedenen  Divisor  a  besitzt.  In  dem  letzteren  Falle 
ist  ^tt  =  a  /5 ,  und  es  leuchtet  ein ,  dass  auch  ß  weder  eine  Ein- 
heit, noch  mit  fi  associirt  sein  kann,  weil  sonst  a  entweder  mit 


*)  Allgemein,  wenn  a  irgend  ein  endlicher,  von  Null  verschiedener 
Modul,  und  afi  =  a  ist,  so  ist  b  eine  in  der  Ordnung  a^  enthaltene  Ein« 
heit,  und  umgekehrt  genügt  jede  solche  Einheit  e  der  Bedingung  ae  :=:^  a. 
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fi  oder  mit  1  associirt  wäre;  da  ferner  N(f.i)  =  N{a)N(ß)  ist, 
so  folgt,  dass  (absolut)  N(ii)  >  N(a)  >  1  ist.  Zerlegt  man  nun 
a  und  /3,  falls  es  angeht^  weiter  in  solche  Factoren,  die  keine 
Einheiten  sind,  und  fahrt  man  so  fort,  so  ergiebt  sich  aus  der 
angeführten  Beschaffenheit  der  Normen,  dass  diese  Zerlegung 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  ihr  Ende  finden  mass; 
während  also  in  dem  aus  allen,  algebraischen  Zahlen  bestehenden 
Körper  eine  unbeschränkte  Zerlegbarkeit  der  ganzen  Zahlen 
stattfindet  (§.  174),  gilt  für  jeden  endlichen  Körper  Ä  der  fol- 
gende Satz: 

V.  Jede  zerlegbare  Zahl  ist  darstellbar  als  Produd  aus  einer 
eitdlichen  ÄnzaM  von  unzerlegbaren  Factor en. 

Diese  Operation  der  Zerlegung  einer  Zähl  ft  ist  vollständig 
analog  derjenigen,  welche  wir  früher  bei  den  Körpern  12  und  J 
(§§.  8  und  159)  beschrieben  haben;  aber  in  diesen  beiden  spe- 
ciellen  Fällen  besass  das  Schlussresultat  eine  grössere  Bestinunt- 
heit  als  dasjenige,  zu  welchem  wir  hier  gelangt  sind,  denn  wir 
konnten  damals  beweisen,  dass  das  System  der  unzerlegbaren 
Factoren  von  ft  ein  im  Wesentlichen  bestimmtes,  einziges  war. 
vorausgesetzt,  dass  zwei  associirte  Zahlen  als  nicht  wesentlich 
verschieden  angesehen  wurden.  Dieser  Nachweis  gründete  sieb 
bei  beiden  Körpern  auf  diejenige  Eigenschaft  ihrer  unzerlegbaren 
Zahlen,  welche  wir  den  Primzahl' Charakter  nennen  wollen,  die 
aber  bei  einem  beliebigen  endlichen  Körper  Ä  mit  der  ünzer- 
legbarkeit  keineswegs  nothwendig  verbunden  ist.  um  diesen 
Unterschied  kurz  bezeichnen  zu  können,  stellen  wir  der  obigen 
Eintheilung  der  Zahlen  o  in  zerlegbare  und  unzerlegbare  Zalilen 
die  folgende  gegenüber: 

Eine  von  Null  verschiedene  Zahl  /it,  welche  keine  Einheit  ist, 
soll  eine  Primzahl  (in  o)  heissen,  wenn  je  zwei  durch  ft  nicht 
theilbare  Zahlen  cd  auch  ein  durch  f*  untheilbares  Product  be- 
sitzen*); giebt  es  aber  zwei   durch  ^  nicht  theilbare  Zahlen  o, 

*)  Ist  also  aß  tbeilbar  darcb  die  Primzahl  /i,  so  ist  wenigstens  einer 
der  beiden  Factoren  «,  ß  durch  fi  tbeilbar.  —  Aus  dieser  Definition  folgt 
leicht,  dass  die  kleinste,  durch  .u  tbeilbare  natürliche  Zahl  p  eine  Primzahl 
in  i?,  und  dass  ±  N(ili)  =  ;j/  ist;  der  Exponent  /,  welcher  immer  >►  0 
und  ^  n  ist,  kann  der  Grad  der  Primzahl  /u  genannt  werden.  Die  Um- 
kehrung dieses  Satzes  ist  im  Allgemeinen  nicht  gestattet,  doch  gilt  der 
folgende,  ebenfalls  leicht  zu  beweisende  Satz:  ist  N(fj)  eine  Primzahl  in 
Ü,  so  ist  fi  eine  Primzahl  (ersten  Grades)  in  ü. 
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deren  Product  durch  (i  theilbar  ist,  so  soll  n  eine  ^fusammen' 
gesetzte  Zahl  heissen. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  jede  zerlegbare  Zahl  gewiss 
auch  eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  jede  Primzahl  gewiss  eine 
unzerlegbare  Zahl  ist.  In  den  beiden  speciellen  Fällen  der  Körper 
R  und  J  decken  sich  nun  beide  Eintheilungen  vollständig,  d.  h. 
jede  unzerlegbare  Zahl  ist  auch  eine  Primzahl,  und  jede  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist  auch  eine  zerlegbare  Zahl,  und  man 
erkennt  sofort,  dass  gerade  hieran  der  Grund  liegt,  weshalb  die 
Zerlegung  einer  Zahl  in  unzerlegbare  Factoren  eine  einzige,  völlig 
bestimmte  war  (§§.  8  und  159);  dieselbe  Bestimmtheit  der  Zer- 
legungen wird  deshalb  bei  allen  Körpern  Ä  vorhanden  sein,  bei 
welchen  die  Begriffe  der  unzerlegbaren  Zahl  und  der  Primzahl 
sich  vollständig  decken.  Sobald  aber  eine  unzerlegbare  Zahl  ft 
existirt,  welche  keine  Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl 
ist,  so  giebt  es  zwei  durch  fi  nicht  theilbare  Zahlen  o,  ^,  deren 
Product  y  durch  ft  theilbar,  also  von  der  Form  ^v  ist;  mag  man 
nun  die  Zahlen  a,  /5,  v,  wenn  sie  zerlegbar  sind,  auf  irgend 
welche  Weise  in  unzerlegbare  Factoren  aufgelöst  haben,  so  ent- 
springen aus  den  Gleichungen 

« 
y  =z  a  ß  und  y  =  [iv 

zwei  Zerlegungen  derselben  Zahl  y  in  unzerlegbare  Factoren,  und 
diese  beiden  Zerlegungen  sind  wesentlich  verschieden^  weil  unter 
den  Factoren  der  durch  (i  nicht  theilbaren  Zahlen  a  und  ß  kein 
einziger  mit  ^  associirt  sein  kann. 

Auf  eine  solche  Erscheinung  ist  Kummet'  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  diejenigen  Zahlengebiete  o  gestossen,  welche  aus 
dem  Problem  der  Kreistheilung  entspringen ;  aber  durch  die  Ein- 
führung seiner  idealen  Zahlen  ist  es  ihm  gelungen,  die  hiermit 
zusammenhängenden  grossen  Schwierigkeiten  zu  überwinden. 
Diese  Schöpfung  neuer  Zahlen  beruht  auf  einem  Gedanken, 
welcher  für  unseren  obigen  Fall  sich  etwa  in  folgender  Weise 
darstellen  lässt.    Wären  die  Zahlen  a,  /5,  ft,  v,  welche  durch  die 

Gleichung 

aß  =  iiv  (12) 

mit  einander  verbunden  sind,  ganze  rationale  Zahlen  und  zwar 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  würde  hieraus  nach  den  in 
JB  heiTschenden  Gesetzen  der  Theilbarkeit  eine  Zerlegung  dieser 
Zahlen  in  rationale  Factoren  folgen,  nämlich 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  35 
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ce  =  «i«ai  ß  =  ßißii  ^  =  ^ißij  V  =  /3i«a,  (13) 

und  zwar  würde  o^  relative  Primzahl  zu  ßi ,  und  ebenso  a^  rela- 
tive Primzahl  zu  ß^  sein;  selbst  wenn  man  nun  diese  Zerlegung 
nicht  wirklich  ausgeführt  hätte,  wenn  man  also  die  vier  ganzen 
rationalen  Zahlen  o^i^  n^^  ßi^  ßi  uoch  nicht  kannte,  so  wären  die- 
selben doch  wesentlich  bestimmt,  und,  was  das  Wichtigste  ist, 
man  wäre  mit  alleiniger  Hülfe  der  gegebenen  Zahlen  oc,  /3,  fi,  v 
völlig  im  Stande  zu  entscheiden,  ob  eine  beliebige  ganze  rationale 
Zahl  CD  durch  eine  der  unbekannten  Zahlen,  z.  B.  durch  oci ,  ^T- 
har  ist  oder  nicht;  denn  offenbar  ist  die  Congruenz 

€9  =  0  (mod.  Ol)  (14) 

völlig  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Gongruenzen 

ßci)  ^  0  (mod.  ft),    vcö  ^  0  (mod,  a).  (15) 

Wir  haben  es  nun  in  Wahrheit  nicht  mit  rationalen,  sondern 
mit  Zahlen  a^  ß^  fi,  v  zu  thun,  welche  dem  Gebiete  o  angehören, 
und  da  die  Zahl  ^  unzerlegbar,  und  keine  der  Zahlen  a,  ß  durch 
(i  theilbar  ist,  so  existirt  innerhalb  o  eine  Zerlegung  von  der 
Form  (13)  in  Wirklichkeit  nicht;  aber  obgleich  eine  Zahl  wie  oh 
nicht  in  o  vorhanden  ist,  so  kann  man  mit  Kummer  doch  eine 
solche  Zahl  o^  als  einen  idealen  Factor  der  wirklichen  Zahl  f»  in 
die  Untersuchung  einfuhren;  diese  ideale  Zahl  «i  tritt  zwar  nie- 
mals isolirt  auf,  aber  in  Verbindung  mit  anderen,  ebenfalls 
idealen  Zahlen  o^,  ß^  kann  sie  wirkliche  Zahlen  a,  fi  des  Gebietes 
0  erzeugen,  und  vor  allen  Dingen  lässt  sich  die  Theilbarkeii 
einer  beliebigen  wirklichen  Zahl  o  durch  die  ideale  Zahl  a^  mit 
voller  Klarheit,  nämlich  durch  jede  der  beiden  obigen  Gon- 
gruenzen (15)  definiren. 

Eine  solche  fingirte  Zahl  oc^  wird  man  eine  ideale  PrimzaÜ 
nennen,  wenn  je  zwei  durch  o^  nicht  theilbare  Zahlen  ein  Pro- 
duct  geben,  welches  ebenfalls  durch  «i  nicht  theilbar  ist;  man 
kann  auch  Potenzen  solcher  Primzahlen  einfuhren  und  die  Theil- 
barkeit  einer  beliebigen  wirklichen  Zahl  ca  durch  a*[  so  definiren, 
dass  die  Congruenz 

cö  ^  0  (mod.  ftj) 
als  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Gongruenzen 

^»^  «  =  0  (mod.  fi*-),    1/»^  Gl  =  0  (mod.  er) 
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angesehen  wird.  Zur  Erläuterung  möge  folgendes  einfache,  schon, 
in  §§.  16,  159  erwähnte  Beispiel  dienen  "*"). 

Der  quadratische  Körper  ß,  welcher  aus  einer  Wurzel  6  der 
Gleichung 

0«  4-  5  =  0  (16) 

entspringt,  hat  die  Grundzahl  D  =  —  20,  und  der  endliche  Modul 

0  =  [1,  0]  (17) 

ist  (nach  §.  175)  der  Inbegriff  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen 
Zahlen 

ix)=x  +  ye,  (18) 

wo  ^,  y  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.    Da  hieraus 

N(a})  =  ojoj'  =  (x  +  yd)  (x  —  yO)  =  a;«  +  5y*         (19) 

folgt  y  so  sind  die  einzigen  Einheiten  die  beiden  Zahlen  +  1. 
Nun  sind  die  vier  Zahlen 

a  =  3,  /J  =  7,  fA=l  +  20,  t/=l  —  20  (20) 

durch  die  Gleichung  (12)  mit  einander  verbunden,  und  zwar  sind 
sie  alle  tmaerlegbar;  denn  wäre  z.B.  a  =  3  =  aia3,  und  keine  der 
beiden  ganzen  Zahlen  a^,  a,  eine  Einheit,  so  würde  aus  N(a) 
=:  9  =  N(ai)N(a2)  folgen,  dass  N((Xi)  =  N(aq)  =s  3  sein  müsste, 
was  aber  zufolge  (19)  unmöglich  ist;  und  ebenso  würde  sich  die 
Dnzerlegbarkeit  der  drei  anderen  Zahlen  /3,  (i^v  beweisen  lassen"'*). 
Man  wird  daher  vier  ideale  Zahlen  oc^,  oc^,  /S^,  /3,  einführen  und 
so  definiren,  dass  eine  beliebige  Zahl  o  fheilbar  durch  oc^,  o^,  ß^^  /}, 
heisst,  wenn  die  entsprechende  Congruenz 

vfi)  ^  0  (mod.  3)  («j) 

ft(D  ^  0  (mod.  3)  (uj) 

fio  ^  0  (mod.  7)  (/Jj) 

V  o  =  0  (mod.  7)  (/Jj) 

erfüllt  ist.    Zufolge  (18)  und  (20)  ist  aber 

viD  =  (x+  I0y)  +  (y^2x)e  . 

ftö=(^-  lOy)  +  (»  +  2x)d,  ^    ^ 


*)  Dasselbe  ist  ausführlicher  behandelt  in  meiner  Abhandlung  Sur  la 
iheorie  des  nombres  entiers  älgebriques  §§.  7 — 12  (Paris  1877;  Abdruck  aus 
dem  Bulletin  des  Sciences  math.  et  astron.  vonDarboux  und  Hoüel,  Ir^serie, 
t  XI,  et  2«  Serie,  t.  I). 

**)  Vergl.  §§.  71,  159. 

35* 
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und  die. vorstehenden  Congruenzen  gehen  über  in 

I 

X  +    y  ^  0  (mod.  3)  («i) 

X  —    y  ^  0  (mod.  3)  (ec,) 

X  — 3y  =  0(mod.  7)  (ft) 

X  +Sy  =  0  (mod.  7).  (/?,) 

Setzt  man  ferner  üi  =  oTi  +  2/1  ö,  so  wird  oxdi  =  x^  -f  y«  Ö, 
wo  Xq  =  xo^i  —  5j/t/i,  j/a  =  a:t/i  +  J/^n  mithin  z.  B,: 

a:^  +  ya  =  {x  +  y)  {x^  +  yO    (mod.  3); 

hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (oj),  dass  das  Product  ocii  dann 
und  nur  dann  durch  die  ideale  Zahl  a^  theilbar  ist,  wenn  mindestens 
einer  der  beiden  Factoren  d,  d^  durch  cc^  theilbar  ist,  und  folg- 
lich werden  wir  a^  eine  ideale  PrimzaM  nennen;  ganz  dasselbe 
gilt,  wie  man  leicht  findet,  auch  für  die  drei  anderen  idealen 
Zahlen  a,,  /S^,  ß^.  Da  ferner  die  Zahl  ^  theilbar  durch  «i,  nn- 
theilbar  durch  o^,  und  ebenso  die  Zahl  v  theilbar  durch  04,  un« 
theilbar  durch  a^  ist,  so  sind  die  beiden  idealen  Primzahlen 
ctj ,  (X)  als  verschieden  anzusehen ,  und  in  demselben  Sinne  sind 
die  Zahlen  jS^,  ß^  von  einander  und  von  «i,  Og  verschieden.  Knn 
geht  aus  («j)  und  (oj)  hervor,  dass  eine  Zahl  0  dann  und  nur 
dann  durch  die  Zahl  a  =  3  theilbar  ist,  wenn  sie  sowohl  durch 
«1  als  auch  durch  Oj  theilbar  ist,  und  da  a^,  «3  für  zwei  ver- 
schiedene ideale  Primzahlen  zu  halten  sind,  so  wird  man  nach 
Analogie  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  die  Zahl  a  =  3  ab 
wesentlich  identisch  mit  dem  Produde  dieser  Zahlen  a^,  a^  an- 
sehen, also  in  diesem  Sinne  a  =  otiO^  setzen;  ebenso  würden 
sich  die  drei  anderen  Gleichungen  in  (13)  rechtfertigen  lassen, 
und  diese  Zerlegungen  der  Zahlen  a,  /),  ft,  v  in  ideale  Fadoren 
«1,  «2,  /Si,  jS,  würden  in  (12)  eine  schöne  Bestätigtmg  finden. 

Durch  die  Einführung  dieser  und  unendlich  vieler  anderen 
idealen  Primzahlen,  sowie  ihrer  Potenzen,  gewinnt  nun  die  Theorie 
dieses  Zahlengebietes  0  eine  bewunderungswürdige  Einfachheit; 
in  der  That  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  dem  überraschenden 
Resultate,  dass  die  in  der  Theorie  der  rationalen  (ebenso  der 
complexen)  Zahlen  herrschenden  allgemeinen  Gesetze  der  Theil- 
barkeit,  welche  in  unserem  Gebiete  0  ihre  Geltung  zu  verUeren 
drohten,  nun  vollständig  wieder  hergestellt  werden ;  jede  Zahl  o 
des  Gebietes  0  kann  wie  ein  Product  von  völlig  bestimmten  Po- 
tenzen von  wirklichen  oder  idealen  Primzahlen  angesehen  werden, 
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und  sie  geht  dann  und  nur  dann  in  einer  zweiten  Zahl  auf^  wenn 
diese  durch  jede  solche  Potenz  theilbar  ist.  - 

Mit  diesem  Versuche,  den  Grundgedanken  der  Kummer'schen 
Schöpfung  zu  erläutern,  müssen  wir  uns  hier  begnügen;  es  würde 
sich  nämlich  selbst  bei  dem  einfachen,  hier  gewählten  Beispiele 
bald  zeigen,  dass  eine  TÖllig  klare  und  strenge  Durchfuhrung 
dieser  Untersuchung  einige  Schwierigkeiten  darbietet,  die  zwar 
nicht  erheblich  sind,  deren  Beseitigung  aber  doch  etwas  um- 
ständlich ist.  In  bei  weitem  höheren  Maasse  treten  solche 
Schwierigkeiten  auf,  wenn  man  zu  Körpern  höheren  Grades  über- 
gehen oder  gar,  was  unsere  eigentliche  Aufgabe  ist,  die  allge- 
meinen Gesetze  der  Theilbarkeit  ergründen  will,  welche  für  jeden 
endlichen  Körper  Ä  gelten.  Wegen  dieser  Schwierigkeiten,  deren 
genauere  Erörterung  uns  hier  zu  weit  führen  würde*),  verzichten 
wir  im  Folgenden  gänzlich  auf  die  Einführung  idealer  Zahlen 
und  gründen  unsere  Theorie  auf  einen  anderen  Begriff,  den  Be- 
griff des  Ideals  y  worunter  immer  ein  mit  gewissen  charakteristi- 
schen Eigenschaften  begabtes  System  von  unendlich  vielen  wirk- 
lichen Zahlen  verstanden  werden  soll. 

Es  wird  gut  sein,  diesen  Begriff  an  unserem  obigen  Beispiele 
zu  erläutern.  Die  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung 
dafiir,  dass  eine  ganze  Zahl  (o  =  x  +  yO  durch  die  ideale  Prim- 
zahl Ol  theilbar  ist,  besteht  nach  (a^)  darin,  dass  x^  2y  (mod. 3), 
also  X  =  30  -{-  2y  ist,  wo  0  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet;  jede  solche  Zahl  co  ist  also  von  der  Form  S0  +  (2  +  6)y. 
Bezeichnet  man  daher  mit  q^  den  Inbegriff  dller  durch  0^  theil- 
baren  Zahlen  o,  so  ist 

a,  =  [3,  2  +  ö],  (22) 

und  ebenso  findet  man,  dass  die  Inbegriffe  aller  durch  «2,  ßi ,  /J, 
theilbaren  Zahlen  resp.  die  Moduln 

a,  =  [3,  l+e],  i,  =  [7,  3  +  0],  b,  =  [7,  4  +  0]        (22) 
sind.    Bilden  wir  nun  auch  die  Inbegriffe 

o«  =  [3,  30],    0/3  =  [7,  7Ö],  ,2R^ 

Oft  =  [1  +  2Ö,  -  10  +  0],  01;  =  [1  -  2  0,  10  +  6]         ^^ 

der  durch  o,  /3,  ft,  1/  theilbaren  Zahlen ,  von  denen  die  letzteren 

in  (21)  dargestellt  sind,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  acht 

Moduln  durch  die  Gleichungen 


*)  Vergl.  die  Einleitung  der  Schrift  Sur  la  thSarie  des  nomhres  entiers 
algehriques. 
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oa  =  aiüj,  0/3  =  bibj,  o/x  =  Oib«,  ov  =  biO,         (24) 

mit  einander  verbunden  sind.  Zunächst  freilich  erscheinen  die 
rechts  befindlichen  Producte  von  je  zwei  zweigliedrigen  Moduln 
als  die  viergliedrigen  Moduln 

a^a^  =  [9,  3  +  3Ö,  6  +  3Ö,  —  3  +  36] 
bi  b,  =  [49,  21  +  70,  28  +  7  e,  7  +  7  6] 
a,  b,  =r  [21,  12  +  3  0,  14  +  70,  3  +  60] 
bi  Qa  =  [21^  7  4-  70,  9  +  3  0,  -  2  +  4  e], 
aber  diese  und  auch  die  Moduln  0^,01;  lassen  sich  nach  der  in 
§.  172  angegebenen  Methode  auf  zweigliedrige  Moduln   von  der 
Form   [a,  b  -\-  cd]  reduciren,  wo  a,  6,  c  ganze  rationale  Zahlen 
bedeuten ;  diese  Reduction  ist  in  den  dortigen  Beispielen,  wo  man 
nur  coi  =  1^  (O2  =  0  zu  setzen  braucht,  schon  ausgeführt  und 
ergiebt  als  Resultat  die  Gleichungen  (24).    Offenbar  bilden  nun 
diese  Zerlegungen  (24),  in  welchen  nur  von  wirklich  in  0  ent- 
haltenen Zahlen  die  Rede  ist,  einen  vollständigen  Ersatz  für  die 
Zerlegungen  (13),  die  innerhalb  dieses  Gebietes  0  schlechterdings 
unausführbar  sind. 

§.  177. 

Das  soeben  behandelte  Beispiel  lässt  vermuthen,  dass  die 
eigenthümlichen  Lücken,  die  bei  der  Untersuchung  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen  cd  innerhalb  eines  Gebietes  0  auftreten 
und  eine  gewisse  UnvoUständigkeit  desselben  erkennen  lassen, 
dadurch  ausgefüllt  werden  können,  dass  man  statt  der  einzelnen 
Zahlen  gi  in  0  ganze  Systeme  solcher  Zahlen  einführt.  Am 
nächsten  liegt,  wenn  fi  eine  bestimmte,  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  0  bedeutet,  die  Betrachtung  des  schon  im  vorigen  Para- 
graphen besprochenen  Syste^ms  m  =  Ofi  aller  durch  fi  theübaren 
Zahlen  cofi.  Wir  heben  die  dort  erwähnten  Elementarsätze  der 
Theilbarkeit  nochmals  als  Eigenschaften  eines  jeden  solchen 
Systems  m  in  folgender  Weise  hervor: 

L  Das  System  m  besteht  aus  lauter  ganzen  Zahlen  des  Kör- 
pers Ä,  und  diese  Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addüian  und 
Subtradion^  d.  A.  m  ist  ein  durch  0  {heilbarer^  also  ganzer  Modul. 

IL  Ist  k  eine  in  m  enthaltene  ZaM^  so  ist  jede  durch  k  theil- 
bare  Zahl  cok  des  Körpers  Sl  ebenfalls  in  m  eiithalten^  d.  h.  das 
Product  om  ist  theilbar  durch  m. 
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Dieselben  beiden  Eigenschaften  kommen  aber  nicht  blos» 
solchen  Systemen  m  zu,  welche  von  der  Form  Ofi  sind,  sondern 
z.  B.  auch  dem  System  m  aller  in  ü  enthaltenen  Wurzeln  o  einer 
Congruenz  von  der  Form  va>  ^  0  (mod.  a),  wo  v  und  ec  be- 
stimmte Zahlen  in  o  bedeuten,  und  in  dem  eben  behandelten 
Beispiel  hat  sich  gezeigt,  dass  es  solche  Systeme  m  giebt,  welche 
schlechterdings  nicht  von  der  Form  Oft  sind,  die  aber  doch  einen 
wesentlichen  Dienst  leisten,  indem  sie  bei  den  Untersuchungen 
über  die  Theilbarkeit  einen  gewissen  Ersatz  für  die  fehlende 
{ideale)  Zahl  fi  liefern.  Diese  Erscheinung  veranlasst  uns,  Yon 
der  Existenz  einer  Zahl  ft,  durch  welche  ein  solches  System  m 
erzeugt  werden  könnte,  ganz  abzusehen  und  lediglich  an  den 
Eigenschaften  I  und  II  festzuhalten,  welche  an  sich  einen  voll- 
kommen klaren  und  bestimmten,  von  der  Existenz  einer  er- 
zeugenden Zahl  (i  unabhängigen  Sinn  haben.  Jedes  System  m, 
welches  diese  beiden  Eigenschaften  besitzt,  wollen  wir  (wegen  der 
im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Beziehung  zu  Kumnwr's 
idealen  Zahlen)  ein  Ideal  des  Körpers  i^  oder  des  Gebietes  o 
nennen;  ist  aber  m  =  Oft,  giebt  es  also  eine  Zahl  ft,  durch 
welche  das  Ideal  m  in  der  angegebenen  Weise  erzeugt  wird,  so 
soll  m  ein  Hauptideal  genannt  werden,  weil  solche  Ideale  unter 
den  übrigen  eine  ähnliche  oder  vielmehr  dieselbe  Stellung  ein- 
nehmen, welche  z.  B.  in  der  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  den  der  Hauptclasse  angehörigen  Formen  unter  den 
übrigen  zukommt. 

Zufolge  dieser  Definition  würde  die  Zahl  Null  für  sich  allein 
ein  Ideal  bilden,  und  manche  der  im  Folgenden  zu  entwickelnden 
Sätze  würden  ihre  Gültigkeit  auch  für  diesen  besonderen  Fall 
nicht  verlieren;  da  es  aber  für  die  Ausdrucksweise  lästig  sein 
würde,  die  etwaigen  Ausnahmen  immer  anzugeben,  so  wollen  wir 
diesen  Fall  lieber  gänzlich  ausschliessen.  Die  vollständige  De- 
finition lautet  daher: 

III.  Ein  Modul  m  heisst  ein  Ideal  {in  o),  wenn  er  von  Null 
verschieden  ist  und  den  beiden  Bedingungen  m  >  o,  ont  >  m 
genügt. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  aus  dieser  Erklärung 
alle  Eigenschaften  der  in  o  enthaltenen  Ideale  und  alle  ihre 
Beziehungen  zu  einander  abzuleiten.  In  dieser  Theorie  der  Ideale 
sind  (nach  §.  176,  III)  jedenfalls  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der 
Zahlen  innerhalb  o  vollständig  enthalten ;  aber  es  wird  sich  auch 
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umgekehrt   zeigen,    dass    diese   Theilbarkeitsgesetze    nur    durch 

Zuziehung  ailer  Ideale  gewonnen  werden  können.    Da  jedes  Ideal 

ein  Modul  ist,  so  benutzen  wir  hierbei  alle  Begriffe  und  Sätze 

der  allgemeinen  Theorie  der  Moduln  (§§.  168 — 172);  die  Theorie 

der  Ideale  m  wird  aber  in  Folge  der  zweiten  Eigenschaft,  nach 

welcher  om  >  tu  ist,  eine  bei  Weitem  bestimmtere  Gestalt  erhalten. 

Wir  bemerken   zunächst,    dass   jedes  Ideal  m    zufolge  der 

ersten  Eigenschaft  tn  >  o   ein   endlicher  Modul  ist  (§.  172,  V), 

und  da  es  zufolge  der  zweiten  Eigenschaft  om  >  m  offenbar  n 

Yon  einander  unabhängige  Zahlen  enthält,  so  ist  jedes  Ideal  m 

ein  Modul  von  der  Form  (8)  in  §.  175.     Sodann  leuchtet  ein. 

dass  diese  zweite  Eigenschaft,  weil  J  >  o,  also  m  >  om  ist,  sich 

in  der  schärferen  Form 

om  =  m  (1) 

darstellen  lässt,  und  hierin  liegt,  weil  o  offenbar  selbst  ein  MeaJ 
ist,  ein  erster  Satz  über  die  Multiplication  der  Ideale,  mit  welcher 
wir  uns  sogleich  näher  zu  beschäftigen  haben.  Schon  hieraus 
erkennt  man,  dass  dieses  in  allen  Idealen  aufgehende  Ideal  o 
hier  dieselbe  Stellung  einnimmt,  wie  die  Zahl  1  in  der  rationalen 
Zahlentheorie.  Wir  können  hinzufügen,  dass  o  ein  Hauptidedl 
ist;  denn  wenn  6  =  1  oder  irgend  eine  andere  Einheit  ist,  so 
ist  06  =  0  (§.  176,  (10)),  Ferner  leuchtet  ein,  dass  ein  Haupt- 
ideal Oft  stets  und  nur  dann  durch  ein  Ideal  m  theilbar  ist 
wenn  die  Zahl  ft  in  m  enthalten  ist,  weil  o  m  >  m,  und  f*  in  o^ 
enthalten  ist.  Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  von  jeder  in  m 
enthaltenen  Zahl  fi  (selbst  von  der  Zahl  Null)  auch  sagen,  sie 
sei  theilbar  durch  m,  oder  m  gehe  in  fi  auf  ^  oder  m  sei  ein 
Theiler  von  ft.  Offenbar  ist  o  das  einzige  Ideal,  das  in  einer 
Einheit  e  aufgeht,  weil  oa  =  o  ist.  Ebenso  soll  ein  Ideal  m 
theilbar  durch  die  Zahl  a  heissen,  wenn  m  >  oa,  also  jede  in  m 
enthaltene  Zahl  fi  durch  a  theilbar  ist;  setzt  man  fi  =  aß^  so 
erkennt  man  leicht,  dass  die  Quotienten  /S,  welche  allen  Zahlen 
(i  entsprechen,  ein  Ideal  b  =  mar^  bilden,  mithin  m  =  cb  ist 
(vergl.  den  unten  folgenden  Satz  VII).  Nach  diesen  vorläufigen 
Bemerkungen  wenden  wir  uns  zu  den  folgenden  Hauptsätzen 
über  die  Multiplication  der  Ideale. 

IV.    Das  Product  von  zwei  Idealen  a,  b  ist  ein  Ideal  und 
zwar  ein  gemeinsames  Vielfaches  von  a,  b,  mithin 

ab>a  — b.  (2) 


J 
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Denn  weil  a  4ind  b  von  Null  yerschieden  sind,  so  gilt  das* 
selbe  von  ab;  aus  oa  =  o  folgt  ferner  o(ab)  =  (oo)b  =  ab;  da 
endlich  a  und  b  durch  o  theilbar  sind,  so  ist  ab  (nach  §.  170,  l) 
theilbar  durch  ob  und  ao,  d.  h.  durch  b  und  a,  also  auch  durch 
0,  w.  z.  b.  w. 

V.  Jedes  Ideal  m  ist  ein  eigentlicher  Module  dessen  Ordnung 

=  0,  mithin 

m  m-*  =  0.  (3) 

Denn  m  ist  ein  endlicher,  von  Null  yerschiedener  Modul,  der 
aus  lauter  algebraischen  Zahlen  besteht;  mithin  lässt  sich  m  (nach 
§•  173,  VI)  durch  Multiplication  mit  einem  Modul  n,  dessen  Zahlen 
im  Körper  Sl  enthalten  sind,  in  einen  Modul  mn  verwandeln,  welcher 
<  )  ist  und  aus  lauter  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  besteht, 
also  >  0  ist;  da  nun  oj  =  00  =  o,  und  o(mn)  =  (om)n  =  mn 
ist,  so  folgt  aus  }  >  mn  >  0  durch  Multiplication  mit  o,  dass 
mn  =  0  ist,  woraus  alles  Uebrige  sich  leicht  ergiebt.  Denn 
wenn  man  mit  der  Ordnung  m°  multiplicirt  und  berücksichtigt, 
dass  stets  mm®  =  m  ist  (§.  170,  (23)),  so  erhält  man  zunächst 
om^  =  0,  also  m®  >  o,  und  da  andererseits  aus  om  >  m  auch 
0  >  m^  folgt,  80  ist  mo  =  0  *).  Jedes  Ideal  m  ist  also  ein  Factor 
seiner  Ordnung  o  =  mn,  und  hieraus  folgt  (nach  §.  170,  V),  dass 
m  ein  eigentlicher  Modul,  dass  m~^  =  on,  und  mm-^  =  o  ist,  w. 
z.  b.  w. 

VI.  Sind  a,  b,  b'  Ideale^  und  ist  ab  >  ab',  so  ist  b  >  b'; 
aus  ab  =  ab'  folgt  b  =  b',  und  wenn  a  >  ab,  so  ist  b  =  o. 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Multiplication  mit  a—^ 
mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (1). 

VII.  Ist  das  Ideal  m  theilbar  durch  das  Ideal  a,  so  giebt  es 
ein  (und  nur  ein)  Ideal  b,  welches  der  Bedingung  ab  =  m  genügt^ 
und  zwar  ist  b  =  m  :  a  =  m  a~  ^ 

Denn  der  Modul  b  =  ma-"S  welcher  (nach  §.  170,  VII)  auch 
=  m  :  a  ist,  erfüllt  zufolge  (3)  und  (1)  die  Forderung  ab  =  m 
und  ist  daher  auch  von  Null  verschieden ;  aus  m  >  a  folgt  durch 
Multiplication  mit  a"~S  dass  b>o  ist,  und  da  ob  =  (om)a~* 
=r  m  a"^  =  b  ist,  so  ist  b  ein  Ideal,  w.  z.  b.  w. 


*)  Dies  würde  sich  auch  ohne  Zuziehong  des  Satzes  VI  in  §.  178  leicht 
beweisen  lassen. 
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Durch  diesen  Satz,  welcher  als  eine  Umkehning  des  Satzes 
IV  angesehen  werden  kann,  ist  der  wichtige  Zusammenhang 
zwischen  den  Begriffen  der  Th-eübarJceü  der  Ideale  und  ihrer 
MuUipUcation  aufgedeckt*).  Der  Kürze  halber  wollen  wir  in  der 
Folge  unter  einem  Factor  eines  Ideals  m  ausschliesslich  jeden 
Theiler  a  von  m  verstehen,  der  selbst  ein  Ideal  ist.  Dann  besteht 
folgender  Satz: 

Vin.    Die  Anzahl  der  Fadoren  eines  Ideals  ist  endlich. 

Denn  wählt  man  aus  dem  Ideal  m  nach  Belieben  eine  von 
Null  verschiedene  Zahl  ft,  so  ist  (nach  §.  176,  II)  die  Claasen- 
anzahl  (o,  Oft)  =  ±  N(fi)  >  0,  und  folglich  giebt  es  (nach  §.  171, 
II)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Moduln,  welche  >  o  und 
zugleich  <  Oft  sind;  da  aber  o/it  >  tn,  so  ist  jeder  Factor  von  m 
ein  solcher  Modul,  und  folglich  ist  auch  die  Anzahl  dieser  Fac- 
toren  endlich,  w.  z.  b.  w. 

IX.  Jedes  Ideal  m  kann  durch  MuUipUcation  mit  einem  Ideal 
n  in  ein  Hauptideal  o^t  =  mn  verwandelt  werden**). 

Denn  wenn  ft  wieder  irgend  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  m  bedeutet,  so  ist  Oft  >  m,  woraus  der  Satz  (nach  VII) 
folgt.  Da  ferner  N{^)  (nach  §.  176,  IV)  durch  ft,  also  auch 
durch  m  theilbar  und  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich 
(aus  §.  172,  I)  noch  der  folgende  Satz: 

X.  In  jedem  Ideal  nt  giebt  es  unendlich  viele  rationale  Zahlen, 

deren  Inbegriff 

m  —  i  =  [w] 

ist^  wo  m  =  (i^  m)  die  kleinste  durch  m  theilbar e  natürliche  Zahl 
bedeutet. 

§.  178. 

Der  grösste  gemeinsame  Theiler  a  +  b  und  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  a  —  b  von  zwei  Idealen  a,  b  sind  ebenfalls 

*)  Hierin  bestand  die  grösste  Schwierigkeit,  welche  bei  der  ersten  Be- 
gründung der  Ideal-Theorie  zu  überwinden  war.  Um  dieselbe  zu  wärdig^n, 
vergleiche  man  die  zweite  und  dritte  Auflage  dieses  Werkes  und  §.  23 
meiner  Schrift  Sur  la  theorie  des  nombres  entiers  algebriques  (Paris  1877); 
denn  wenn  jetzt  durch  Zuziehung  des  Satzes  VI  in  §.  178  dieser  Cardinal- 
punct  schon  im  Anfange  der  Theorie  gewonnen  wird,  so  lassen  die  früheren 
Darstellungen  das  Wesen  desselben  deutlicher  erkennen,  was  für  gewisse 
Veraligem*einerungen  der  Ideal-Theorie  sehr  'wichtig  ist. 

**)  Vergl.  §.  178,  XL 
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Ideale.  Denn  jedenfalls  sind  die  Moduln  a  +  i  und  a  —  b  theil- 
bar  durch  o,  weil  dasselbe  von  a  und  b  gilt;  da  nun  a  —  b 
theilbar  ist  durch  a  und  b,  so  ist  o(a — b)  theilbar  durch  oa  und 
ob,  d.  h.  durch  a  und  b,  also  auch  durch  a  —  b;  und  da  das  von 
Null  verschiedene  Product  ab  (nach  §.  177,  IV)  durch  a  —  b 
theilbar  ist,  so  ist  a  —  b  auch  von  Null  verschieden  und  folglich 
ein  Ideal.  Da  femer  o(a  +  b)  =  oa  +  ob  =  o  +  b,  und  a  +  h 
als  Theiler  des  Ideals  a  oder  b  gewiss  von  Null  verschieden  ist, 
so  ist  a  -{-  b  ein  Ideal.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  gemein- 
samen grössten  Theiler  und  kleinsten  Vielfachen  von  beliebig 
vielen  Idealen,  und  es  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 

I.  Sind  a,  b,  c  .  •  •  beliebige  Ideale^  so  ist  deren  kleinstes  ge- 
meinsames Vielfaches 

a  —  b  —  c  —  •  •  •  =  aai  =  bbi  =  cci  =  . ..,  (1) 

wo  Ol,  bi,  Ci . . .  Ideale  bedeuten^  deren  grösster  gemeinsamer  Theiler 

öl  +  bi  +  Ci  H =  0  (2) 

ist. 

Denn  wenn  man  der  Kürze  wegen  m  =  a  —  b  —  c  —  --- 

und  n  =  aj  +  bi  -f-  Ci  +  •  •  •  setzt,  so  ist  das  Ideal  m  theilbar 
durch  a,  b,  c  .  .  .,  und  folglich  genügen  (nach  §.  177,  Vü)  die 
Ideale  aj  =  tna-^  bi  =  mb-S  q  =  mc-^  ...  den  Bedingungen 
(1);  da  sie  femer  alle  durch  das  Ideal  n  theilbar  sind,  so  sind 
auch  die  Producte  aiU""^,  bxit^^,  qn"^  .  •  .  Ideale,  und  hieraus 
folgt  nach  (1),  dass  mn-^  (zufolge  §.  177,  IV)  durch  a,  b,  c  .  .  . 
theilbar,  also  inn-*>m,  m>mn,  mithin  (nach  §.  177,  VI) 
n  =  0  ist,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  Beweise  folgt,  dass  der  in  (2)  enthaltene  Satz  auch 
in  der  Form 

(a  _  b  _  c )-i  =  a-i  +  b-^  +  c-i  +  .  .  .        (3) 

dargestellt  werden  kann;  er  bildet  das  dualistische  Gegenstück 
zu  dem  Satze 

(a  +  b  +  c  H )-i  =  a-i  _  b-i  —  c-i ,       (4) 

welcher  eine  unmittelbare  Folge  des  zweiten  Modulsatzes  (18j  in 
§.  170  ist. 

II.  Zu  je  zwei  Idealen  a,  b  gehören  zwei  Ideale  a\  b',  welche 

den  Bedingungen 

a  — b  =  ab'  =  ba'  (5) 

a'  +  b'  =  0  (6) 

a  =  {a  +  b)a',  b  =  (a  +  b)b'  (7) 
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genügen]  zugleich  ist 

(a  +  b)(a  — b)  =  ob.  (8) 

Die  Gleichungen  (5),  (6)  folgen  als  specieller  Fall  aus  (1), 
(2);  multiplicirt  man  (6)  mit  a  oder  mit  b,  so  folgt  (7)  aus  (5), 
und  wenn  man  (5)  mit  a  +  b  multiplicirt,  so  folgt  (8)  aus  (7), 
w.  z.  b.  w. 

Ersetzt  man  a  und  b  in  (8)  durch  ac  und  bc,  wo  c  ein  be- 
liebiges Ideal  bedeutet,  und  dividirt  durch 

ac  +  bc  =  (Q  +  b)c,  (9j 

so  folgt  aus  (8)  auch  der  Satz*) 

ac  —  bc  =  (a  —  b)c;  (10) 

derselbe  ergiebt  sich  auch  aus  (5),  wenn  man  bedenkt,  dass 
zufolge  (7)  und  (9)  die  Ideale  a',  b'  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  a,  b  durch  ac,  bc  ersetzt 

Zwei  Ideale  a,  b  heissen  relative  Primideale^  wenn  ihr  grösster 
gemeinsamer  Theiler  a  +  '^  =  ^  ist.  In  diesem  Falle  sind  die 
eben  mit  a',  V  bezeichneten  Ideale  (welche  zufolge  (6)  immer 
relative  Primideale  sind)  identisch  mit  a,  b,  und  zufolge  (8)  oder 
(5)  ist  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  zweier  relativen  Prim- 
ideale  ziu/leich  ihr  Frodttct;  umgekehrt  folgt  aus  a  —  b  =  Qb| 
dass  a  -f-  b  =  0,  dass  also  a,  b  relative  Primideale  sind.  Offen- 
bar ist  0  relatives  Primideal  zu  jedem  Ideal,  also  auch  zu  sich 
selbst,  und  kein  anderes  Ideal  hat  diese  Eigenschaft.  Die 
zunächst  folgenden  Sätze  stimmen  vollständig  mit  denen  der 
rationalen  Zahlentheorie  überein  (§.  5),  wobei  wir  ein-  für  allemal 
bemerken,  dass  mehr  als  zwei  Ideale  dann  und  nur  dann  relative 
Primideale  heissen  sollen,  wenn  jedes  von  ihnen  relatives  Prim- 
ideal zu  jedem  der  übrigen  ist. 

III.  Sind  a,  b  relative  Primideale^  und  ist  c  ein  beliebiges  Ideoiy 
so  ist  der  grösste  gemeinschafiliche  Theüer  der  beiden  Ideale  a,  bc 
zugleich  derjenige  der  beiden  Ideale  a ,  c ,  also  a-|-bc  =  a  +  c 

Denn  durch  Multiplication  von  a  -|-  b  =  o  mit  c  folgt  eu- 
nächst  ac  -f  bc  =  c;  addirt  man  a  und  bedenkt,  dass  oc  >  o. 
also  ac  +  a  =  a  ist,  so  folgt  a  -|-  bc  =  a  -|-  c,  w.  z.  b.  w. 


♦)  Vergl.  die  Sätze  (8) ,  (9)  in  §.  170.  —  Wir  bemerken  noch ,  dus  die 
in  der  Anmerkung  zu  §.  171  anf  S.  510  erwähnte  Gruppe  von  28  Modabit 
welche  aus  drei  beliebigen  Moduln  a,  b,  c  entspringt,  anf  eine  Gruppe  von 
18  Moduln  einschrumpft,  falls  a,  b,  c  Ideale  sind,  weil  gleichzeitig  die 
dortige  Classenanzahl  d  =:  l  wird. 
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IV.  Ist  a  relatives  Primidedl  zu  jedem  der  beiden  Ideale  h ,  c, 
so  ist  a  auch  relatives  Primideal  zu  deren  Producte  bc. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  weil 
a  +  c  =  0  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  (wie 
in  §.  5)  der  Satz: 

V.  Ist  jedes  der  Ideale  0,01,02,03...  relatives  Primideal 
zu  jedem  der  Ideale  b,  bi,  bj . . .,  so  sind  auch  die  beiden  Producte 
Oüi  OfiOa .  .  .  und  bbibg  .  .  .,  und  ebenso  au^h  irgend  zwei  Potenzen 
a*",  b'  relative  Primidedl^ 

VI.  Sind  0,  b  relative  Primideale ^  und  ist  bc  >  0,  so  ist 
auch  c  >  0. 

Dies  folgt  ebenfalls  aus  III,  weil  0  +  6c  =  o  ist. 

VII.  Sind  0,  b  relative  Primideäle^  so  ist  jeder  Factor  0'  vo7i 
a  relatives  Primideal  zu  jedem  Factor  V  von  b. 

Denn  aus  0  >  0'  >  0  und  b  >  b'  >  0  folgt  0  +  b  >  0'  +  b'  >  0, 
und  da  0  +  b  =  0  ist,  so  ist  auch  a'  +  b'  =  0,  w.  z.  b.  w. 

VIII.  Sind  0,  b,  c  .  .  .  relative  Primideale^  so  ist  ihr  kleinstes 
gemeinsames  Vielfaches  zugleich  ihr  Producta  also 

a  —  b  —  c  —  •  •  •  =  obc ...  (11) 

Für  zwei  relative  Primideale  0,  b  ist  dieser  Satz  schon  oben 
aus  II.  abgeleitet.  Nehmen  wir  an,  er  sei  für  r  relative  Prim- 
ideale b,  c  .  .  .  bewiesen,  und  o  sei  relatives  Primideal  zu  jedem 
von  ihnen,  also  auch  zu  ihrem  Producte  Oi  =  bc-"  =  b  —  c  —  •••, 
so  ist  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  aller  (r  -|-  1)  Ideale 
=  0  —  Ol  =  oOi,  mithin  gilt  der  Satz  allgemein,  w.  z.  b.  w. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  im  Satze  I  auftretenden 
(r  +  1)  Ideale  Oj ,  bi ,  Ci  .  .  .  in  unserem  Falle  die  aus  je  r  von 
den  Idealen  0,  b,  c  .  .  .  gebildeten  Producte  sind.  —  Aus  den 
vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nun  der  folgende  wichtige 
Existenzsatz  *) : 


*)  AQf  den  ersten  Blick  könnte  es  scheinen,  als  müsste  derselbe  aaoh 
für  beliebige  Moduln  gelten.  Dies  ist  wirklich  noch  wahr,  wenn  nur  zwei 
Moduln  Cj,  C2  vorlief^en;  denn  wählt  man  aus  a  zwei  Zahlen  »],  fv^,  von 
denen  die  erste  nicht  in  c^,  die  zweite  nicht  in  C2  enthalten  ist,  so  hat 
mindestens  eine  der  drei  Zahlen  a^,  a^y  ni-^c^^  offenbar  die  geforderte 
Eigenschaft.  Dass  aber  schon  für  drei  Moduln  C|,  -Cj,  C3  der  Satz  nicht 
allgemein  gilt,  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung  des  Beispiels 

0  =  [1,  H.  «i  =  [2,  H.  Ca  =  [1,  2  a*].   c«  =  [2,  1  +  iü], 
wo  Ol  irgend  eine  irrationale  Zahl  bedeutet  (vergl.  §.  171,  lY). 
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IX.  Ist  das  Ideal  Q  durch  heins  der  Ideale  Ci,  c«  .  .  .  theübar, 
so  giebt  es  in  a  auch  eine  Zahl  «,  welche  in  keinem  der  Ideale  c 
enthalten  ist 

Wenn  nur  ein  einziges  Ideal  c  vorliegt  (oder  wenn  a  ein 
Hauptideal  ist),  so  versteht  sich  der  Satz  von  selbst.  Wir  nehmen 
an,  er  sei  schon  für  alle  Fälle  bewiesen,  wo  die  Anzahl  der 
Ideale  c  kleiner  als  r  ist,  und  zeigen,  dass  er  dann  auch  für  r 
Ideale  Ci,  C2  .  .  .  (V,  mithin  allgemein  gilt.  Jedem  dieser  Ideale 
c,  entspricht  ein  Ideal  b„  welches  der  Bedingung  ab,  =  a  —  c, 
genügt  und  folglich  von  0  verschieden  ist;  das  Ideal  a  ist  durch 
keins  der  r  Producte  ab,  theilbar,  und  es  genügt,  die  Existenz 
einer  in  a  enthaltenen  Zahl  a  nachzuweisen,  welche  durch  keins 
dieser  Producte  und  folglich  auch  durch  keins  der  Ideale  c« 
theilbar  ist.  Giebt  es  nun  unter  den  r  Idealen  b«  ein  Paar,  z.  B. 
bi  und  bj,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  von  0  ver- 
schieden ist,  so  ist  a  auch  nicht  theilbar  durch  a(bi  +  bj),  und 
folglich  giebt  es  (nach  unserer  Annahme)  in  a  eine  Zahl  a, 
welche  durch  keins  der  (r  —  1)  Ideale  a(bi  +  bj),  abs  .  .  -  abr 
theilbar  ist,  mithin  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  weil  ab^ 
und  ab^  durch  a(bi  +  bj)  theilbar  sind.  Es  bleibt  daher  nur 
noch  der  Fall  übrig,  wo  die  r  Ideale  b,  relative  Primideale  sind. 
Dann  ist  jedes  dieser  Ideale  b«  relatives  Primideal  zu  dem  aus 
allen  übrigen  gebildeten  Producte  bl,  und  da  b,  von  0  verschieden 
ist,  so  ist  b^  nicht  theilbar  durch  b,,  also  aV,  auch  nicht  theilbar 
durch  ab«,  und  es  giebt  folglich  in  aVa  eine  Zahl  ce„  welche  nicht 
durch  a  b,  theilbar  ist.  Setzt  man  nun  a = «i  +  a,  4-  •  •  •  -|-  «r^ 
80  ist  die  Zahl  a  wie  jede  der  r  Zahlen  a,  in  a  enthalten ,  aber 
sie  kann  durch  keins  der  r  Producte  ab,  theilbar  sein;  denn  weil 
die  Ideale  b^,  b»  ...  K  alle  durch  bi,  also  die  Zahlen  Oj,  a, ...  «^ 
alle  durch  a  b^  theilbar  sind,  während  das  Gegentheil  für  oci  gilt, 
so  kann  auch  a  nicht  durch  a  bi ,  und  ebenso  wenig  kann  a  durch 
eins  der  übrigen  Producte  ab,  theilbar  sein.  Mithin  hat  die 
Zahl  a  die  geforderte  Eigenschaft,  w.  z.  b.  w. 

X.  Sind  a,  b  irgend  zwei  Ideale^  so  kann  man  eine  voti  Null 
verschiedene  Zahl  a  immer  so  wählen^  dass  ab  +  oa  =  a,  aZ^o 
ab  —  oa  =  ba  uyird. 

Denn  wenn  b  =  0  ist,  so  genügt  offenbar  jede  Zahl  a  des 
Ideals  a  dieser  Forderung.  Ist  aber  b  von  0  verschieden,  und 
bezeichnet  man  mit  c  alle  Ideale,  welche  <  ab  und  zugleich  >  a, 
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aber  verschieden  von  a  sind,  so  giebt  es,  weil  deren  Anzahl 
(nach  §.  177,  VIII)  endlich  ist,  in  a  eine  Zahl  «,  welche  durch 
keins  der  Ideale  c  theilbar  ist;  mithin  ist  auch  das  Ideal  ab  +  oa 
verschieden  von  allen  c,  und  da  es  ebenfalls  <  ab  und  >  a  ist, 
so  muss  ab  +  o«  =  a,  und  nach  (8)  zugleich  ab  —  o«  =  b« 
sein,  w.  z.  b.  w. 

XL  Sind  a,  b  Ideale^  so  lässt  sich  a  in  ein  Hauptideal  o« 
verwandeln  durch  Multiplication  mit  einem  Ideal  m,  welches  rela- 
tives Primideal  eu  b  ist. 

Denn  setzt  ipan  in  dem  vorigen  Satze  das  durch  a  theilbare 
Hauptideal  o  a  =  a  tn ,  so  ist  a  b  +  a  m  =  a  (b  +  m)  =  a,  also 
b  "4-  m  =  0,  w.  z.  b.  w. 

XII.  Jedes  Ideal  a  ist  darstellbar  als  grösster  gemeinsamer 
Theüer  von  zwei  Hauptidealen. 

Denn  wählt  man  nach  Belieben  aus  a  eine  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  iiy  so  ist  oft  =  ab,  und  man  kann  (nach  X)  die 
Zahl  a  so  wählen,  dass  o  ft  +  o  a  =  a  wird,  w.  z.  b.  w. 

Xni.  Zwei  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  in  o  sind  stets 
und  nur  dann  relative  Primzahlen^  wenn  die  durch  sie  erzeugten 
Hauptideale  oa,  o/)  relative  Primideale  sind,  und  es  giebt  dann 
immer  zwei  Zahlen  {,  iy  in  o,  welche  der  Bedingung 

a|  -h/Ji^  =  l  (12) 

genügen. 

Denn  wenn  oa  -f  0/3  =  o  ist)  so  ist  die  in  o  enthaltene 
Zahl  1  als  Summe  von  zwei  in  oo,  o/3  enthaltenen  Zahlen,  also 
in  der  Form  (12)  darstellbar,  d.  h.  m,  /?  sind  relative  Primzahlen 
(§.  174).  Im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  oa  +  o/5  verschieden 
von  0,  also  oa  —  o/J  zufolge  (8)  ein  echter  Theiler  von  oaß  ist, 
giebt  es  eine  durch  a  und  ß  theilbare,  d.  h.  eine  in  oa  —  oß 
enthaltene  Zahl  ©,  welche  nicht  durch  aß  theilbar  ist,  und  folg- 
lich können  a,  ß  (nach  §.  174)  nicht  relative  Primzahlen  sein, 
w.  z.  b.  w. 

Der  zweite  Theil  dieses  Satzes  ergiebt  sich  auch  unmittelbar 
aus  der  Anmerkung  zu  §.  174;  denn  zufolge  derselben  giebt  es, 
wenn  a,  ß  relative  Primzahlen  in  o  sind,  auch  zwei  in  o  enthal- 
tene Zahlen  f,  iy,  welche  die  Bedingung  (12)  erfüllen,  und  hieraus 
folgt  offenbar  oa  -f  o/3  =  o.  Aber  beide  Beweise  fliessen,  wie 
man  leicht  sieht,  aus  derselben  Quelle,  nämlich  aus  dem  Satze  VI 
in  §.  173. 
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Wir  bemerken  noch,  dass  wir  unter  dem  grössten  gemein- 
samen Theiler  eines  Ideals  m  tmd  einer  Zahl  a  (selbst  wenn 
letztere  =  0  sein  sollte)  immer  das  Ideal  m  -f-  oa  verstehen;  und 
wir  sagen,  m  sei  relatives  Primideal  zu  a,  oder  a  sei  relative 
Primzahl  zu  m,  wenn  m  +  oa  =  o  ist*).  Dann  besteht  folgender 
Satz : 

XIV.  Ist  m  relatives  Primideal  zu  der  rudürlichen  Zahl  l, 
so  ist  die  kleinste  durch  m  theübare  natürliche  Zahl  m  =  (j ,  m) 
auch  relative  Frimzahl  zu  k. 

Denn  bedeutet  e  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der 
Zahlen  m  =  em^  und  k^  so  ist  ihr  kleinstes  gemeinsames  Viel- 
faches km'  theilbar  durch  m  und  oft,  also  auch  durch  m  —  ofc=tm; 
mithin  ist  m'  theilbar  durch  m,  folglich  w'  =  w,  e=  1 ,  w.  z.  b.  w. 


§.  179. 

Das  Ideal  o  hat  nur  den  einzigen  Factor  o.  Jedes  von  o 
verschiedene  Ideal  p  besitzt  gewiss  zwei  verschiedene  Factoren, 
nämlich  o  und  p,  und  es  soll  ein  (absolutes)  Primideal  heissen, 
wenn  es  keine  anderen  Factoren  hat.  Ein  Ideal,  welches  mehr 
als  zwei  verschiedene  Factoren  besitzt,  heisst  zusammengesäit 
(vergl.  §.  8).  Aus  dieser  Erklärung  ergeben  sich  die  folgenden 
Sätze. 

I.  Ist  p  ein  Primideal ^  und  a  irgend  ein  Ideale  so  ist  ent- 
weder a  theilbar  durch  p,  oder  a  und  p   sind  relative  Primideah 

Denn  das  Ideal  a  -f-  P  ist  als  Factor  von  p  entweder  =  p, 
oder  =  0,  und  im  ersteren  Falle  ist  a  >  p,  w.  z.  b.  w. 


'*')  Endlich  erwähnen  wir,  dass  jeder  Idealbruch^  d.  h.  jeder  Qaotient 
von  zwei  Idealen,  immer  ein  im  Körper  ^  enthaltener  endlicher  Modal  i 
von  der  Ordnnng  o  ist,  und  dass  umgekehrt  jeder  solche  Modal  i  auf  un- 
endlich viele  Arten  als  Idealbrach,  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  aU  ein 
solcher  Idealbruch  dargestellt  werden  kann,  dessen  Zähler  und  Nenner 
relative  Primideale  sind.  Jedes  Ideal  ist  ein  Idealbrach  mit  dem  Nenner  o. 
Der  grösste  gemeinsame  Theiler,  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache,  das 
Product  und  der  Quotient  von  irgend  zwei  Idealbröchen  sind  ebenfalls 
Idealbrüche,  und  die  Gesetze  ihrer  Bildung  stimmen  genau  mit  denen  der 
rationalen  Zahlentheorie  überein.  Die  Beweise,  welche  hauptsächlich  aaf 
den  in  §.  170  bewiesenen  Sätzen  über  eigentliche  Moduln  beruhen,  wird 
der  Leser  leicht  finden. 


\ 
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II.  Geht  dcLS  Primideal  p  in  dem  Produde  der  Ideale  a, b, c ... 
au/y  so  ist  mindestens  eins  derselben  durch  p  theübar. 

Denn  wenn  p  in  keinem  der  Ideale  a,  b,  c  .  .  .  aufgeht,  so 
ist  p  (nach  I)  relatives  Primideal  zu  jedem  derselben,  also  (nach 
§.  178,  V)  auch  zu  ihrem  Producte  abc  .  .  .,  und  folglich  kann 
letzteres  (nach  I)  auch  nicht  durch  p  theilbar  sein,  w.  z.  b.  w. 

III.  Ist  m  ein  zusammengesetztes  Ideal^  so  giebt  es  zwei  durch 
m  nicht  theilbar e  Zahlen  a,  ß^  deren  Product  aß  durch  m  theilbar  ist. 

Denn  m  besitzt  einen  von  o  und  m  verschiedenen  Factor  q 
und  ist  folglich  =  q  b ,  wo  b  ein  von  o  verschiedenes  Ideal  be- 
deutet; da  nun  (nach  §.  177,  VI)  weder  a  noch  b  durch  m,  d.  h. 
durch  a  b  theilbar  ist,  so  kann  man  aus  a,  b  Zahlen  a,  ß  wählen, 
die  nicht  in  m,  deren  Product  aß  aber  in  ab,  d.  h.  in  m  ent- 
halten ist,  w.  z.  b.  w. 

Mithin  ist  eine  Zahl  ft  dann  und  nur  dann  eine  Primzahl 
(S.  544),  wenn  Oft  ein  Primideal  ist. 

IV.  Jedes  von  o  verschiedene  Ideal  a  ist  durch  mindestens 
ein  Primideal  theilbar. 

Der  Satz  ist  richtig,  wenn  a  selbst  ein  Primideal  ist  Im 
entgegengesetzten  Falle  besitzt  Q  einen  von  a  und  o  verschiedenen 
Factor  b,  und  wenn  dieser  noch  kein  Primideal  ist,  so  besitzt  er 
einen  von  b  und  o  verschiedenen  Factor  c,  und  wenn  dieser  kein 
Primideal  ist,  so  kann  mau  in  derselben  Weise  fortfahren.  Da 
nun  die  in  dieser  Kette  auftretenden  Ideale  a,  b,  c  .  .  .,  deren 
jedes  ein  echtes  Vielfaches  des  folgenden  ist,  alle  von  einander 
verschieden  und  zugleich  Factoren  des  Ideals  a  sind,  welches 
(nach  §.  177,  VIII)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Factoren  be- 
sitzt, so  muss  diese  Kette  nothwendig  eine  endliche  sein,  sie  muss 
ein  letztes  Glied  p  enthalten,  und  dieses  muss,  weil  sonst  die 
Kette  sich  noch  weiter  fortsetzen  liesse,  ein  Primideal  sein, 
w.  z.  b.  w. 

V.  Jedes  von  o  verschiedene  Ideal  a  ist  entweder  ein  Prim- 
ideal ^  oder  es  lässt  sich,,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise^ 
als  ein  Product  von  Primidealen  darstellen. 

Denn  q  ist  durch  ein  Primideal  pi  theilbar,  also  von  der 
Form  pi  Qi ,  wo  aj  ein  Ideal ;  ist  dasselbe  =  o ,  so  ist  a  =  pi  ein 
Primideal.  Ist  aber  Oi  verschieden  von  o,  so  ist  wieder  Oi  =  p9aa, 
wo  das  erste  der  beiden  Ideale  p^^  a^  ein  Primideal  bedeutet, 
und  wenn  Qj   von  o  verschieden  ist,  so  kann  man  in  derselben 
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Weise  fortfahren.  Die  Kette  der  Ideale  a,  Ox ,  a,  .  .  . ,  deren  jedes 
ein  echtes  Vielfaches  des  folgenden  ist,  muss  eine  endliche  sein, 
also  ein  letztes  Glied  Or  enthalten ,  und  dieses  muss  =  o  sein, 
weil  sonst  die  Kette  sich  noch  fortsetzen  liesse.  Zugleich  ergiebt 
sich  die  gewünschte  Darstellung 

a  =  ^p2  .  .  .  Pf.  (1) 

Um  zu  zeigen,  dass  es  im  Wesentlichen,  d.  h.  abgesehen  von  der 
Aufeinanderfolge  der  Factoren,  nur  eine  einzige  solche  Darstel- 
lung giebt,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jeder  der  r  Primfactoren 
Pi)  p3  •  •  •  Pr  offenbar  in  a  aufgeht,  und  dass  umgekehrt  jedes 
in  a  aufgehende  Primideal  p  nothwendig  mit  einem  dieser  r  Prim- 
factoren identisch  sein  muss;  denn  da  p  in  dem  Producte 
P1P2  '  •  •  Pr  aufgeht,  so  muss  (nach  II)  mindestens  einer  der 
Factoren,  z.  B.  pj,  durch  p  theilbar  sein,  und  da  pi  als  Primideal 
nur  die  beiden  Factoren  px  ^^d  ^  besitzt,  so  muss  das  Primideal 
p,  weil  es  von  0  verschieden  ist,  nothwendig  =  pi  sein.  Die  in 
einer  solchen  Darstellung  (1)  auftretenden  Factoren  sind  also  die 
sätnmtlichen  in  dem  Ideal  a  aufgehenden  Primideäle  p  und  keinf^ 
anderen.  Ist  ferner  e  die  genaue  Anzahl  derjenigen  von  diesen 
r  Factoren,  welche  mit  einem  bestimmten  Primideal  p  identisch 
sind,  so  kann  man  a  =  bp«  setzen,  wo  b  entweder  =  0  oder^ 
falls  e  <  r  ist,  das  Product  der  übrigen  r —  e  Primfactoren  ist;  da 
die  letzteren  alle  von  p  verschieden  sind,  so  ist  b  keinenfalls  durch  p 
theilbar,  und  hieraus  folgt  (nach  §.  177,  VI),  dass  a  zwar  durch  p% 
aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  p  theilbar,  dass  also  die 
Anzahl  e  zugleich  der  Exponent  der  höchsten  in  dem  Ideal  a  a/uf- 
gehenden  Potenz  des  Primideals  p  ist.  Mithin  sind  die  in  der  Dar- 
stellung (1)  des  Ideals  a  erscheinenden  Primfactoren  p  nicht  nur 
an  sich,  sondern  auch  nach  der  Häufigkeit  ihres  Auftretens  voll- 
ständig bestimmt  durch  a  allein,  w.  z.  b.  w. 

An  den  Beweis  dieses  Fundamentalsatzes  knüpfen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen.  Bezeichnet  man  jetzt  mit  Pi  ?  Ps ,  Ps  . .  • 
alle  von  einander  verschiedenen^  in  dem  Ideal  a  aufgehenden 
Primideale,  so  nimmt  die  Darstellung  (1)  die  Form 

a  =  ^)ji  PI*  pp  ...  (2) 

an,  wo  die  natürlichen  Zahlen  ^1,^3,^3...  die  Häufigkeit  des 
Auftretens  für  die  einzelnen  Primfactoren  angeben.  Es  kann 
gelegentlich,  bei  der  Vergleichung  mehrerer  Ideale,  von  Vortbeil 
sein,  auch  den  Exponenten  Null  zuzulassen,  in  welchem  Falle 


j 
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(nach  §.  177,  V)  die  Potenz  po  =  o  zu  setzen  ist;  dies  bedeutet 
natürlich,  dass  das  Ideal  a  durch  das  Primideal  p  gar  nicht  theil- 
bar  ist.  In  jedem  Falle  erscheint  das  Ideal  a  als  das  Product 
oder  (nach  §.  178,  VIII)  auch  als  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  aller  in  ihm  aufgehenden  höchsten  Primideal-Potenzen 
|)fi,  pj«,  pj» .  .  .,  welche  ja  zugleich  auch  relative  Primideale  sind^ 
und  es  crgiebt  sich  der  Satz 

VI.  Ein  Ideal  a  ist  dann  (und  nu/r  dann)  durch  ein  Ideat 
b  theilbar^  wenn  jede  in  b  aufgehende  PrimidealrPotenz  auch  in  a 
aufgeht. 

Denn  wenn  a  ein  Vielfaches  aller  in  b  aufgehenden  Primideal- 
Potenzen  ist,  so  ist  a  auch  theilbar  durch  deren  kleinstes  ge- 
meinsames Vielfaches  b,  w.  z.  b.  w. 

Hieraus  folgt  zugleich,  dass  jeder  Factor  b  des  in  (2)  dar* 
gestellten  Ideals  a  gewiss  in  der  Form 

b  =  pn  pj.  pja  ...  (3) 

darstellbar  ist,  wo  z.  B.  r^  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  ...  e^  be- 
deutet; und  da  je  zwei  solche  Ideale  b  von  der  Form  (3),  die 
verschiedenen  Systemen  von  Exponenten  fi,  r^,  rs  ...  entsprechen, 
auch  verschieden  sind  (nach  V),  so  ist  das  Product 

{h  +  1)  (^  +  1)  (^3  +  1)  •  .  •  (4) 

die  Anzahl  aller  verschiedenen  Factoren  b  des  Ideals  a.  Zugleich 
leuchtet  ein,  dass  die  Hegeln  zur  Bestimmung  des  grössten  ge- 
meinsamen Theilers  und  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen 
von  beliebig  vielen  in  der  Form  (2)  dargestellten  Idealen  voll- 
ständig übereinstimmen  mit  denen  der  rationalen  Zahlentheorie 

(§•  10). 

Vn.    Die  Tdeinste  durch  das  Primideal  \>  (heilbare  natürliche 

Zahl  |)  =  (j ,  p)  ist  eine  natürliche  Primzahl^  und  ewar  ist  p  die 

einzige  durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl. 

Denn  jedenfalls  ist  i>  >  1,  weil  sonst  p  =  o  wäre,  und  wenn 
p  ein  Product  aus  zwei  kleineren  natürlichen  Zahlen  r,  s  wäre, 
so  müsste  das  in  dem  Producte  or.os  aufgehende  Primideal  p 
(zufolge  U)  auch  in  einem  der  Factoren,  also  auch  in  einer  der 
Zahlen  r,  s  aufgehen,  was  der  Definition  von  p  widersprechen 
würde;  mithin  ist  p  eine  Primzahl,  und  da  [p]  der  InbegrifiF 
aller  durch  p  theilbaren  rationalen  Zahlen  ist  (§.  177,  X),  so 
kann  keine  andere  natürliche  Primzahl  durch  p  theilbar  sein, 
w.  z.  b.  w. 

36* 
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§.  180. 

Nachdem  in  den  §§.177  bis  179  die  Theorie  der  TheObarkeit 
der  Ideale  und  also  auch  der  Zahlen  in  o  vollständig  erledigt 
ist  (vergl.  §§.  1  bis  10),  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  der  auf 
Ideale  bezüglichen  Zahlclassen  und  Congruenzen  van  Zahlen  in  o. 
Ist  /t  von  Mull  verschieden,  so  ist  Oft  ein  Uauptideal,  und  wir 
haben  schon  (in  §.  176,  U)  bewiesen,  dass 

(0,  o,i)  =  +  iVOi),  (l) 

also  von  Null  verschieden  ist    Wählt  man  nun  aus  irgend  einem 

Ideal  nt  eine   solche  Zahl  ft,   so  folgt  aus  o  <  m  <  Ofi  (nach 

§.  171,  (5)),  dass  (o,  m)  (m,  t>iL)  =  (o.  Oft),  mithin  auch  (o,  m) 

von  Null  verschieden  ist;  wir  wollen  in  Rücksicht  auf  (1)  diese 

Classenanzahl 

(0,  m)  =  JV(m)  (2) 

setzen  imd  die  Norm  des  Ideals  m  nennen:  offenbar  ist  o  das 
einzige  Ideal,  dessen  Norm  =  1  ist.    Dann  geht  die  Gleichung 

(1)  in  , 

2V(o,i)  =  ±  Niii)  (3) 

Über,  und  für  beliebige  Ideale  a,  b  gelten  die  Sätze 

{a,al)  =  N(h)  (4J 

N{Oih)  =  N{a)N{V).  (5) 

Denn  wählt  man  (nach  §.  178,  X)  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  a  so,  dass  ab  +  oa  =  a,  ab  —  ooc  =  ba  wird,  so  folgt  (4) 
aus  den  in  §.  171  bewiesenen  Sätzen  (3),  (2),  (4),  weil  (oa,  ab) 
=  (a,  ab)  =  (oa,  ba)  =  (o,  b)  wird,  und  hieraus  folgt  (5),  weil 
0  <  a  <  ab,  also  (o,  ab)  =  (o,  a)  (a,  ab)  =  (o,  a)  (o,  b)  ist,  was 
zu  beweisen  war.    Setzt  man  femer  (wie  in  §.  178,  II): 

^  =  ^^^  =  6',  (6) 

so  wird,  wenn  c  ein  beliebiges  Ideal  bedeutet, 

(ac,bc)  =  (a,  b)  =  iV^(b'),  (7) 

weil  (ac,  bc)  =  (ac  +  bc,  bc)  und  bc  =  (ac  +  bc)b'  ist*). 


*)  Die  vorstehenden  Sätze  gelten  auch  für  die  in  der  Anmerkung  zu 
§.  178,  S.  560  besprochenen  Idealbrüche  i,  wenn  deren  Norm  durch 

V/n  -  (''•  ^) 


i 
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Nach  dem  Satze  I  in  §.  171  ist  o(o,  m)  >  m,  d.  L  die  Norm 

N(m)  des  Ideals  m  ist  theühar  dwrch  m,  und  folglich  kann  man 

das  Hauptideal 

o^(m)  =  mn  (8) 

setzen,  wo  n  ein  Ideal  bedeutet;  hierin  liegt  eine  Verallgemeine- 
rung des  Satzes  IV  in  §.  176,  und  man  kann  das  Ideal 

n  =  iV(m)in-i  (9) 

das  Supplement  von  m  nennen;  da  die  Norm  der  rationalen  Zahl 
N{m)  gleich  JV(m)*  ist,  so  folgt  aus  (8),  (5)  und  (3),  dass 

N{xC)  =  N(mY-\  (10) 

mithin  mN(my*^^  das  Supplement  von  n  ist. 

Die  kleinste  durch  m  theilbare  natürliche  Zahl  m  =  (j,  m) 
geht  jedenfalls  in  ^(m)  auf,  weil  [m]  der  Inbegriff  aller  in  m 
enthaltenen  rationalen  Zahlen  ist  (§.177,  X);  da  andererseits 
das  Ideal  om  durch  m  theilbar,  also  von  der  Form  mq  ist,  so 
folgt  aus  (5)  und  (3),  da8s^(m)  in  N(oin),  d.  h.  in  w"  aufgeht, 
und  hieraus  ergiebt  sich  (nach  §.  178,  XIV)  der  Satz: 

I.  Ist  m  relatives  Primideal  zu  der  natürlichen  Zahl  Ä,  so 
ist  N(m)  auch  relative  Primzahl  zu  k. 

Da  femer  die  kleinste,  durch  ein  Primideal  p  theilbare 
natürliche  Zahl 

P  =  (h  P)  (11) 

immer  eine  natürliche  Primzahl  ist  (§.  179,  VII),  so  ist  N(p)  als 
Divisor  von  p^  selbst  eine  Potenz  von  p\  wir  setzen 

N(p)=p/  (12) 

und  nennen  den  Exponenten  /,  der  stets  >  0  und  ^  n  ist,  den 
Grad  des  Primideals  p. 

Allgemeiner  verstehen  wir  unter  dem  Grade  eines  beliebigen 
Ideals  m  die  Anzahl  der  (gleichen  oder  verschiedenen)  natür- 
lichen Primzahlen,  deren  Product  =  ^(tn)  ist;  dann  ist  zufolge 


erklärt  wird.  Wählt  man  die  ganze  Zahl  a  so,  dais  ia  ein  Ideal  wird,  so 
ergiebt  eich  leicht  aus  (o,  i)  =  (o«,  i«)  =  (oa  -\-  ia,  ia)  und  (i,  o)  = 
(ia,  0«)  =  (o«  -|-  i«,  0«),  dass  N{\)N (oa)  =  iV(i«),  und  folglich  allgemein 

ist,  wo  a,  B  irgend  zwei  Ideale  bedeuten,  welche  der  Bedingung  ai==  b, 
d.  h.  b  :  a  =  i  genügen. 
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(5)  der  Grad  eines  Productes  gleich  der  Summe  der  Grade  der 
Factoren,  und  o  ist  das  einzige  Ideal  vom  Grade  Null. 

Indem  wir  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruene  der  Zahlen 
(in  o)  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Ideal  m  übergehen,  bemerken 
wir  zunächst,  dass  zwei  solche  Gongruenzen 

a  =  a',  ß  =  ß'  (mod.  m)  (13) 

nicht  nur  (wie  in  §.  171)  addirt  und  subtrahirt,  sondern  auch 
multiplicirt  (mithin  auch  potenzirt)  werden  dürfen;  denn  weil 
om  >  m  ist,  so  ist  jedes  der  Producte  (a  —  «')/'»  *'  (/*  "~  ^')^ 
mithin  auch  deren  Summe  aß  —  a' /J'  durch  m  theilbar,  also 

a/S  =  a'/J'  (mod.m).  (14) 

Setzt  man  ferner 

a  =  m  +  0«,  in  =  ab,  oa  =  aa',  (15) 

so  sind  b  und  a'  (nach  §.  178)  relative  Primideale,  und  aus  einer 
Congruenz  von  der  Form 

a(o  '=:  am*  (mod.  m)  (16) 

folgt  stets  die  Congruenz 

ci  =  o'  (mod.  b) ;  (17) 

denn  weil  a  (cd  —  o')  in  m  enthalten ,  also  a  a'  (ai  —  o')  >  a  b 

ist,  so  folgt  a'(e)  —  cö')  >  b,  also  auch  o(o  —  o)')  >  b,  was  vi 

zeigen  war.    Dass  umgekehrt  aus  (17)  auch  (16)  folgt,  leuchtet 

unmittelbar  ein. 

Ist  a  relative  Primzahl  zu  m,  also   a  =  o,  so  ist  b  =  m, 

mithin  darf  in  diesem  Falle  die  Congruenz  (16)  ohne  Weiteres 

durch  a  dividirt  werden.    Dasselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar 

aus  0  =  m  +  oa;  denn  da  die  in  o  enthaltene  Zahl  1  =/t  -|-  a| 

ist,  wo  fi  in  m  enthalten,  so  giebt  es  in  diesem  Falle  eine  Zahl  |, 

welche  der  Congruenz 

a  I  =  1  (mod.  nt)  (18) 

genügt  (und  umgekehrt  folgt  hieraus  ofiFenbar,  dass  m  -{-  oa  =  ü, 
also  a  relative  Primzahl  zu  m  ist);  multiplicirt  man  nun  (16) 
mit  I,  so  folgt  (o  ^  cd'  (mod.  m),  was  zu  zeigen  war. 

Die  Anzahl  aller  in  o  enthaltenen,  auf  das  Ideal  m  bezüg- 
lichen Zahlclassen  m  +  a  ist  =  (o,  m)  =  ^(m).  Man  sieht 
leicht  ein,  dass  zwei  beliebige,  nach  m  congruente  Zahlen  a,  o/ 
mit  m  einen  und  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  haben, 
dass  also  ^us  m  +  a  =  m  +  a'  auch  m  +  o«  =  m  -f-  oa'  folgt; 
da  nämlich  a  —  a'  durch  m  theilbar  ist,  so  muss  jeder  Factor 
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Ton  m,  der  in  der  einen  Zahl  a'  aufgeht,  auch  in  der  anderen 
aufgehen ,  weil  «  ==  (a  —  «')  +  «'  ist.  Jede  bestimmte  Zahl- 
classe  m  +  n  erzeugt  daher  ein  bestimmtes,  von  der  Wahl  ihres 
Repräsentanten  a  gänzlich  unabhängiges,  in  m  aufgehendes  Ideal 
tn  4-  0«,  und  wir  stellen  uns,  wenn  a  ein  gegebener  Factor 
von  tn  =  ab  ist,  die  Aufgabe,  die  AnzaM  aller  Classen  m  4-  ^ 
zu  bestimmen,  welche  diesen  Factor  a  erzeugen,  also  der  Bedingung 
m  +  öa  =  a  genügen.  Im  Falle  a  =  m,  b  =  o  ist  diese  Anzahl 
oiFenbar  =  1;  ist  aber  a  ein  echter  Factor  von  m,  also  b  von  o 
verschieden,  so  wird  unsere  Frage  sofort  durch  den  Satz  IV  in 
§.  171  beantwortet,  wenn  man  dort  n  =  a))  und  für  p  alle  in  b 
aufgehenden  Primideale  setzt.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  uns  auf 
die  folgenden  Betrachtungen  zu  stützen,  die  ohnehin  aus  anderen 
Gründen  unentbehrlich  sind. 

Zunächst  lässt  sich  die  Aufgabe  auf  den  besonders  wichtigen 
speciellen  Fall  q  =  o,  b  =  m  zurückführen;  es  handelt  sich  dann 
um  diejenigen  Classen  m  -{-  a,  deren  Zahlen  relative  Primzahlen 
zu  m  sind ,  und  deren  Anzalü  wir  immer  mit  q>  (m)  bezeichnen 
wollen;  offenbar  hat  diese  Function  genau  dieselbe  Bedeutung 
für  unser  Gebiet  o,  wie  die  in  §.  11  betrachtete  Function  fp  für 
das  Gebiet )  der  ganzen  rationalen  Zahlen,  und  sie  geht  im  Falle 
n  =  1  in  die  letztere  über*).  Bedeutet  nun  a  wieder  einen 
beliebigen  Factor  von  m  =  ab,  so  ist  (in  §.  178,  X)  schon  die 
Existenz  einer  Zahl  a  bewiesen,  welche  der  Bedingung  m  +  oa=a 
genügt,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  aus  a  alle  Zahlen  oi  zu 
finden ,  welche  die  Bedingung  m+-0(»'  =  m4-oa  erfüllen.  Da 
nun  eine  Modulgleichung  von  der  Form  m  +  p  =  nt  -|-  fl  i^^r 
den  Inhalt  hat,  dass  jede  Zahl  in  p  mit  einer  Zahl  in  q  congruent 
ist  (mod.  m)  und  umgekehrt,  so  wird  eine  Zahl  a*  dann  und  nur 
dann  unsere  Forderung  erfüllen,  wenn  es  zwei  Zahlen  o),  o'  giebt, 
welche  den  Congruenzen  a'  ^  aci,  a^n  oi  Gjf  (mod.  m)  genügen. 
Hieraus  folgt  acoo'  ^  a  (mod.  m),  also  nach  (16)  und  (17)  auch 
dd'^  1  (mod.  b),  mithin  ist  ©  zufolge  (18)  relative  Primzahl 
zu  b;  umgekehrt,  wenn  Letzteres  der  Fall  ist,  und  a'^ao 
(mod.  m)  gesetzt  wird,  so  kann  man  nach  (18)  eine  Zahl  co'  so 
wählen,  dass  o  cd'  ^  1  (mod.  b)  wird,  woraus  durch  Multiplication 

*)  Hieraus  kann  keine  Zweideutigkeit  entspringen ,  weil  durch  das 
Ideal  m  auch  der  Körper  SL ,  also  die  Bedeutung  von  (p  (m)  vollständig 
bestimmt  Ist;  aus  diesem  Grunde  ersetze  ich  das  in  der  dritten  Auflage 
(§.  174)  gewählte  Zeichen  \\)  jetzt  durch  q). 
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mit  n  auch  u  ^  a'm'  (mod.  m)  folgt  Man  erhält  daher  alle 
von  uns  gesuchten  Zahlen  a'  und  nur  solche,  wenn  man  cd  ^  am 
(mod.  m)  setzt,  und  cd  alle  relativen  Primzahlen  zu  b  durchlaufen 
lässt  Da  nun  zufolge  (16)  und  (17)  die  durch  zwei  solche 
Zahlen  cd  erzeugten  Producte  m  a  dann  und  nur  dann  nach  m 
congruent  sind,  wenn  diese  Zahlen  &  nach  b  congruent  sind,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  Anzahl  der  Classen  m  +  «',  wdche  der 
Bedingung  m  +  o  a'  =  a  genügen^  =  (p  (b)  ist^  iro  a  b  =  m  (vergl. 

§.  13). 

Da  die  Anzahl  aller  auf  m  bezüglichen  Zahlclassen  =  JV(ni) 
ist,  so  folgt  hieraus  offenbar  (wie  in  §.  13)  der  Satz 

lip(i)  =  N(m),  (19) 

wo  b  alle  verschiedenen  Factoren  von  m  durchläuft.  Ueberträgt 
man  die  in  §.  138  enthaltenen  Betrachtungen  auf  unser  Gebiet, 
was  keine  Schwierigkeit  hat,  so  überzeugt  man  sich,  dass  die 
Function  (p  durch  diesen  Satz  vollständig  bestimmt  ist,  und  ihr 
allgemeiner  Ausdruck  leicht  gewonnen  werden  kann.  Wir  über- 
lassen dies  dem  Leser  und  schlagen  einen  anderen  Weg  ein, 
welcher  auf  der  Verallgemeinerung  der  in  §.  25  behandelten 
Aufgabe,  nämlich  auf  dem  folgenden,  häufig  anzuwendenden  Satze 
beruht. 

II.  Ist  m  das  Product  aus  den  relativen  Primidealen  a,  b, 
c  .  .  .,  und  sind  p,  <y,  r  .  .  .  ebenso  viele  gegebene  Zählen,  so  giebt 
es  immer  Zahlen  o,  welche  den  gleichzeitigen  Congruemen 

(o  ^  Q  (mod.  a)^  a>  ^  6  (mod.  b),  o  ^  r  (mod.  c)  .  .  .  (20) 

genügen,  und  alle  diese  Zahlen  o  bilden  eine  bestimmte  Zahlclasse 
in  Bezug  auf  m. 

Handelt  es  sich  nur  um  zwei  relative  Primideale  a,  b,  so 
folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Satze  III  in  §.  171,  weil  a  +  b  =  o, 
Q  —  b  =  ab  ist,  und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Wiederholung 
derselben  Schlüsse,  weil  ab,  c,  b  .  .  .  relative  Primideale  sind, 
leicht  unser  allgemeiner  Satz.  Derselbe  lässt  sich  aber  auch 
unmittelbar  auf  folgende  Art  beweisen.  Setzt  man  (wie  in  §.  178, 
I  und  VIII)  m  =  aai  =  bbi  =  ccj  .  .  .,  so  ist  ai  +  bj  +  q  -| — 
=  0,  und  folglich  giebt  es  in  den  Idealen  a^,  bi,  q  ...  resp. 
Zahlen  «i,  /3i,  yi  .  .  .,  welche  der  Bedingung 

«1  +  /5i  +  n  +  •  •  •  =  1  (21) 
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genügen.  Erfüllt  nun  eine  Zahl  o  die  Gongruenzen  (20),  so 
folgen  daraus  durch  Multiplication  mit  c^,  ßit  Vi  .  •  •  üe  auf  m 
bezüglichen  Gongruenzen  mo^  ^  qo^^  coßi^ößi^  ooyi^zyi... 
und  durch  deren  Addition  zufolge  (21)  die  Gongruenz 

(o  ^  QOii  +  aßi  +  T  yi  -f  .  .  .  (mod.  m) ;  (22) 

umgekehrt  genügt  jede  in  dieser  Form  (22)  darstellbare  Zahl  cd 
allen  Gongruenzen  (20),  z.  B.  der  ersten  von  ihnen,  weil  die 
Zahlen  ^1,7^1...  alle  durch  a  theilbar,  also  zufolge  (21)  die 
Zahl  «1  ^  1  (mod.  a)  ist,  w.  z.  b.  w. 

Jeder  Gombination  von  Glassen  a-fp,  b  +  <y,c  +  *--' 
entspricht  daher  immer  eine  bestimmte  Classe  m  -\-  &  als  In- 
begriff aller  derjenigen  Zahlen,  welche  jenen  Glassen  gemeinsam 
sind;  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Glasse  m  4-  <>^  immer 
aus  einer  und  nur  einer  solchen  Gombination  entspringt.  Da 
femer  zufolge  (20)  die  Zahl  cii  dann  und  nur  dann  relative  Prim- 
zahl zu  m  wird,  wenn  die  Zahlen  p,  <J,  r  .  .  .  resp.  relative  Prim- 
zahlen zu  a,  b,  c  .  .  .  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz 
(vergl  §.  12): 

ni.     Sind  a,  b,  c  .  .  .  relative  Primideale^  so  ist 

g) (ab c  .  . .)  =  9 (a) 9 (b) 9 (c)  .  .  .  (23) 

Da  nun  jedes  von  0  verschiedene  Ideal  entweder  eine  Potenz 

eines  Primideals  oder  ein  Product  aus  mehreren  solchen  Potenzen 

a,  b,  c  .  .  .  ist,  die  zugleich  relative  Primideale  sind,  während 

offenbar 

9  (0)  =  1  (24) 

ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  die  Function  q)  (a)  für  den 
Fall  zu  bestimmen,  dass  a  durch  ein  und  nur  ein  Primideal  p 
theilbar  ist;  da  aber  eine  Zahl  q  dann  und  nur  dann  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  wenn  sie  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  hat 
man,  um  die  Anzahl  q>  (a)  aller  dieser  Glassen  a  -|-  p  zu  erhalten, 
von  der  Anzahl  (0,  q)  aller  Glassen  die  Anzahl  (p,  a)  derjenigen 
Glassen  abzuziehen,  deren  Zahlen  durch  p  theilbar  sind,  und  da 
(0,  p)(p,  a)  =  (0,  a)  =  N{a)  ist,  so  ergiebt  sich 

9(ü)  =  iV(a)(l-^^)  (25) 

und  hieraus  der  allgemeine  Satz 

9(ni)  =  JV(m)ri(l-j^)),  (26) 


1 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen,  in  m  auf- 
gehenden Primideale  p  bezieht.  Man  erkennt  leicht,  wie  hieraos 
rückwärts  sich  die  Sätze  (23)  und  (19)  ableiten  lassen  (vergL 
§§.  12,  14).    Unsere  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst  — 

Bedeutet  nun  q  irgend  eine  bestimmte  relative  Primzahl 
zu  m,  während  q'  ein  System  von  ^(m)  nach  m  incongruenten 
Zahlen  durchläuft,  die  relative  Primzahlen  zu  m  sind,  so  sind 
die  Producte  qq'  incongruent  und  ebenfalls  relative  Primzahlen 
zu  m;  jede  dieser  Zahlen  q  q'  ist  daher  mit  einer  der  Zahlen  q\ 
und  jede  der  letzteren  mit  einer  der  ersteren  congruent;  mithin 
ist  auch  das  Product  6  der  Zahlen  q'  congruent  dem  Producte 
iSg<p(m)  (Jer  Zahlen  g  q\  und  da  6  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  m 
ist,  so  erhält  man  den  Satz: 

IV.  Ist  m  ein  Ideal^  und  q  relative  Primzahl  zu  in,  so  ist 

Q(pim)  =  1  (mod.  m).  (27) 

Derselbe  entspricht  offenbar  dem  verallgemeinerten  Fennat'- 
schen  Satze  der  rationalen  Zahlen theorie  (§.  19),  und  aus  ihm 
folgt  unmittelbar  der  Satz: 

V.  Ist  p  ein  Primideal^  so  genügt  jede  Zahl  o  der  Congnienz 

cj^iv)  =  G,  (mod.  13).  (28) 

Von  der  unerschöpflichen  Reihe  von  Untersuchungen,  welche 
von  diesem  Fundamentalsatze  ausgehen,  dürfen  wir  des  Raumes 
wegen .  nur  einige  Andeutungen  geben ,  die  der  Leser  ohne 
Schwierigkeit  ausführen  kann*).  Zunächst  wird  man  alle  in  den 
§§.  26  bis  31  enthaltenen  Sätze  über  Congruenzen,  Potenzreste, 
primitive  Wurzeln  auf  solche  Congruenzen  übertragen,  deren 
Coefficienten  irgend  welche  Zahlen  unseres  Gebietes  o,  und  deren 
Modul  ein  Primideal  p  ist.  Behalten  p  und/  die  in  (11)  und 
(12)  angegebene  Bedeutung,  so  ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung 
mit  (28)  die  in  Bezug  auf  die  Variabele  t  identische  Congruenz 

tP^—  t  =  ll(t  —  (o)  (mod.  <)),  (29) 

wo  das  Productzeichen  H  sich  auf  alle  incongruenten  Zahlen  o 


*)  Vergl.  meine  von  der  Gesell scbaft  der  WiBsensohaften  zu  Göttiogen 
herausgegebenen  Abhandlungen  Üeber  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Theorie  der  Ideale  und  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen  (Bd.  23, 1878) 
und  lieber  die  Discriminanten  endlicher  Körper  (Bd.  29,  1882),  femer  die 
Abhandlung  von  Stickelberger :  lieber  eine  Verallgemeinerung  der  Kreis- 
theilung  (Math.  Annalen,  Bd.  37). 
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bezieht.  Hierzu  kommt  eine  Betrachtung,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  noch  nicht  auftreten  konnte.  Versteht 
man  unter  der  Höhe  einer  Zahl  a  (in  Bezug  auf  p)  die  hleinste 
natürliche  Zahl  a,  welche  der  Bedingung 

aP*=  a  (mod.  p)  (30) 

genügt,  so  sind  die  a  Zahlen 

a,  aP,  aP\  .  .  a^"^'  (31) 

incongruent,  und  die  beiden  Congruenzen 

aP''  =  aP'  (mod.  p)  und  r  ^  s  (mod,  a)  (32) 

sind  gleichbedeutend,  woraus  zugleich  folgt,  dass  die  Höhe  a  ein 
Divisor  des  Grades  /  ist.  Das  System  aller  Zahlen,  deren  Höhe 
=  1  ist,  fällt  zusammen  mit  dem  Modul  p  -|-  j,  d.  h.  mit  dem 
System  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  einer  rationalen  Zahl 
congruent  sind.  Zu  den  Zahlen  von  der  Höhe  /  gehören  z.  B. 
alle  primitiven  Wurzeln  von  p. 

Die  a  Zahlen  (31)  oder  irgend  welche  ihnen  congruente 
Zahlen  bilden  die  Periode  der  Zahl  a;  jede  von  ihnen  hat  dieselbe 
Höhe  und  erzeugt  dieselbe  Periode.  Nun  gilt  zufolge  der  in 
§.  20  erwähnten  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten  für  je 
zwei  ganze  Zahlen  fc,  v  die  Gongruenz 

(ft  ±  i/)p  =  ftP  +  vP  (mod.  p)\  (33) 

hieraus  folgt,  dass  jede  durch  Addition  und  Multiplication  ge- 
bildete symmetrische  Function  der  Zahlen  (31)  die  Höhe  1  be- 
sitzt, und  dass  folgUch  eine  identische  Gongruenz  von  der  Form 

(e  —  a)  (^  -  aP)  .  .  .  (^  —  ü6P"^')  =  P  (0  (mod.  p)  (34) 

besteht,  wo  F{t)  eine  ganze  Function  von  t  mit  ganzen  rationalen 
Coefficienten  bedeutet.  In  der  Theorie  dieser  auf  den  Modul  p 
bezogenen  Functionen  ist  P{t)  eine  sogenannte  Primfundion*), 
weil  aus  einer  Gongruenz  von  der  Form 

P(a)  =  0  (mod.  p)  (35) 

durch  Potenziren  auch  P(a')  ^  0  (mod.  p)  folgt,  wo  a'  jede 
Zahl  der  Periode  (31)  bedeutet.  Verbindet  man  nun  in  (29) 
immer  diejenigen  Factoreu  t — oj,  welche  den  zu  einer  Periode 
gehörenden  Zahlen  co  entsprechen,  zu    einer  Function  P{t)   und 


♦)  VergL  meine  auf  S.  61  citirte  Abhandlung  art.  6. 
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bedenkt,  dass  jede  auf  p  bezügliche  Gongruenz  zwischen  ratio- 
nalen Zahlen  auch  in  Bezug  auf  den  Modul  p  gilt,  so  erhält  man 
eine  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  Sl  gänzlich  unabhängige 
identische  Gongruenz  von  der  Form 

^•^—  t  =  UPit)  (mod.  p);  (36) 

die  rechte  Seite  ist  ein  Product  von  lauter  solchen  Primfunc- 
tionen,  deren  Grade  Divisoren  von  /  sind,  und  in  der  Theorie 
dieser  identischen  Functionen -Congruenzen  wird  gezeigt*),  dass 
in  diesem  Producte  auch  jede  solche  Primfunction  einmal  auf- 
treten muss. 

Bildet  man  aus  einer  Zahl  a  von  der  Höhe  a  und  aus  gan- 
zen rationalen  Goefficienten  x  alle  Zahlen  v  von  der  Form 

V  =  a^i a«-i  +  Xj a«-«  +  "*  +  Xa  (mod.  p),  (37) 

so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  dieselben  mit  allen  Wurzeln 
der  Gongruenz 

v^'*  =  V  (mod.  p),  (38) 

also  mit  allen  denjenigen  Zahlen  zusammenfallen,  deren  Höhe 
ein  Divisor  von  a  ist.  Der  Inbegriff  n  aller  dieser  Zahlen  v, 
welcher  nach  §.  173  auch  durch  p  +  («)«  bezeichnet  werden 
kann,  ist  eine  Ordnung  (§.  170),  und  ausser  diesen,  den  sämmt- 
lichen  Divisoren  a  von  /  entsprechenden  Ordnungen  giebt  es  in 
0  keine  andere  in  p  aufgehende  Ordnung.  Der  Führer  der  Ord- 
nung n,  worunter  immer  der  Quotient  n :  o  zu  verstehen  ist**), 
ist  =r  p  oder  ==  o,  je  nachdem  a  <f  oder  a  =/  ist,  weil  im 
letzteren  Falle  offenbar  n  =  o  ist.  Dass  es,  wenn  a  irgend  ein 
Divisor  von  /  ist ,  immer  auch  Zahlen  a  von  der  Höhe  a  giebt, 
folgt  leicht  aus  den  früheren  Sätzen,  und  durch  Anwendung  der 
in  §.  138  enthaltenen  Methode  findet  man  auch  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Anzahl  aller  incongruenten  solchen  Zahlen. 

Wir  bemerken  endlich,  dass  die  oben  erwähnte  Theorie  der 
identischen  Gongruenzen,  in  welcher  Functionen  einer  Variabden 
mit  rationalen  Goefficienten  auf  eine  natürliche  Primzahl  jp  als 
Modulus  bezogen  werden,  sich  ebenfalls  auf  Functionen  über- 
tragen lässt,  deren  Goefficienten  beliebige  Zahlen  unseres  Ge- 
bietes 0  sind,  während  als  Modulus  irgend   ein  Primideal  p  auf- 


♦)  A.  a.  0.  art.  19. 

**)  Vergl.  §.  7  meiner  Abhandlung  üeber  die  Discriminanten  endlieher 
Körper  (Göttingen  1882). 
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tritt,  und  da  diese  Uebertragung  für  manche  tiefere  Untersuchung 
erfordert  wird,  so  empfehlen  wir  dem  Leser,  dieselbe  durchzu- 
führen. 


§.  181. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  Ideal  q  durch  Multiplication 
mit  einem  geeigneten  Ideal  m '  in  ein  Hauptideal  a  m  verwandelt 
werden  kann  (§.  177,  IX),  und  wollen  nun  zwei  Ideale  a,  a'  äqui- 
valent nennen,  wenn  beide  durch  Multiplication  mit  einem  und 
demselben  Factor  m  in  Hauptideale  am  =  ojli,  a'm  =  Oft'  über- 
gehen; dann  ist  Qft'  =  a'^,  und  wenn  man  die  (ganze  oder  ge- 
brochene) Zahl  ft'fi-i  =  rf  setzt,  so  wird  a!  =  atj.  umgekehrt, 
wenn  es  eine  Zahl  ri  giebt,  welche  dieser  Bedingung  genügt,  so 
sind  die  Ideale  a,  q'  äquivalent,  weil  dann  aus  am^=  Oft  auch 
a'm  =  Oft'  folgt,  wo  ^'  =  fti^  gewiss  eine  ganze  Zahl  ist.  Zu- 
gleich ergiebt  sich  hieraus,  dass  jeder  Factor  m,  welcher  das  eine 
von  zwei  äquivalenten  Idealen  a,  a'  in  ein  Hauptideal  verwandelt, 
Gleiches  auch  für  das  andere  Ideal  leistet,  und  dass  folglich  je 
.  zwei  Ideale  a',  a",  die  mit  einem  dritten  Ideal  a  äquivalent  sind, 
stets  auch  mit  einander  äquivalent  sein  müssen.  Auf  diesem 
Satze  beruht  die  Möglichkeit,  alle  Ideale  in  Idealclussen  einzu- 
theilen ;  ist  a  ein  bestimmtes  Ideal ,  so  hat  der  Inbegriff  A  aller 
mit  a  äquivalenten  Ideale  a,  o',  a"  .  .  .  die  Eigenschaft,  dass  je 
zwei  darin  enthaltene  Ideale  a',  a"  einander  äquivalent  sind,  und 
wenn  a'  irgend  ein  in  A  enthaltenes  Ideal  ist,  so  ist  A  zugleich 
der  Inbegriff  aller  mit  q'  äquivalenten  Ideale.  Ein  solches  Sy- 
stem A  von.  Idealen  nennen  wir  eine  Idealclasse  oder  auch  kürzer 
eine  Glosse,  da  eine  Verwechselung  mit  Zahlclassen  hier  nicht 
zu  befurchten  ist;  jede  Classe  A  ist  durch  ein  beliebiges  in  ihr 
enthaltenes  Ideal  a  vollständig  bestimmt,  und  letzteres  kann  daher 
immer  als  Repräsentant  der  ganzen  Classe  A  angesehen  werden. 

Die  durch  das  Ideal  o  repräsentirte  Classe  wollen  wir  mit 
O  bezeichnen  und  die  Hauptclasse  nennen,  weil  sie  offenbar  aus 
allen  Hauptidealen  017  besteht. 

Sind  a,  a'  äquivalent,  so  gilt  dasselbe  von  ab,  a'b,  weil  aus 
a'  =  arj  auch  a'b  =  (ab)iy  folgt;  sind  ausserdem  b,  b'  äquiva- 
lent, so  folgt  ebenso,  dass  a'b,  a'b',  also  auch  ab,  a'b'  äquivalent 
sind.  Durchläuft  daher  a  alle  Ideale  der  Classe  A,  und  ebenso 
b  alle  Ideale  der  Classe  B,  so  gehören  alle  Producte  ab  einer 
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und  derselben  Classe  K  an,  die  aber  noch  unendlich  viele  andere 
Ideale  enthalten  kann;  diese  Classe  K  wollen  wir  mit  AJB  be- 
zeichnen, und  sie  soll  das  Product  aus  A^  B  oder  die  aus  A  und 
JB  zusammengesetzte  Classe  heissen.  Offenbar  ist  AB  =  BA> 
wo  das  Gleichheitszeichen  die  Identität  der  beiden  Classen  be- 
deutet, und  aus  (ab)c  =  Q(bc)  folgt  für  drei  beliebige  Classen 
der  Satz  (AB)C  =  A{B  C),  Man  kann  daher  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  bei  der  Multiplication  von  Zahlen  oder  Idealeo, 
und  beweisen,  dass  bei  der  Zusammensetzung  von  beliebig  Tielen 
Classen  J.i,  A3  .  .  .  A^  die  Anordnung  der  successiven  Multipli- 
cationen,  durch  welche  jedesmal  zwei  Classen  zu  ihrem  Producte 
vereinigt  werden,  keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat  hat,  wel- 
ches  kurz  durch  AiA^  .  ,  ,  A^  bezeichnet  werden  kann  (vergL 
§.  2).  Sind  die  Ideale  Oi ,  02  •  •  .  Qm  Repräsentanten  der  Classen 
J-i ,  ulj  .  .  .  Ar^ ,  so  ist  das  Ideal  Qi  as  .  .  .  a«,  ein  Repräsentant 
des  Productes  A^  A%  •  •  >  A^^  Sind  alle  m  Factoren  =  J.,  so 
heisst  ihr  Product  die  m^  Potenz  von  A  und  wird  mit  A^  be- 
zeichnet; ausserdem  setzen  wir  J.^  =  J.  und  J.ö=0.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  sind  die  beiden  folgenden  Fälle. 

Aus  0  a  =  a  folgt  der  für  jede  Classe  A  gültige  Satz  Oui=X 

Da  ferner  jedes  Ideal  a  durch  Multiplication  mit  einem 
Ideal  m  in  ein  Hauptideal  am  verwandelt  werden  kann,  so  giebt 
es  für  jede  Classe  A  eine  zugehörige  Classe  Jf ,  welche  der  Be- 
dingung AM^=0  genügt,  und  zwar  nur  eine  einzige;  denn  wenn 
die  Classe  W  ebenfalls  die  Bedingung  AM!  =.  0  erfüllt,  so  folgt 

W  =  OW  =  (AM)M'  =  {AM')M=  0M=  M. 
Diese  Classe  M  heisst  die  entgegengesetzte  oder  die  inverse  Classe 
von  A,  und  sie  soll  durch  A-^  bezeichnet  werden;  offenbar  ist 
umgekehrt  A  die  inverse  Classe  von  A"^.  Definirt  man  femer 
A-^  als  die  inverse  Classe  von  A*^^  so  gelten  für  beliebige  ganze 
rationale  Exponenten  r,  s  die  Sätze: 

A'-A'  =  A^^%    (A^-y  =  A"",    (ABy  =  A^B^. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  aus  AB  :=  AC  durch  MultipU- 
cation  mit  A-^  stets  B  =  C  folgt. 

Um  nun  tiefer  in  die  Natur  der  Idealclassen  einzudringen, 
wählen  wir  eine  beliebige,  aus  n  ganzen  Zahlen  Oi,  idj  •  .  .  o« 
bestehende  Basis  von  0;  dann  wird  jede  Zahl 

a  =  hiCDi  +  ÄjOa  -f.  ...  4-  A„0in»  0) 

welche  ganze  Coordinaten  Äj,  Äj  •  •  •  -f-  ^n  hat,  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl  des  Körpers.    Legt  man  den  Coordinaten  alle  ganzen 
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Werthe  bei,  welche,  absolut  genommen,  einen  bestimmten  posi- 
tiven Werth  Je  nicht  überschreiten,  so  werden  offenbar  die  abso* 
luten  Werthe  der  entsprechenden  Zahlen  o,  wenn  sie  reell  sind, 
oder  ihre  analytischen  Moduln,  wenn  sie  imaginär  sind,  sämmt- 
lich  ^  rh  sein,  wo  r  die  Summe  der  absoluten  Werihe  oder  der 
Moduln  von  Oi,  o)^  .  ,  .  (On  bedeutet  und  folglich  eine  von  k 
gänzlich  unabhängige  Gonstante  ist.  Da  ferner  die  Norm  ^(q>) 
ein  Product  aus  n  conjugirten  Zahlen  a>  von  der  obigen  Form 
ist,  so  wird  gleichzeitig 

±N{(o)^  Hk^,  (2) 

wo  H  ebenfalls  eine  lediglich  von  der  Basis  abhängige  Gonstante 
bedeutet.    Dann  gilt  der  folgende  Satz: 

L  Aus  jedem  endlichen  Modul  a,  dessen  Basis  zugleich  eine 
Basis  des  Körpers  Sl  ist\,  kann  man  eine  ganze  ^  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  a  so  auswählen^  dass 

±N{a)^  H(o,  0)  (3) 

wird. 

Denn  bestimmt  man,  da  (o,  a)>0  ist  (§.  175),  die  natürliche 

Zahl  k  durch  die  Bedingungen 

^  ^  (o,  a)  <{k  +  ly  (4) 

und  legt  jeder  der  n  Goordinaten  in  (1)  die  sämmtlichen  (k  -f  1) 
Werthe  0,  1,  2  ...  A;  bei,  so  entstehen  lauter  verschiedene  Zahlen 
a>,  und  da  ihre  Anzahl  =  (fc  +  1)",  also  >  (o,  a)  ist,  so  giebt 
es  unter  ihnen  mindestens  zwei  verschiedene  /3,  y,  welche  nach  a 
congruent  sind;  mithin  wird  ihre  Differenz  ß  —  y  eine  von  Null 
verschiedene,  ganze  Zahl  a  in  a.  Da  nun  die  Goordinaten  der 
Zahlen  /5,  y  in  der  Reihe  0,  1,  2  ...  fe  enthalten  sind,  so  über- 
schreiten die  Goordinaten  dieser  Zahl  oe,  absolut  genommen,  den 
Werth  k  nicht,  und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (2) 
und  (4)  die  Gleichung  (3),  w.  z.  b.  w. 

Als   eine  unmittelbare  Folgerung   ergiebt  sich  hieraus   der 

Fundamentalsatz : 

« 

IL  In  jeder  Idealclasse  M  giebt  es  mindestens  ein  Ideal  m, 
dessen  Norm  die  Gonstante  H  nicht  überschreitet*),  und  folglich 
ist  die  Anzahl  der  Idealclassen  endlich. 


*)  Vergl.  H,  Minkowski:  Theoremes  arithmetiques  (Compte  rendu  der 
Pariser  Akademie  vom  26.  Januar  1891);  lieber  die  positiven  quadratischen 
Formen  und  über  kettenbruchähnliche  Algorithmen  (CreUe's  Journal,  Bd.  107). 
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Denn  wendet  man  den  vorigen  Satz  auf  ein  Ideci  o  an, 
welches  nach  Belieben  aus  der  inversen  Classe  M—^  gewählt  ist, 
so  wird  oa  >  a,  also  oa  =  am,  wo  m  ein  Ideal  der  Classe  M 
bedeutet;  zugleich  wird  ±  JV(a)  =  N{(x)N {m)  =  (o,  a) jr(m), 
also  ^(tn)  '<  H,  Bedenkt  man  aber,  dass  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  natürlichen  Zahlen  giebt,  die  den  Werth  H  nicht 
überschreiten,  und  dass  jedes  Ideal  m  (nach  §.  180,  (8))  ein 
Factor  seiner  Norm  ist,  so  ergiebt  sich  (nach  §.  177,  VIII),  dass 
die  Anzahl  der  Ideale  m,  welche  der  Bedingung  ^(m)  ^  if  ge- 
nügen, und  folglich  auch  die  Anzahl  der  Idealclassen  M  endlich 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Es  leuchtet  nun  unmittelbar  ein,  dass  Alles,  was  wir  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  über  die  Zusammensetzung 
der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  gesagt  haben  (§.  149),  sich 
Wort  für  Wort  auf  unsere  Idealclassen  übertragen  lässt  Wir 
heben  hier  aber  nur  den  einen  Satz  hervor,  dass,  wenn  A  die 
Anzahl  edler  Clussen  bedeutet,  jede  Idealclasse  A  der  Bedingung 

A^=  0 

genügt    Ist  daher  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  ist  a^  immer  ein 

Hauptideal;  setzt  man  nun  ^ 

a*  =  0^ 
und 

Uq   =  fl^        Oq 

80  ist  ofg  eine  ganze  algebraische  Zahl  (§.  173,  V);  gehört  die- 
selbe dem  Körper  Sl,  also  auch  dem  Gebiete  o  an,  so  ist  a 
offenbar  ein  Hauptideal ,  nämlich  =  o  «o ,  und  es  wird  folgüch, 
wenn  a  kein  Hauptideal  ist,  die  Zahl  Wq  dem  Körper  H  gewiss 
nicht  angehören.  Nichtsdestoweniger  findet  auch  im  letzteren 
Falle  zwischen  dem  Ideal  a  und  der  Zahl  Oq  der  Zusammenhang 
statt,  dass  q  der  Inbegrifif  aller  derjenigen  in  o  enthaltenen 
Zahlen  ist,  welche  durch  o^  theilbar  sind  (§.  174).  Denn  wenn 
oc  in  a  enthalten,  also  a^  durch  a^,  mithin  auch  durch  ^i  theilbar 
ist,  so  ist  a  auch  theilbar  durch  \^  =  «o;  und  umgekehrt,  ist 
a  eine  in  o  enthaltene  und   durch  ot^  theilbare  Zahl ,  so  ist  «^ 


■'     -    --=^, 


Aus  diesen  wichtigen  Untersuchnngen ,  welche  in  weiterer  Aasfahraog 
demnächst  als  besonderes  Werk  {Geometrie  der  Zahlen)  erscheinen  werdeoi 
geht  unter  Anderem  hervor,  dass  (wenn  ti  >  1)  die  Constante  H  kleiner  an- 
genommen werden  darf,  als  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Werthe 
der  Grundzahl  D,  woraus  zugleich  folgt,  dass  D  absolut  •>  1  ist. 
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theilbar  durch  «o  =  fi,  also  auch  durch  a^  woraus  (nach  §.  179) 
leicht  folgt,  dass  cc  auch  durch  a  theilbar  ist  Nennt  man  daher 
eine  solche  Zahl  Oq  eine  ideale  Zahl  des  Körpers  Sl  im  Gegen- 
satze zu  den  in  £1  enthaltenen  wirklichen  Zahlen,  so  kann  jedes 
Ideal  a  als  der  Inbegriff  aller  in  o  enthaltenen,  durch  eine  wirk- 
liche oder  ideale  Zahl  ao  theilbaren  Zahlen  angesehen  werden. 
Hieran  knüpfen  wir  den  Beweis  des  folgenden,  schon  früher 
(§.  174)  angekündigten  Satzes: 

III.  Zwei  beliebige  ganze  algebraische  Zahlen  a,  ß  besitzen 
immer  einen  gemeinschafilichen  Theiler  Äoi  welcher  in  der  Form 
a|o  +  ßVo  darstellbar  ist^  wo  |o,  ^o  ebenfalls  ganze  aigebraische 
Zahlen  bedeuten. 

Wir  nehmen  an,  dass  beide  Zahlen  a,  ß  von  Null  verechieden 

sind,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  der  Satz  evident  ist.    Es 

giebt  nun  (nach  §.  164)  immer  einen  endlichen  Körper  H^  welcher 

beide  Zahlen  a,  ß  enthält,  und  es  sei  o  wieder  das  System  aller 

ganzen   Zahlen   dieses  Körpers,  ferner  h   die  Anzahl   der  Ideal- 

classen.    Ist  b  der  grösste   gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 

Hauptideale 

i)a  =  ab,    o/3  =  bb, 

so  sind  a,  b  relative  Primideale,  und  dasselbe  gilt  folglich  von 
ihren  Potenzen  a*,  b*.    Setzt  man  nun 

b*  =  oy, 

wo  y  in  0  enthalten,  so  wird,  weil  a*  und  ß^  durch  b*  theilbar 

sind, 

«^  =  ^y,    /3*  =  vy,    0^  =  a*,    ov  =  b'*, 

WO  fi,  V  ebenfalls  in  o   enthalten   und  zwar   relative  Primzahlen 

sind  (§.  178,  XIII);  es  giebt  daher  in  o  zwei  Zahlen  p,  <J,  welche 

der  Bedingung 

^ap  +  vö  =  1 

genügen.  Man  detinire  jetzt  die  zu  b  gehörige  ideale  Zahl  8^ 
und  ferner  die  Zahlen  «o  ?  ßa  durch 

SO  wird 

All  h  o^ 

0  ,      f^  =  «0  ,      »^  =  Po  , 

mithin  sind  u^ ,  ß^  die  zu  a,  b  gehörigen  idealen  ganzen  Zahlen, 
und  ^0  i^^  61^  gemeinsamer  Divisor  der  beiden  gegebenen  Zahlen 
oe,  ß.    Setzt  man  endlich 

Dir  i  Chi  et,   Zablenthebrie.  37 
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So  =  «0      9»     ^0  =  Po     Ö, 

80  sind  Jo  ?  ^0  ganze  Zahlen,  welche  den  Bedingungen 

«oSo   +  ^O^ü  =  1»     «So   +  /S^o  =  *o 

genügen,  was  zu  beweisen  war. 

Diese  Zahl  do,  aber  auch  jede  mit  ihr  associirte  Zahl,  ver- 
dient den  Namen  des  yrössten  genieinschafüicheii  Theihrs  van 
a,  /3,  weil  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden  Zahlen 
in  öo  aufgehen  muss.  Da  ferner  jedes  Ideal  b  als  grösster  ge- 
meinschaftlicher Theiler  von  zwei  Hauptidealen  oa,  o/3  darstellbar 
ist  (§.  178,  XII),  so  kann  unter  einer  idealen  Zahl  des  Körpers 
Sl  auch  jede  Zahl  d'o  verstanden  werden,  welche  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  zwei  tvirklichen^  d.  h.  in  o  enthaltenen 
Zahlen  a,  ß  ist. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  noch  einmal  zu  der 
Eintheilung  aller  Ideale  in  Classen  zurück;  es  giebt  nämlich  einen 
Fall,  für  welchen  es  zweckmässig  sein  kann,  an  Stelle  der  oben 
beschriebenen  Eintheilung  eine  andere  zu  setzen,  die  noch  etwas 
tiefer  eingreift.  Zwei  Hauptideale  o  |x,  o  v  sind  offenbar  stets  und 
nur  dann  identisch,  wenn  die  beiden  Zahlen  ft,  v  associirt,  d.  h. 
wenn  v  =  £  ft  ist,  wo  a  eine  Einheit  bedeutet.  Ist  die  Norm  von  ^ 
positiv^  so  ist  sie  zugleich  die  Norm  des  Hauptideals  Ofi.  Es  kann 
aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Normen  dller  mit  einer 
bestimmten  Zahl  fi  associirten  Zahlen  8^  negativ  sind;  dies  wird 
immer  und  nur  dann  geschehen,  wenn  es  in  dem  Körper  Sl  Zahlep 
von  negativer  Norm,  unter  diesen  aber  keine  Einheit  giebt*). 
In  diesem  Falle  ist  es  für  manche  Untersuchungen  zweckmässig, 
zwei  Ideale  a,  a'  nur  dann  äquivalent  zu  nennen,  wenn  es  eine 
Zahl  ri  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der  Bedingung 
ari  =  a'  genügt,  und  hierdurch  verdoppelt  sich  offenbar  die 
Anzahl  der  Idealclassen ;  die  Hauptclasse  0  besteht  nur  noch 
aus  denjenigen  Hauptidealen  Oft,  welche  den  Zahlen  ^  von  posi- 
tiver Norm  entsprechen,  während  die  übrigen  Hauptideale  eine 
t,  besondere,   sich    selbst    entgegengesetzte   Glasse  bilden**).     Die 
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*)  Der  Grad  n  eines  solcheu  Körpers  Sl  muss,  wie  leicht  zu  sehen« 
eine  gerade  Zahl,  und  unter  den  mit  Sl  couju^irten  Körpern  müssen  auch 
solche  sein,  welche  aus  lauter  reellen  Zahlen  bestehen.  £in  solcher  Körper 
ist  z.  B.  der  quadratische  Körper, 'dessen  Grundzahl  = -|-  12,  während  der 
von  der  Grundzahl  -|-  8  diese  Eigenschaft  nicht  besitet. 

**)  Eine   noch   weiter  gehende   Beschränkung  erhält  man  durch  dit 
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allgemeinen  Sätze  über  die  Zusammensetzung  der  Glassen  werden 
aber  hierdurch  nicht  geändert.  Man  kann  auch  leicht  beweisen, 
dass  jedes  Ideal  a  in  ein  Ideal  der  jetzigen  Hauptclasse  0  ver- 
wandelt werden  kann  durch  Multiplication  mit  einem  Factor  nt, 
welcher  relatives  Primideal  zu  einem  beliebig  gegebenen  Ideal  b 
ist;  denn  hat  man  (nach  §.  178,  X)  aus  q  eine  Zahl  «  so  aus- 
gewählt, dass  ab  -I-  oa  =  a  wird,  so  hat  (nach  §.  180)  jede  Zahl  fi, 
welche  ^  «  (mod.  ob)  ist,,  dieselbe  Eigenschaft,  und  es  braucht 
nur  noch  gezeigt  zu  werden,  das«  es  unter  diesen  Zahlen  (i  auch 
solche  von  positiver  Norm  giebt;  dies  erreicht  man  offenbar, 
wenn  man  ft  =  a  +  iw  setzt  und  die  durch  a  b  theilbare  natür- 
liche Zahl  in  so  gross  wählt,  dass  alle  mit  [i  conjugirten  reellen 
Zahlen  positiv  ausfallen;  aus  o(a  -(-  w)  =  am  ergiebt  sich  dann 
der  verlangte  Factor  m.  Den  hiermit  in  erweitertem  Umfange 
bewiesenen  Satz  kann  man  offenbar  auch  so  aussprechen: 

IV.  In  jeder  Idealclasse  M  giebt  es  Ideale  m,  die  mit  einem 
beliebig  gegebenen  Ideale  Jceinen  gemeinschaftlichen  Theiler  ausser  o 
haben. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dass  man  die  Eintheilung  der 
Ideale  in  Glassen  auf  alle  Moduln  von  der  Form  (8)  in  §.  175 
übertragen  kann,  indem  man  zwei  solche  Moduln  a,  a'  äquivalent 
nennt  und  in  dieselbe  Modulclasse  A  aufnimmt,  wenn  es  eine 
Zahl  r^  giebt,  welche  der  Bedingung  aiy  =  a'  genügt.  Alle  Moduln 
einer  Glasse  A  haben  dieselbe  Ordnung  n,  und  die  Hauptclasse 
dieser  Ordnung  besteht  aus  allen  Hauptmoduln  niy,  wo  iy  jede 
von  Null  verschiedene  Zahl  des  Körpers  Ä  bedeutet.  Jede  Glasse 
besteht  aus  unendlich  vielen  ganzen  und  gebrochenen  Moduln; 
eine  Glasse  von  der  Ordnung  o  besteht  aus  Idealen  und  Ideal- 
brüchen (Anm.  auf  S.  560),  und  das  System  der  ersteren  ist  eine 
Idealclasse  im  obigen  Sinne.  Durchlaufen  a,  b  resp.  alle  Moduln 
der  Glassen  A,  B^  so  bilden  die  Producte  ab  eine  Glasse  AB\ 
und  die  Quotienten  b  :  a  ei»e  Glasse  B  :  A^  woraus  auch  die 
Bedeutung  der  Zeichen  A^  und  A'^^  einleuchtet;  ebenso  bilden 
die  Gomplemente  aller  in  einer  Glasse  enthaltenen  Moduln  eine 
Classe  (Anm.  auf  Seite  536).  Je  nachdem  eine  Glasse  aus  lauter 
eigentlichen  oder  aus  lauter  uneigentlichen  Moduln  besteht 
(S.  506),  heidse   sie  eine  eigentliche   oder  uneigentliche  Glasse. 


Fordemng:,  dass  jede  mit  der  erzeugenden  Zahl  fi  conjugirte  reelle  Zahl 
positiv  sein  soll. 
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Durch  das  Auftreten  der  letzteren  wird  (schon  bei  Körpern  dritten 
Grades)  diese  Theorie,  welche  liir  gewisse  Untersuchungen  (z.  B. 
über  höhere  Reciprocitätsgesetze)  doch  unerlässlich  scheint,  nicht 
wenig  erschwert*).  Schon  der  Beweis,  dass  die  Anzahl  der  zu 
einer  bestimmten  Ordnung  n  gehörenden  Classen  A  endlich  ist, 
muss  etwas  anders  geführt  werden,  wie  oben  für  die  Ideale,  etwa 
in  folgender  Weise.  Greift  man  nach  Belieben  aus  Ä  einen 
durch  die  Ordnung  n  theilbaren  Modul  a  heraus,  und  wendet  auf 
ihn  den  Satz  I  an,  so  wird  aa>na>a>n>o,  also  (0,  O) 
=  (0,  n)(n,  a),  und  da  (nach  §.  175,  (12))  zugleich  +  N(a)z= 
(a,  aa)  =  (a,  na)(n«,  aa)  •=  (a,  na)  (n,  a)  ist,  so  folgt  (q,  naj 
^  ii(o,  n);  also  giebt  es  in  jeder  Classe  A  der  Ordnung  n 
mindestens  einen  Modul  a'*=  aa~^,  welcher  den  Bedingungen 
n  >  a'  und  (a',  n)  ^  Jtf(o,  n)  genügt.  Betrachtet  man  aber  eine 
bestimmte  der  (in  endlicher  Anzahl  vorhandenen)  natürlichen 
Zahlen  m,  welche  ^  iI(o,  n)  sind,  und  bedenkt,  dass  (nm-^nj 
=  (n,  nw)  =  m*»  >  0  ist,  so  folgt  aus  den  Sätzen  I  und  II  in 
K  §.  171,  dass  die  Anzahl  aller  Moduln  a',  welche  den  Bedingungen 

n  >  a'  und  (a',  n)  =  m,  also  auch  a'  >  nm-^  genügen,  endlich 
ist.  Mithin  ist  auch  die  Anzahl  der  Classen  A  von  der  Ordnun<j 
n  endlich^  was  zu  beweisen  war. 


§.  182. 

Die  Theorie  der  Ideale  eines  Körpers  1^  hängt  unmittelbar 
zusammen  mit  der  Theorie  der  zerlegbaren  Farmen^  welche  dem- 
selben Körper  entsprechen**);  wir  beschränken  uns  hier  darauf, 
diesen  Zusammenhang  in  seinen  Grundzügen  anzudeuten. 

Es  sei  X  eine  ganze  homogene  Function .  w**^  Grades  von  n 
unabhängigen  Variabelen  Xi,  x^  .  .  .  Xn^  und  wir  wollen  annehmen, 
dieselbe  sei  eine  zerlegbare  Form,  d.  h.  sie  lasse  sich  als  Produet 
von  n  linearen  Functionen  w,,  «2  .-.«••  darstellen.  Alsdann  ver- 
stehen wir  unter  der  Discriminante  der  Form  X  das  Quadrat 


\ 


*)  In  einem  gewissen  Umfang^e  ist  sie  behandelt  in  meiner  Schrift: 
üeher  die  Anzahl  der  Ideal- Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  einen 
endlichen  Korpers  (Braunschweipr  1877).    Vergl.  §.  187. 

♦*)  Solche  Formen  sind  zuerst  von  Lagrange  betrachtet  in  der  Ab- 
handlung: Sur  la  Solution  des  prohlemes  indeterminh  du  second  degri. 
§.  VI.  Mem.  de  TAc.  de  Berlin.  T.  XXIII ,  1769.  (OEuvres  de  L.  T.  II 
1868,  p.  375.)  —  Ädditions  aux.  KUmens  d^ Algehre  par  L,  Euler.    §.  IX. 
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(1) 


^•2 

■^      •       ■       ■ 

x^         d 

der  Functional-Determinante,  welche  aus  den  in  den  Factoren  u 
auftretenden  constanten  Coefficienten  gebildet  ist*).  Nun  sind 
zwar,  wenn 

X  =  Ui  Ui  ,  .  .  Un  (2) 

eine  solche  gegebene  zerlegbare  Form  ist,  die  Functionen  li^,  Uf... 
Un  nur  bis  auf  constante  Factoren  bestimmt,  und  man  könnte 
sie,  ohne  X  zu  ändern,  durch  c^u^^  c^Ui  .  .  .  CnUn  ersetzen,  wo 
Ci,  Cs . . .  c»  beliebige  Constanten  bedeuten,  die  nur  der  Bedingung 
genügen  müssen,  dass  ihr  Product  =  1  ist;  hieraus  ergiebt  sich 
aber,  dass  ^(X)  von  der  Wahl  dieser  Constanten  unabhängig, 
also  durch  die  Form  X  allein  vollständig  bestimmt  ist.  Dasselbe 
folgt  auch  aus  dem  Satze 


X-^v + 


aMogX  aMogX       8»iogX 


dXiCXy   dx-idx^ 


dXndXn 


=  (-l)»^(X),     (3) 


welcher  aus 


8»  log  X 

d  Xr  d  Xs 


d  logtii    d  logUi  ^  logt<2   ^  logUj 

+  — ^m —  — ^rz —  + 


+ 


d  logti«  d  logt*, 


CXr 


dXr  dXg  '  dXr  dXg 

hervorgeht  und  leicht  in  verschiedene  andere  Formen,  z.  B. 

dX  dX 


ÖXg 


X 

dX 

d Xi    d XidXi  dxid Xn 


dx^ 
d^X 


CXn 

g2X 


•      «      • 


dX      d*X 


d^X 


=  (— ;)»x»-»z^(X; 


(4) 


ÖXn    dXndXi  CXn'dXu 

umgewandelt  werden  kann.  Besitzt  X  lauter  ganze  rationale 
Coefficienten,  so  wollen  wir  deren  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  t  auch  den  Theüer  der  Form  X  nennen  (vergl.  §.  61); 
da  sich  nun  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  dass  der  Theiler  eines 
Productes  aus  beliebigen  Formen  mit  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten gleich   dem    Producte   aus   den   Theilem   der  einzelnen 


*)  Hermite:  Sur  la  theorie  des  formes  quadratiques  (Crelle's  Journal, 
Bd.  47,  S.  331).  —  Die  Diflcrimiuante  der  binären  qoftdmtischen  Form 
a  x^  -\-  bxy  -\-  cy^  ist  =  h^  —  4 a c. 
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Formen  ist*),  so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  das8/i(X) 
eine  ganze  rationale,  durch  t^  theilbare  Zahl  ist.  Wir  bemerken 
ferner,  dass  J{aX)  =  a^^(X)  ist,  wenn  a  irgend  einen  con- 
stanten  Factor  bedeutet. 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  die  Betrachtung  derjenigen 
zerlegbaren  Formen  X,  welche  den  Idealen  des  Körpers  Ä  ent- 
sprechen und  auf  die  folgende  Weise  entstehen.  Zunächst  wählen 
wir  eine  bestimmte  Basis  Oi,  o^  .  .  .  o«  für  das  aus  allen  ganzen 
Zahlen  co  des  Körpers  bestehende  Ideal 

0  =  [Oi,  fi73  .  .  .  G)„]  (5) 

und  setzen  (wie  in  §.  175)  die  Grundzahl  des  Körpers,  d.  h.  die 

Discriminante 

J{tt)  ^=  d  (a>i,  ©9  .  .  .  fii„)  =  D.  (6) 

Nach  §.  177  (S.  552)  ist  jedes  Ideal  a  ein  endlicher  Modul 
von  der  Form 

a  =  [«1,  «2   .  .  .  «n],  (7) 

WO  die  Zahlen  o^  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bilden.    Da 

dieselben  ganze  Zahlen  sind,  so  gelten  n  Gleichungen   von  der 

Form  **) 

«,.  =  la,-,»©!,  (8) 

wo  die  Coordinaten  Ur,,  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  zwar 
wollen  wir  die  Basiszahlen  stets,  wie  wir  ein-  für  allemal  be- 
merken, so  wählen,  dass  die  aus  diesen  Coordinaten  gebildete 
Determinante  einen  positiven  Werth  erhält,  dass  also 

^  ±  ^^1,1  H2  '  •  •  «»i,n  =  (o,  a)  =  iV(o)  (9) 

wird  (nach  §.  172,  VII).  Aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
folgt  femer  (nach  §.  175,  (7)  oder  (9)),  dass  die  von  der  Wahl 
der  Basis  unabhängige  Discriminante 

z/(a)  =  z/(ai,  oj  ...«„)  =  DNiay  (10) 

ist. 


*)  Vergl.  Gansft:  V,  A.  art  42  und  meine  AbbandluDg:  Ceber  einen 
ariihinetischen  Satz  von  Gäufis  (MittheiluDgen  d.  Deutschen  math.  Ges.  in 
Prag.    1892). 

**)  Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit  »,  i\  i"  .  .  ,  ausschliesslich  Sum- 
mationsbuchstaben ,  welche  die  n  Werthe  1)2.  .  .  n  durchlaufen  sollen, 
und  ein  einfaches  Summenzeichen  2  bezieht  sich  stets  auf  alle  solche,  hinter 
demselben  auftretende  »,  i\  &"  .  .  .,  während  r,  8  .  .  .  constante  Indices  be- 
deuten. 


y 
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Wir  führen  jetzt  ein  System  von  n  unabhängigen  Variabelen 
Xi^  x.i  .  .  .  Xn  und  die  homogene  lineare  Function 

a  =  y:x,a,  (11) 

ein;  dann  kann  man,  weil  jedes  Prpduct  a^co«  in  dem  Ideal  a 
enthalten  ist, 

setzen,  wo  die  n^  Grössen  Xr^g  homogene  lineare  Functionen  der 
Veränderlichen  Xi^  X2  -  .  .  Xn  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten 
bedeuten;  setzt  man  daher  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante 

SO  ist  X  eine  ganze  homogene  Function  der  n  Variabelen  ^r,,  deren 
Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  wir  wollen  sagen, 
diese  Form  X  entspreche  der  Basis  cci ,  o,  •  •  •  ^n  des  Ideals  a. 
So  oft  nun  die  Variabelen  Xi  rationale  Werthe  erhalten,  wird  a 
eine  Zahl  des  Körpers  Ä,  und  aus  (12)  folgt  (nach  §.  167,  (12)> 
dass  die  Norm  von  u  durch  Multiplication  der  beiden  aus  den 
Grössen  Xt^i^  und  a,,»;  gebildeten  Determinanten  (9)  und  (13)  ent- 
steht, dass  also 

N(a)  =  Nia)  X  (14) 

ist;  da  nun  diese  Norm  das  Product  der  n  mit  a  conjugirten 
Zahlen,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  Variabelen  Xi 
sind,  und  da  zufolge  (10)  die  Discriminante  dieses  Productes 
==  DN(a)^  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  X  ebenfalls  eine  zerlegbare 
Form,  und  dass  ihre  Discriminante 

zJ{X)  =  I)  (15) 

ist. 

Legt  man  den  Variabelen  x^  ganze  rationale  Wei^the  bei,  so 

wird  a  theilbar   durch   a,    und   umgekehrt   wird  jede  Zahl  des 

Ideals  a  durch  ein  und  nur  ein  solches  System  von  Werthen  x^ 

erzeugt;  dann  ist 

0«  =  am,    N{a)  =  N(a)  X  =  ±  N(a)N{m), 
mithin 

X  =  ±  N(m)  =  +  (a,  0  a).  '   (16) 

Ist  nun  k  eine  beliebig  gegebene  natürliche  Zahl,  so  kann  man 
(nach  §.  178,  XI)  die  Zahl  a  aus  dem  Ideal  a  so  auswählen, 
dass  m  relatives  Primideal  zu  A:,  also  (nach  §.  180,  I)  der  zu- 
gehörige Werth  der  Form  X  relative  Primzahl  zu  k  wird,  woraus 
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unmittelbar  folgt,  dass  X  eine  ursprüngliche^  d.  h.  eine  solche 
Form  ist,  deren  Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben. 

Verfährt  man  bei  der  Eintheil\ing  der  Ideale  in  Glassen 
nach  der  schärferen  Regel,  welche  auf  S.  578  beschrieben  ist 
—  und  dies  soll  im  Folgenden  immer  geschehen  — ,  so  wird, 
wenn  o  der  Classe  A  angehört,  und  m  jedes  beliebige  Ideal 
der  inversen  Classe  A-^  bedeutet,  immer  eine  Zahl  a  von 
positiver  Norm  existiren,  welche  der  Bedingung  o  «  =  a  m  genügt, 
und  gleichzeitig  wird  X  =  -|-  ^(m) ;  mithin  können  durch  die 
Form  X  die  Normen  aller  in  der  Classe  A-^  enthaltenen  Ideale 
m  dargestellt  werden  (vergl.  §.  60).  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 
jeder  durch  die  Form  X  darstellbare  positive  Werth,  welcher 
ganzen  rationalen  Werthen  der  Variabelen  a:,  entspricht,  die 
Norm  eines  solchen  Ideals  m  ist. 

Wählt  man  für  dasselbe  Ideal  a  ein  beliebiges  anderes  System 
von  Basiszahlen  /S^,  ß^  .  .  ,  ß^,  die  aber  ebenfalls  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
positiv  ist,  so  ist 

ßr  =  lCr,iOCr,       1  ±CuiC2,2  "  '  Cn,n=   +    l  (17) 

und  die  der  Basis  «i ,  a^  ...  an  entsprechende  Form  X  geht 
durch  die  Substitution 

deren  Coefficienten  c,,^'  ganze  rationale  Zahlen  sind,  in  eine 
äquivalente  Form  Y  über,  welche  der  neuen  Basis  entspricht  und 
eine  ganze  homogene  Function  der  neuen  Variabelen  y»  ist. 
Umgekehrt,  wenn  Y  mit  X  äquivalent  ist,  d.  h.  wenn  X  durch 
eine  Substitution  von  der  Form  (18)  mit  ganzen  rationalen 
Coefficienten  c,,»»,  deren  Determinante  =4-  1  ist,  in  F  übergeht, 
so  giebt  es  offenbar  eine  Basis  des  Ideals  a,  welcher  diese  Form 
?  Y  entspricht.    Allen  Basen  desselben  Ideals  a  entspricht  daher 

'  eine  bestimmte  Formenclasse^  d.  h.  ein  System  von  Formen  X 

t  F  .  .  .  der  Art,  dass  je  zwei  von  ihnen  einander  äquivalent  sind 

I  und   wir  wollen   sagen,   dass  diese  Formenclasse  dem  Ideale  a 

)  entspricht.    Ist  ferner  a'  ein  beliebiges  mit  a  äquivalentes  Ideal, 

^  so   giebt  es  eine  Zahl    i^  von   positiver  Norm,   welche  der  Be- 

dingung ari  =  a'  genügt;  dann  bilden  die  n  Producte  17 ex«  eine 
Basis    von    a',  und   aus    (12)   geht    dtlrch    Multiplication   mit  1? 
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hervor,  dass  die  Form  X  auch  dem  Ideal  a',  mithin  die  Formen- 
classe  auch  allen  Idealen  der  Glasse  A  entspricht.  Jeder  Ideal- 
classe  entspricht  daher  eine  bestimmte  Formenclasse.  Die 
schwierigere  Frage  aber,  ob  mehreren  verschiedenen  Idealclassen 
eine  und  dieselbe  Formenclasse  entsprechen  kann,  müssen  wir 
der  Kürze  halber  hier  unerörtert  lassen.  Dasselbe  gilt  von  der 
Aufgabe,  alle  Transformationen  der  Form  X  in  sich  selbst  zu 
finden,  und  wir  beschränken  uns  auf  die  einleuchtende  Bemerkung, 
dass  durch  jede  Einheit  £,  deren  Norm  positiv,  also  =  +  1  ist, 
eine  solche  Transformation  erzeugt  wird,  weil  die  n  Zahlen  bol, 
ebenfalls  eine  Basis  des  Ideals  a  bilden  (vergl.  §§.  62,  83 — 85). 
Die  Compositum  der  Formen  X  entspricht  der  Multiplication 
der  Ideale.    Es  seien  zwei  beliebige  Ideale 

a  =  [«,,  «j  .  .  .  On],     b  =  [/3i,  ßi  .  .  .  ßn]  (19) 

mit  bestimmten  Basen  a«,  ßi  gegeben,  so  kann  man  ihr  Product 

ab  =  c  ==  [yi,  y,  .  .  .  y«]  (20) 

setzen;  aus  dem  BegriflFe  der  Multiplication  der  Moduln  (§.  170) 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  ah  ein  endlicher  Modul  ist,  welcher 
die  n^  Producte  a^ß^r  zu  Basiszahlen  hat;  zwischen  diesen  und 
den  n  Basiszahlen  y«  desselben  Moduls  müssen  daher  (zufolge 
§.  172,  (25)  bis  (30))  Relationen  von  der  Form 

ccrßs  =  lp?'yn    rr  =  lq'/(^.ß.^  (21) 

stattfinden,  wo  die  Coefficienten  p^  q  ganze  rationale  Zahlen 
sind;  die  sämmtlichen  Determinanten  P,  welche  sich  aus  je  n 
der  n»  Zeilen 

Pl    ,     Pi     ...  Pn-li     Pn  {^^) 

bilden  lassen,  sind  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler.  Man 
führe  jetzt  drei  Systeme  von  je  w  Variabelen  rr»,  y»,  ^^  ein  und  setze 

a=2^.a„     /J  =  2y./5„     y  =  V;gr,y.,  (23) 

so  wird 

.V(a)  =  JV(a)X,    N{ß)  =  N{h)Y,    N{y)  =  N{c)Z,      (24) 

wo  X,  Y,  Z  die  den  obigen  Basen  der  Ideale  a,  b,  c  entsprechen- 
den Formen  bedeuten.  Macht  man  nun  die  Variabelen  Zt  durch 
die  bilineare  Substitution 

^r  =  ^p/  x,y,'  (25) 

zu  Functionen  der  Variabelen  Xi,  ?/,,  so  wird 

r  =  ccß,  also  N(y)  =  N{a)N{ß),  (26) 

und  da  ausserdem  ^(c)  =  N(a)  N(b)  ist,  so  folgt 

Z=X1\  (27) 


r 
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d.  h.  die  Form  Z  geht  durch  die  Substitution  (25)  in  das  Product 
der  beiden  Formen  X,  Y  über,  und  wir  wollen  deshalb  sageiu 
die  Form  Z  sei  aus  den  beiden  Formen  X,  ¥  zusammmge$dzt. 
Diese  Formen  sind  durch  die  Substitution  (25)  vollständig 
bestimmt    Aus  (26)  folgt  nämlich  zunächst 


(2^J 


nun  lassen  sich  die  Zahlen  y,,  weil  sie  in  c  und  also  auch  in  b 
enthalten  sind,  in  der  Form 

darstellen,  wo  die  Coefficienten  d,»»  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten, deren  Determinante 

2  ±  Ci,i  ra,a .  .  .  Cn,n  =  (b,  c)  =  N(a) 
ist;  es  wird  mitbin 


aß 


äyr 


c,,l'/5t', 


woraus 


also 


2V(«)  =  i^(Q)v  +  |^|i2..-|i-", 


X  =  V  + 


dz^  dz^ 


dyn 


(29) 


8yi  »ya 

folgt.    Auf  ganz  ähnliche  Weise   ergiebt  sich  natürlich  aus  den 
Gleichungen 

die  Form 


r=  V  4-; 


dZi  d  Zi 


dz. 


(31) 


dXi   CX^  dXn 

Unsere  obigen  Gleichungen  (12)  und  (13)  gehen  offenbar 
durch  die  specielle  Annahme  b  =  o  aus  den  allgemeinen  Glei- 
chungen (28)  und  (29)  hervor.  Die  in  den  letzteren  auftretenden 
n^  Grössen 

C  Ztn 


dy, 


=  ^p'^'Xi 


(32j 


sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  j\  mit  ganzen 
rationalen  Coefficienten  ^)^'^*,  und  zwar  sind 

Pm  ?     Pm   •  •  •  Pm        i     Pm  y'^' 

die  in  einer  und  derselben  Zeile  enthaltenen  Coefficienten.    Es 
ist  nun   von   Wichtigkeit,   dass   umgekehrt  die    n  Variabelen  Xt 


e 
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sieb  (auf  unendlich  viele  Arten)  als  homogene  lineare  Functionen 
der  n^  Grössen  (32)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  darstellen 
lassen,  oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die 
sämmtlichen  Determinanten  JJ,  welche  aus  je  n  von  den  n^  Zeilen 
(33)  gebildet  und  von  den  oben  mit  P  bezeichneten  Determi- 
nanten wohl  zu  unterscheiden  sind,  ebenfalls  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.  Um  dies  Letztere  zu  beweisen, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  die  Determinanten  R  gewiss  nicht 
alle  verschwinden;  denn  betrachtet  man  z.  B.  solche  n  Zeilen  (33), 
in  welchen  der  Index  s  ungeändert  bleibt,  so  ist,  wie  sich  durch 
Vertauschung  der  Horizontal-  und  Verticalreihen  unter  Berück- 
sichtigung von  (21)  leicht  ergiebt,  die  entsprechende  Determinante 


^(ßs) 


Pl    •  • 

•  Pl 

!>}'•.. 

•  •  Pn 

Pn    •  • 

•  Pn 

P^^ . 

•  •  Pn 

JS  (b) ' 


also  von  Null  verschieden.  Bedeutet  nun  e  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  aller  Determinanten  ü,  so  folgt  aus  unserer 
allgemeinen  Untersuchung  über  die  Reduction  eines  endlichen 
Moduls  auf  eine  irreducibele  Basis  (§.  172),  dass  sich  zwei  Systeme 

von  ganzen  rationalen  Zahlen  Ki'  und  (?,.,«  aufstellen  lassen, 
welche  den  Bedingungen 

Pm'=  2  Ki'^r,»      2  ±  «1,1  62,2...  6i»,n  =  « 

genügen*).  Hierauf  definire  man  n  Zahlen  fii  durch  die  Gleichungen 

*)  Man  bri^ucht  nur  n  beliebige,  aber  von  einander  unabhängige  Zahlen 
a[  zu.  wählen  und  den  Modul,  dessen  Badis  aus  den  n^  Summen 

besteht,  auf  ein«  irreducibele,  also  aas  n  Zahlen 
bestehende  Basis  zu  reduciren,  so  wird 

Cm  ^"'m  «M 

und  hieraus  ergeben  sich  die  obigen  Beziehungen.  —  Bedeuten  o,  b  beliebige 
Moduln  von  der  Form  (8)  in  §.  175,  und  wählt  man  für  die  n  Zahlen  a[ 
die   zu   tti   compiementären    Zahlen    (§.   167   und    §.    175   Anm.),   so   wird 

c^^=  ßgy'^,  wo  die  Zahlen  y[  complementär  zu  Y^  sind,  und  hieraus  er- 
giebt sich  (nach  §.  172),  dass  der  grosste  geroeinsame  Theiler  e  •=  (o',  b  c') 
ist,  wo  a^  b',  c'  die  zu  a,  b,  c  compiementären  Moduln  bedeuten;  sind  aber 
0,  b  (also  auch  c)  Ideaibrüche  (Anm.  zu  §§.  178,  180),  so  gilt  dasselbe  von 
o',  b',  c',  und  aus  §.  170,  VII  folgt  leicht,  dass  in  diesem  Falle  o!  =  bc', 
also  6=1  ist. 
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aus  denen  durch  Urakehrung 

folgt,  WO  die  Coefficienten  e',,,/  ganze  rationale  Zahlen  sind,  deren 
Determinante 

ist,  weil 

^e\^r€i,8  =  e  oder  =  0 

ist,  je  nachdem  ?•,  s  gleich  oder  ungleich  sind.  Mit  Rücksicht 
auf  (21)  folgt  nun  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

mithin  ist  bfir  theilbar  durch  ec  -=  c ab,  also  fir  theilbar  durch 
ea^  und  hieraus  folgt,  dass  alle  Coefficienten  e'i^tf  durch  e  theilbar 
sind,  mithin  e  =  l  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Derselbe  Satz  gilt  selbstverständlich  auch  für  die  Determi- 
nanten S,  welche  aus  je  w  Zeilen  von  der  Form 

Pfi  ,     Pm    '  '  '  Pfi        ,     Pm  ^  \^) 

gebildet  sind;  also  lassen  sich  die  n  Variabelen  yi  auch  als  homo- 
gene lineare  Functionen  der  n'  Grössen 

lt  =  -^»'^"  ^'" 

und  zwar  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  darstellen. 

Ganz  ähnliche  Eigenschaften,  wie  die  linearen  Functionen 
(32)  und  (35),  besitzen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Determi- 
nanten (w  —  ly^^  Grades,  d.  h.  die  Coefficienten,  mit  welchen 
sie  in  den  Determinanten  (29)  und  (31)  behaftet  sind.  Das  Ideal 
a  besitzt  (nach  §.  180)  ein  durch  die  Bedingung  oN(a)  =  ao! 
bestimmtes  Supplement  *) 

a' =  [a'„  «'^  .  ■  .  «'nl,  (36) 

dessen  Basis  wir  beliebig  wählen;  bedeutet  nun  a  wieder  irgend 
eine  Zahl  des  Ideals  a,  und  setzt  man,  yde  in  (16),  oa  =  am, 
so  folgt,  wenn  man  mit  m'  das  Sii^plement  von  m  bezeichnet, 

0  iV(a)  =  0  -N'(o)  2V(m)  =  a  a'  m  m'  =  a  q'  m'; 


*)  Dieses  Ideal  a'  und  seine  Basiszahlen  a'i  dürfen  natürlich  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  dem  in  der  vorigen  Anmerkung  erwähnten  Complement 
Yon  a  und  mit  den  zu  «t  complementären  Zahlen. 


J 
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CS  ergiebt  sich  daher  von  Neuem,  dass  JV(a)  durch  a  theilbar 
ist  (§.  176,  IV),  und  wenn  a'  das  durch  die  Gleichung 

N(a)  =  aa'  (37) 

detinirte  Supplement  der  Zahl  a  bedeutet,  so  folgt  oa'  =  a'm', 
d.  h.  a'  ist  theilbar  durch  a',  also  von  der  Form 

a'  =  Va;'e«'„  (38) 

wo  die  H  üoefiicienten  x\  ganze  rationale  Zahlen  sind,  die  in 
bestimmter  Weise  von  den  ganzen  rationalen  Zahlen  x^  in  (11) 
oder  (23)  abhängen.  Setzt  man  nun  wieder  a  b  =  c  und  behält 
alle  hierauf  bezüglichen,  im  Vorhergehenden  gebrauchten  Be- 
zeichnungen bei,  so  folgt  a'c  =  hN(a)]  man  kann  daher,  wenn 
man  die  Grössen  x\  in  (38)  als  willkürliche  Variabele  ansieht, 
n  Gleichungen  von  der  Form 

a'y,  =  N(a)lx'r,.ß,  (39) 

aufstellen,  welche  den  Gleichungen  (28)  entsprechen;  die  n^  Grössen 
x'i,<'  sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  a/t  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten ,  und  umgekehrt  lassen  sich,  wie 
oben  gezeigt  ist,  die  Variabelen  x\  (auf  unendlich  viele  Arten) 
als  ebensolche  Functionen  von  den  Grössen  x^i^t*  darstellen. 
Multiplicirt  man  aber  (39)  mit  a  unter  Berücksichtigung  von 
(37)  und  (24),  so  ergiebt  sich 

Xyr  =  (*lx'r^.ß..  (40) 

und  hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  (28)  hervor,  dass  x'«,,  der 
Coefücient  ist,  mit  welchem  das  Element  (32)  in  der  Determinante 
(29)  multiplicirt  wird.  Die  sämmtlichen  Grössen  x\^it  und  folg- 
lich auch  die  Grössen  a:'»,  welche  letzteren  offenbar  von  der 
Wahl  der  Basis  des  Ideals  a'  abhängen,  sind  daher  ganze  homo- 
gene Functionen  (»  —  !)*«"  Grades  von  den  Variabelen  Xt  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten,  und  hiermit  ist  unsere  obige 
Behauptung  bewiesen.  — 

Auf  diese  kurze  Darstellung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
der  Formen  X  müssen  wir  uns  hier  beschränken;  allein  wir 
dürfen  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
diese  Formen  X,  deren  Discriminante  =  /)  ist,  nur  einen  un- 
endlich kleinen  Theil  aller  zerlegbaren  Formen  bilden,  welche  dem 
Körper  Ä  entsprechen,  und  wir  wollen  hierüber  wenigstens  noch 
Folgendes  bemerken.  Bedeutet  a  in  (7)  einen  beliebigen  Module 
dessen  Basis  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  H  ist,  und  verfährt 
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man  mit  q  genau  ebenso,  wie  oben  in  den  Gleichungen  (11)  bis 
(16)  mit  dem  Ideal  a,  indem  man  nur  an  Stelle  von  o  die  Ordnung  n 
des  Moduls  a  eintreten  lässt,  so  gelangt  man  zu  einer  entsprechenden 
zerlegbaren  Form  X  =  db (ö,  na),  deren  Discriminante  =  i)(o,  n)* 
=  ^(n)  ist.  Wir  nennen  die  Zahl  (o,  n)  den  Index  und  den 
Quotient  n :  o  den  Führer  der  Ordnung  n;  der  letztere  ist  immer 
ein  Idecd  und  zwar  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  durch  n 
theilbaren  Ideale,  und  der  Index  ist  immer  theilbar  durch  den 
Führer*). 


':     . 


§.  183. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  in  einem 
endlichen  Körper  il  enthaltenen  ganzen  Zahlen  ist  die  Frage 
nach  dem  Inbegriff  aller  unter  ihnen  befindlichen  Einheiten 
(§§.  174,  176).  Im  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur 
die  beiden  Einheiten  ±  1,  und  dasselbe  gilt  für  alle  quadratischen 
Körper  von  negativer  Grundzahl  D,  mit  Ausnahme  der  beiden 
Fälle  D  =  —  3  und  D  =  —  4,  in  welchen  sechs  resp.  vier 
Einheiten  vorhanden  sind.  Bei  allen  anderen  Körpern  ist  aber 
die  Anzahl  der  Einheiten  stets  unendlich  gross,  und  es  ist  äusserst 
schwierig  gewesen,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Einheiten  genau  zu  ergründen  und  in  der  einfachsten  Form 
darzustellen;  für  den  Fall  der  quadratischen  Körper  von  positiver 
Grundzahl  D  fällt  diese  Frage  im  Wesentlichen  zusammen  mit 
der  Auflösung  der  Peirschen  Gleichung  t^  —  Dt«^  =r  4,  und  wir 
haben  schon  früher  bemerkt,  dass  die  Existenz  solcher  Lösungen 
t,  n\  in  welchen  u  nicht  verschwindet,  zuerst  von  Lagrange  be- 
wiesen ist.  Die  Principien,  welche  diesem  Beweise  zu  Grunde 
liegen,  sind  endlich  von  DirichJet  zur  höchsten  Allgemeinheit 
erhoben,  und  ihm  gebührt  der  Ruhm,  zuerst  eine  strenge  und 
vollständige,  alle  endlichen  Körper  umfassende  Theorie  der  Ein- 
heiten aufgebaut  zu  haben  (vergl.  §§.  83,  141).  Wir  kleiden 
dieselbe  in  unsere  Ausdrucksweise  ein  und  heben  die  Haupt- 
momente im  Folgenden  so  kurz  wie  möglich  hervor. 

1.  Wir  bezeichnen,  wie  bisher,  mit  Ä  einen  Körper  »»*•■ 
Grades  und  mit 


♦)  Vergl.  meine  auf  S.  570  und  580  citirlen  Schriften,  wo  das  Wort 
Index  in  einer  speci eueren  Bedeutung  gebraucht  ist. 
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0  =  [öl,  ©2  . .  .  On]  (1) 

den  InbegrüF  aller  in  £1  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

CO  =  h^cji  +  Äa  ©2  +  •  •  •  +  An  o„  =  i;  Ä,  ©t,  (2) 

wo  die  n  Goordinaten  hi  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Durch  die  n  Permutationen  des  Körpers,  die  wir  wieder 
mit  jTi,  »2  .  .  .'»n  bezeichnen,  geht  eine  solche  Zahl  o  in  die 
n  conjugirten  Zahlen 

G}(r)  =\h,  a)!**^  (3) 

über,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  variabelen  Goor- 
dinaten hl  sind.     Die    Goefficienten  derselben  sind  die  n^  Gon- 

atanteu  co^g\  welche  durch  die  Wahl  der  Basis  von  o  ein-  für 
allemal  bestimmt  sind.  Wir  bilden  nun,  indem  wir  unter  M(z) 
stets  den  analytischen  Modul  (oder  absoluten  Betrag)  der  com- 
plexen  Zahl  jsr  verstehen,  für  jede  Permutation  jir  die  Summe 

und  bezeichnen   mit  c  die  grösste  von  diesen  n  Summen ;  dann 

leuchtet  ein,  dass,  wenn  h  eine  positive  Grösse  und  o  eine  Zahl 

ist,  deren  Goordinaten   absolut   genommen  den  Werth  h  nicht 

überschreiten,  immer 

il!f(a>('->)  <  cfe  (4) 

sein  wird. 

2.    Die  aus  den  n'^  Goefficienten  cafg^  gebildete  Determinante 

i;  ±öicöi'..  .cöir^=y7)  (5) 

ist  von  Null  verschieden  (§.  175),  und  wenn  man  mit  x^,  Xj.^.Xn 
die  zu  Ol,  CI2  .  .  .  G>n  complementären  Zahlen  bezeichnet  (§.  167), 
so  erhält  man  durch  Umkehrung  der  Gleichungen  (3)  die  n  Goor- 
dinaten 

h,  ==  S(o)x,)  =  x;co'  +  .  .  .  +  xi'^^ö^")  (6) 

als  homogene  lineare  Functionen  der  n  Goujugirten  c)^''>;  da  die 

Coefiicienten  x^^^  ebenfalls  durch  die  Basis  von  0  vollständig  be- 
stimmt sind,  so  schliesst  man  ebenso  wie  vorher,  dass,  wenn  die 
n  Moduln  Jf  ((d<*'>)  eine  gegebene  Gonstante  C  nicht  überschreiten, 
auch  die  absoluten  Werthe  der  Goordinaten  hg  eine  entsprechende 
Gonstante  nicht  überschreiten  können,  und  da  sie  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  so  folgt  hieraus  offenbar  der  Satz: 

I.  Ist  C  eine  positive  Constante^  so  gicht  es  in  0  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  solchen  Zahlen  cd,  deren  Conjugirte  sämmtlich 
der  Bedingung  3f  (o^'">)  <  C  genügen. 
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3.  Bedeutet  Ö  eine  Zahl  w*®"  Grades  in  i^,  so  ist  Ä  der 
Inbegriff  B  (0)  aller  durch  0  rational  darstellbaren  Zahlen  (§.  165, 
VI),  und  die  n  verschiedenen  cpnjugirten  Zahlen  6<*">  sind  die 
Wurzeln  einer  irreducibelen  Gleichung  mit  rationalen  Coefli- 
cienten.  Durch  die  Perrautation  TCr  geht  der  Körper  Sl  in  den 
Körper  Ä^»*)  =  22(0^**^)  über,  und  wir  nennen  Ttr  eine  redle  Per- 
mutation ^  wenn  ö^^^  reell  ist,  also  Ä^''^  aus  lauter  reellen  Zahlen 
besteht;  zugleich  ist  o(''>  in  (3)  eine  reelle,  d.  h.  eine  mit  lauter 
reellen  Coefficienten  co^/^  behaftete,  lineare  Function  der  Coor- 
dinaten  ä».  Ist  aber  z.  B.  0'  imaginär  =  |)  +  g  t,  so  nennen  wir 
^i  eine  imaginäre  Permutation,  weil  Sl'  ausser  reellen  auch 
imaginäre  Zahlen  enthält;  die  n  Gonstanten  a}[  können  nicht  alle 
reell  sein,  und  es  wird  folglich  die  Function  m'  die  Form  u  +  vi 
annehmen,  wo  u,  v  reelle  lineare  Functionen  der  Goordinaten  K 
bedeuten.  In  diesem  Falle  giebt  es  bekanntlich*)  unter  den 
conjugirten  Zahlen  ö^»*)  immer  eine  zweite  6"  =  p  —  gt,  und 
durch  die  entsprechende  Permutation  n^  geht  o  in  (d"=  u  —  vi 
über;  wir  wollen  zwei  solche  Permutationen  jti,  sr,  (sowie  die 
Körper  i2',  Sl''  und  die  Functionen  cj',  o")  immer  ein  imaginäres 
Paar^  und  u,  v  das  zugehörige  reelle  Functionen -Paai'  nennen. 
Bezeichnen  wir  die  Anzahl  dieser  Paare  mit  (n  —  v),  so  ist  2  (n  —  v) 
die  Anzahl  der  imaginären,  und  (2  v  —  n)  diejenige  der  reellen 
Permutationen,  und  v  ist  die  Gesammtanzahl  aller  imaginären 
Paare  und  aller  reellen  Permutationen.  Diese  Zahl  v,  welche  Ton 
der  grössten  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Einheiten  ist,  wird 
ofienbar  nur  dann  =  1 ,  wenn  Sl  der  Körper  R  der  rationalen 
Zahlen  oder  ein  quadratischer  Körper  von  negativer  Grundzahl 
ist;  da  es  aber  in  diesen  Fällen,  wie  oben  bemerkt,  nur  zwei 
(oder  vier  oder  sechs)  Einheiten  giebt.  so  bieten  sie  kein  weiteres 
Interesse  dar,  und  wir  setzen  daher  im  Folgenden  voraus,  es  sei 
l  V  ^  2.     Verbindet  man  je   zwei,  einem  imaginären  Paar   ent- 

■^  sprechende  Zeilen    der    Determinante  (5)    durch    Addition    und 

I  Subtraction,  so  ergiebt  sich,  dass  immer 

i  7)  =  (^_l)n-.(2))  (7) 

y     '  ist,  wo  (D)  den  absoluten  Werth  der  Grundzahl  bedeutet. 

f  4.    Wir  vertheilen  nun   die  n  Permutationen  sr,  nach  Be- 

i  lieben  in  zwei  Classen,  doch  so,  dass  jede  dieser  Glassen  wenig- 


*)  Dies  beraht  darauf,  dass  die  Gleichung  t'  -|-  1  =  0  in  Bezug  lof 
jeden  reellen  Körper  irreducibel  ist. 
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stens  eine  Permutation  enthält,  und  dass  die  beiden  Permutationen 
eines  imaginären  Paares  in  dieselbe  Glasse  fallen*);  dann  gilt, 
wenn  c  die  obige  Bedeutung  behält,  und  allgemein  mit  a  die 
zur  ersten,  mit  ß  die  zur  zweiten  Classe  gehörenden  Functionen 
©('')  bezeichnet  werden,  der  folgende  Satz: 

n.  Ist  a  ein  beliebig  kleiner^  b  ein  beliebig  grosser  positiver 
gegebener  Werth,  so  kann  man  in  o  eine  Zahl  o  so  wählen^  dass 
alle M(a)  <  a,  alle M(ß)>b  ausfällen^  und  dass  absolut  N{G})<(Scy* 
wird. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  zunächst  nur  die 
Functionen  a  dar  ersten  Glasse,  deren  Anzahl  wir  mit  fi  be- 
zeichnen wollen;  indem  wir  jedes  unter  ihnen  befindliche  imaginäre 
Paar  durch  das  zugehörige  reelle  Paar  ersetzen,  jede  reelle 
Function  a  aber  beibehalten,  gelangen  wir  offenbar  zu  ft  reellen 
homogenen  linearen  Functionen  ti;,  die  wir  in  bestimmter  Ord- 
nung mit  i(?i,  tC2  .  .  .  t^u  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  k  eine  be- 
stimmte natürliche  Zahl,  und  legt  man  den  Coordinaten  %<  alle 
Werthe  aus  der  Reihe  der  (k  -\-  1)  Zahlen  0,  1,  2  ...  A;  bei,  so 
erhält  man  (k  4-  1)'*  verschiedene  Zahlen  o  in  o,  für  welche  alle 
M(a) ^ck  ausfallen,  und  folglich  liegen  alle  zugehörigen  Werthe 
der  /it  Functionen  w  zwischen  —  ck  und  -\-  ck.  Das  durch  diese 
beiden  Zahlen  +  cfc  begrenzte  reelle  Zahlengebiet  wollen  wir 
auf  folgende  Weise  in  kleinere  Intervalle  eintheilen.  Da  n  >  fi  >  0, 
und  k  >  0  ist,  so  ergiebt  sich  leicht**),  dass  die  Differenz 

fi  n 

(fc   +    1)."  —   fc?*  >    1 

ist,  und  dass  folglich  zwischen  Minuend  und  Subtrahend  minde- 
stens eine  natürliche  Zahl  m  liegt,  welche  mithin  den  Bedingungen 

(fc  +  1)"  >  m"  >  fc"  (8) 

genügt;  setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

d  =  ?^<2cik'"",  (9) 

so  zerfällt  das  obige  Zahlgebiet  durch  Einschaltung  der  (m  —  1) 
Zahlen 

*)  Diese  Bedingungen  'würden  nur  in  dem  ausgeschlossenen  Falle 
y  =  1  sich  nicht  vereinigen  lassen. 

♦*)  Ist  die  Constante  s>l,80  hat  die  Function  ^(i)==(x  +  l)«  —  j:»  — 1, 
welche  zugleich  mit  x  verschwindet,  eine  Derivirte  ^'(x),  die  für  x  ~^.  0 
stets  positiv  ist,  und  folglich  ist  ^  (j^)  '>  0  für  a;  >  0. 

Dirichlet,  Zahlentheorie. 


^^- 
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—  ch  +  d^    —  cJc  +  2d  .  .  .    —  cJc  +  (ni  —  1)  rf 

in  m  Intervalle  von  gleicher  Breite  d,  wobei  man  diese  (m — 1) 
Zahlen  selbst  nach  Belieben  dem  einen  oder  anderen  der  beiden 
benachbarten  Intervalle  zurechnen  kann.  Schreiben  wir  femer 
einem  reellen  Werthe  to  die  bestimmte  Intervallzahl  s  zu,  wenn 
10  dem  von  den  beiden  Zahlen  — cÄ  +  (s  —  l)d  und  — eJc  -{-sd 
begrenzten  Intervalle  angehört,  so  besitzen  die  zu  einer  be- 
stimmten Zahl  CO  gehörenden  fi  Werthe  Wi((o)y  tc^ia})  .  .  .  tr^(i9) 
ihre  entsprechenden  Intervallzahlen  s,,s,...s^,  und  wir  dürfen 
dies  kurz  so  ausdrücken,  dass  der  Zahl  cd  diese  bestimmte  Feige 
Si,  s«  .  .  .  Sju  entspricht.  Da  jede  Intervallzahl  s  eine  der  m 
Zahlen  1 ,  2  .  .  .  m  ist,  so  ist  m^  die  Anzahl  aller  überhaupt 
denkbaren  Folgen,  und  da  dieselbe  zufolge  (8)  Meiner  ist  als  die 
Anzahl  (fc  4*  1)"  ^U^r  von  einander  verschiedenen  Zahlen  o, 
welche  auf  die  obige  Weise  gebildet  werden  können,  so  muss  es 
unter  den  letzteren  mindestens  zwei  verschiedene  x,  k  geben, 
denen  eine  und  dieselbe  Folge  von  Intervallzahlen  Si ,  Sj  . . .  5« 
entspricht;  es  werden  daher,  wenn  man  die  von  Null  verschiedene, 
in  D  enthaltene  Zahl  x  —  A  =  cd  setzt,  die  absoluten  Werthe 
der  (A  DiflFerenzen 

sämmtlich  ^  d  sein,  weil  jedesmal  der  Minuend  und  Subtrahend 

in  dasselbe  Intervall  fallen.    Hieraus  folgt  für  die  Werthe  der 

zur  ersten  Classe  gehörigen,  mit  dieser  Zahl  (q  conjugirten  Zahlen 

a,  welche  entweder  mit  einer  Grösse  w{m)  übereinstimmen  oder 

von  der  Form  iOi{(o)  ^iw^ico)  sind,  dass  M{(x)  ^  dV2,  also 

zufolge  (9)  auch 

1-- 
3/(a)<3cfc     ."  (10) 

ist.  Bedeuten  nun  A^  B  resp.  die  absoluten  Werthe  der  beiden 
Producte  aus  den  /a  Conjugirten  a  und  aus  den  (n  —  f*)  (Con- 
jugirten ßy  welche  zu  der  zweiten  Classe  gehören,  so  ist  i  N{o) 
=  AB^  und  A  <  (3  cyicf^-^]  da  ferner  die  Coordinaten  der 
Differenz  o  =  x  —  k  absolut  genommen  den  Werth  Je  nicht 
überschreiten,  also  M(ß)  <  ck^  B  <  (cÄ)*»-^  ist,  so  folgt 

±  N{o)  <(3c)«.  (II) 

Da  endlich  N(g3)  eine  von  Null  verschiedene  ganze  rationale 
Zahl  ist,  so  wird  AB  ^  l^  also  B  >  (3 c)-^* *"-'*;  greift  man 
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nun  aus  der  zweiten  Glasse  eine  beliebige  Zahl  ß  heraus  und 
setzt  JB  =  BiM(ß),  so  ist  Bi  ^  (cfc)»»-"-!,  mithin 

M(ß)>{3cy'-^k  (12) 

Offenbar  kann  nun,  wie  klein  auch  a,  und  wie  gross  auch  h 
gegeben  sein  mag,  die  Zahl  fc  zufolge  (10)  und  (12)  stets  so 
gross  gewählt  werden,  dass  alle  Jf(a)  <  a,  alle  M{ß)  >  b  aus- 
fallen, während  zufolge  (11)  immer  ^(o)  absolut  <  (3  c)"  wird, 
w.  z.  b.  w. 

5.  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  II  ergiebt  sich,  indem 
man  dieselbe  Eintheilung  der  Permutationen  jtr  in  zwei  Glassen 
beibehält,  dass  man  eine  nie  abreissende  Kette  von  auf  einander 
folgenden,  von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahlen 

^  =  Vi^  Vi^  ^3  •  •  •  ^«»  ^«+1  ■  .  •  (13) 

bilden  kann,  deren  Normen  absolut  <  (Sc)«  sind,  und  welche 
ausserdem  noch  die  zweite  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn  mit 
a,  der  kleinste,  mit  6,  der  grösste  der  n  Moduln 

MW.),  MW)  .  .  .  M{ri';')  (U) 

bezeichnet  wird,  die  zunächst  folgenden  Moduln 

Jf (i,;+0,  MWU,)  .  .  .  MirifU) 

stets  <  üs  oder  >  6,  ausfallen,  je  nachdem  sie  zu  der  ersten 
oder  zweiten  Glasse  gehören;  da  hieraus  a,+i  <  a,  und  bg^i  >  6, 
folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  einer  so  gebildeten  Kette  (13)  die 
einem  beliebigen  Gliede  r}.  entsprechenden  Moduln  (14),  je  nach- 
dem sie  zu  der  ersten  oder  zweiten  Glasse  gehören,  kleiner  resp. 
grösser  sind  als  alle  Moduln  aller  vorausgehenden  Glieder  i^j, 
1^2  ..  •  V»—i-  ^^  ferner  die  Normen  aller  dieser  Zahlen  iy  ganze 
rationale  Zahlen  und  absolut  kleiner  als  die  endliche  Gonstante 
(3  c)"  sind ,  so  müssen  unendlich  viele  solche  Zahlen  t}  eine  und 
dieselbe,  von  Null  verschiedene  Norm  m  haben;  da  (nach  §.  176, 
II  bis  IV)  zugleich  m  durch  rj  theilbar,  also  ow  >  oi?  >  o,  und 
(o,  ow)  =  +  W»>0  ist,  so  ist  (nach  §.  171,  II)  die  Anzahl 
dieser  Moduln  otj  endlich,  und  folglich  muss  es  in  der  Kette  (13) 
auch  unendlich  viele  solche  Zahlen  r^  geben,  welche  einen  und 
denselben  Modul  ori  erzeugen;  sind  x,  A  irgend  zwei  solche 
Zahlen,  von  denen  x  den  früheren,  A  den  späteren  Platz  in  der 
Kette  (13)  einnimmt,  und  setzt  man  x  =  A«,  so  folgt  aus  ox  =  oA 
auch  0£  =  o;  mithin  ist  s  eine  Einheit,  und  da  zugleich 
^ir)  _  A(»-)  «(*■),  also  auch  Jtf(x(»->)  =  3f(Af»*))  3f  («<»•>)  ist,  so  ergiebt 
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sich  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Bemerkung  über  die  conjugirten 
Moduln  der  in  der  Kette  (13)  enthaltenen  Zahlen  der  folgende 
Satz: 

in.  Es  giebt  in  o  eine  Einheit  von  der  Ari^  dass  die  Madidn 
der  mit  ihr  conjugirten  Zahlen  in  der  ersten  Classe  >  1,  in  der 
zweiten  Classe  <  1  ausfallen. 

6.  Von  jetzt  ab  wollen  wir,  wenn  unter  den  Permutationen 
nr  imaginäre  Paare  vorhanden  sind,  von  jedem  solchen  Paar  nur 
die  eine  beibehalten,  die  andere  gänzlich  fallen  lassen;  es  bleiben 
dann  v  Permutationen 

JTj,    ^Tg   ...   JTv,  (15) 

und  je  nachdem  eine  solche  Permutation  n^  reell  oder  imaginär 

ist,  wollen  wir 

Cs  =  1    oder    c,  =  2  (16) 

setzen,  so  dass 

Ci  +  c.2  +  '''  +  Cr  =  n  (17) 

wird.  Bedeutet  ferner  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl 
des  Körpers  Ä,  so  soll,  wenn  Jig  eine  der  Permutationen  (15)  ist, 
mit  Z,(a)  der  reelle  Bestandtheil  von  r,  log  «(*>  bezeichnet  werden, 
woraus  offenbar 

h  («)  +  ?2  («)  +  •••  +  Ir  («)  =  log  i^((a))  (18) 

folgt,  wo  N((a))  den  absoluten  Werth  von  N(a)  bedeutet;  zu- 
gleich ist  allgemein 

ls(aß)  =  h(a)  +  l,(ß).  (19) 

Für  jede  Einheit  e  ergiebt  sich  aus  (18)  speciell 

/i(0  +  hie)  +  '"  +  /..(£)  =  0,  (20) 

und  der  obige  Satz  III  kann  offenbar  so  ausgesprochen  werden: 

IV.  Vertheilt  man  die  v  Permiitationen  (15)  nach  Belieben 
in  zwei  Classen^  doch  so,  dass  jede  von  ihnen  mifuiestens  eine 
Permutation  enthält^  so  giebt  es  in  o  immer  eine  Einheit  s  von 
der  Art,  dass  lg  (e)  j}ositiv  oder  negativ  ausfällt,  je  nachdem  ar,  zn 
der  ersten  oder  zweiten  Classe  gehö)i. 

Betrachtet  man  jetzt  ein  System  S  von  (v  —  1)  Einheiten 
fi,  fi.2  •  •  •  ^»'-1  ^^^  setzt  zur  Abkürzung  ?,(£»,)  =  Z*,mi  während 
Wi,  Wj  .  .  .  Mr  willkürliche  Grössen  bedeuten,  so  ist  die  Deter- 
minante 


wo 
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'1,1  ••  •  'i,»-i'  ^1 

=(«.  +  •••  +u,)S',  (21) 

S'  =  I±7i,i  ?2,,  ...Z,-M-i;  (22) 

denn  wenn  man  zu  der  letzten  Zeile  alle  vorhergehenden  addirt, 
80  verschwinden  zufolge  (20)  alle  ihre  Elemente  mit  Ausnahme 
des  letzten,  welches  gleich  der  Summe  der  Grössen  Ug  wird.  Die 
Determinante  S'  oder  auch  deren  absoluter  Werth,  welcher  durch 
das  System  S  vollständig  bestimmt  ist,  soll  der  Regulator  dieses 
Systems  heissen*).  Fügt  man  zu  S  noch  eine  Einheit  Sp  hinzu 
und  setzt  Ua  =  /*(£»),  so  verschwindet  zufolge  (20)  die  aus  v  Ein- 
heiten gebildete  Determinante  (21).  Von  der  grössten  Wichtigkeit 
ist  aber  der  folgende  Satz: 

V.  Es  giebt  ein  aus  {v  —  1)  Einlieiten  fj,  f^  .  .  .  Sy^i  be- 
stehendes System  S,  dessen  Regulator  von  Null  verschieden  ist. 

In  der  That,  da  v  >  2  ist,  so  folgt  aus  dem  obigen  Satze  IV, 
wenn  man  n^  in  die  erste,  alle  anderen  Permutationen  aber  in 
die  zweite  Glasse  aufnimmt,  die  Existenz  einer  Einheit  e^,  für 
welche  Zm  positiv  ausfällt,  womit  der  Fall  v  =  2  erledigt  ist. 
Wenn  aber  v  >  2  ist,  und  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  die 
<  V,  aber  >  1  ist,  so  w^oUen  wir  annehmen,  man  habe  schon 
(m  —  1)  Einheiten  £1,.  £2  •  •  •  ^m-i  gefunden,  die  eine  positive 
Determinante 

■^m  =  «.   dt  ^1,1  '2,8   •  •  •   'm~l,m— 1 

erzeugen,  und  wir  wollen  mit  Hülfe  desselben  Satzes  IV  die 
Existenz  einer  Einheit  f,«  beweisen,  für  welche  auch  die  Deter- 
minante 

Em-i-l  =  —  i  «1,1  »2,2  •  •  •  ^m—l,»»— 1  lm,m 

positiv  ausfallt.  Hierzu  ordnen  wir  die  letztere  nach  den  aus 
Sfn  entspringenden  Elementen,  wodurch  sie  die  Form 

annimmt,  wo  Dm,  nach  unserer  Annahme  positiv  ist,  während  die 
übrigen  aus  «i,  e^,,, b^-i  gebildeten  Determinanten  Di , 2)2 . . . Dm-i 


♦)  Dieser  Ausdruck  findet  sich  in  verwandter ,  freilich  etwas  anderer 
Bedeutung  in  §.  4  der  Abhandlung  von  Eisenstein:  Allgemeine  Unter- 
suchungen über  die  Formen  dritten  Grades  mit  drei  Variahein  ^  welche  der 
Kreistheüung  ihre  Entstehung  verdanken  (Crelle's  Journal,  Bd.  28,  29). 
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positiv,  negativ  oder  auch  =  0  sein  können.  Bildet  man  nun 
wieder  zwei  Classen  und  nimmt  von  den  m  Permutationen  sTi, 
^Tj  .  .  .  ;rm  alle  diejenigen  in  die  erste  Classe  auf,  denen  positive 
Werthe  Dj,  I>2  .  .  .  Dm  entsprechen,  also  jedenfalls  die  Permu- 
tation 7tm^  während  die  übrigen  und  die  Permutationen  sTm+i...««) 
also  jedenfalls  Xy^  in  die  zweite  Classe  fallen,  so  giebt  es  nach 
dem  obigen  Satze  IV  eine  Einheit  «,„,  für  welche  Z,,„  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  7tg  zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe 
gehört;  mithin  wird  die  Summe  JE^+i,  da  sie  mindestens  ein 
positives  Glied  Dm  lm,m  und  kein  einziges  negatives  Glied  enthält, 
gewiss  positiv,  was  zu  zeigen  war.  Auf  diese  Weise  kann  man 
offenbar  von  m  =  2  bis  w  =  v  —  1  fortschliessen,  wodurch  man 
zuletzt  ein  System  S  von  v  —  1  Einheiten  erhält,  dessen  Re- 
gulator S'  von  Null  verschieden  ist,  w.  z.  b.  w. 

7.  Ein  solches,  aus  v  —  1  unabhängigen  Einheiten  £i,  fj...«,-! 
bestehendes  System  S,  dessen  Regulator  5"  von  Null  verschieden 
ist,  nennen  wir  ein  vollständiges  System,  und  wir  bilden  aus 
dieser  Basis  S,  indem  wir  die  Exponenten  m^,  m,  .  .  .  »»,_i  alle 
ganzen  rationalen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  oo  durchlaufen  lassen, 
eine  zugehörige  Gruppe  (S)  von  unendlich  vielen  Einheiten 

ö±=£r£r"...£7-i,  (23) 

welche  sich  durch  Multiplication  und  Division  reproduciren*); 
dass  je  zwei  verschiedenen  Systemen  von  Exponenten  Wi,  Wj . . .  Wr-i 
auch  zwei  verschiedene  Einheiten  ö  entsprechen,  dass  also  nur 
dann  <J  =  1  wird,  wenn  alle  diese  Exponenten  verschwinden,  wird 
sich  aus  dem  Folgenden  beiläufig  ergeben. 

Ist  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  des  Körpers  «Ä, 
so  bezeichnen  wir  mit  cc(S)  den  Complex  aller  Producte  aö, 
welche  den  sämmtlichen  Einheiten  6  der  Gruppe.  (S)  entsprechen, 
und  es  leuchtet  ein,  dass  zwei  solche  Complexe  n(8)^  ß(S)  ent- 
weder keine  einzige  gemeinsame  Zahl  besitzen  oder  vollständig 
identisch  sind;  jede  in  «(S)  enthaltene  Zahl  kann  an  Stelle  von 
a  treten  und  als  Repräsentant  dieses  Complexes  angesehen 
werden.  Um  nun  von  allen  diesen  Zahlen  aö  eine  einzige  durch 
besondere  Bedingungen  herauszuheben,  verfahren  wir  auf  folgende 


*)  Die  jetzt  folgenden  Betrachtungen  bieten  eine  vollständige  und  aaf 
leicht  ersichtlichen  Gründen  beruhende  Analogie  mit  der  Theorie  der 
endlichen  Moduln  dar  (§.  172). 
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Weise  (vergl.  §.  87).  Da  die  Determinante  (21),  wenn  man  die 
Grössen  m,  durch  die  in  (16),  (17)  eingeführten  Zahlen  Cg  ersetzt, 
den  von  Null  verschiedenen  Werth  nS'  annimmt,  so  entspricht 
jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  des  Körpers  £1  ein  volU 
ständig  bestimfntes  System  von  v  reellen  Grössen  e^  (a),  ^2  (a)  .  .  . 
tfr-i  («)  und  /(«),  welche  den  v  linearen  Gleichungen 

Ji,i  «1  (a)  +  •  •  •  +  li,v-iey^i(a)  +  Ci/(a)  =  li(a) 


(24) 


^iCi  («)  +  •  •  •  +  Zi',y_i  Cv-i  («)  4-  Cvf(cc)  =  U(a) 

genügen  und  zufolge  (19)  die  Eigenschaften 

es(aß)  =  e,(a)  +  e,(/3),  f(aß)  =/(«)  +  f(ß)  (25) 

besitzen.  Die  (v  —  1)  Grössen  (?,(«)  wollen  wir  die  Exponenten 
der  Zahl  a  in  Bezug  auf  die  Basis  S  nennen,  und  a  soll  eine 
in  Bezug  auf  S  reducirte  Zahl  heissen,  wenn  ihre  Exponenten 
sämmtlich  <  1  und  nicht  negativ  sind.  Die  Bedeutung  der 
Grösse  /(«)  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (24),  woraus  mit  Rücksicht  auf  (17),  (18),  (20) 

nf(a)  =  log  N{(a))  (26) 

folgt;  ist  s  irgend  eine  Einheit,  so  ist/(a)  =  0.  Da  femer  zu- 
folge (19)  und  (23) 

und  ausserdem  f(0)  =  0  ist,  so  lehrt  die  Vergleichung  mit  (24), 

dass  die  in  (23)  dargestellte  Einheit  ö  der  Gruppe  (5)  die  ganzen 

rationalen  Exponenten 

/  6.(0)  =  m.  (27) 

besitzt;  hieraus  folgt  zugleich,  dass  6  wirklich  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  der  Form  (23)  darstellbar  ist,  und  dass  die  einzige  in 
(/S)  enthaltene  reducirte  Einheit  =  1  ist,  weil  ihre  Exponenten 
iHg  sämmtUch  verschwinden  müssen.  Betrachtet  man  nun  irgend 
eine  in  dem  Gomplex  a{S)  enthaltene  Zahl  a0,  so  sind  zufolge 
(25)  und  (27)  ihre  Exponenten  e,(aö)  =  e.(a)  +  w»»?  nnd  da  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  m«  immer  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  so  gewählt  werden  können,  dass  die  Exponenten  eg(a<j)<l 
und  nicht  negativ  werden,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

VI.    In  jedem  Complex  a  (S)  giebt  es  eine  und  auch  nur  eine 
einzige  reducirte  Zahl, 

Die   wichtigste  Grundlage   für  alles  Folgende   ergiebt   sich 
aber  aus  den  Gleichungen  (24),  wenn  man  alle  diejenigen  redu- 
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cirten  Zahlen  a  betrachtet,  deren  absolute  Norm  einen  gegebenen 
positiven  Werth  t  nicht  überschreitet;  da  nämlich  die  v  —  1 
Exponenten  ^«(a)  zwischen  0  und  1  liegen,  und  zufolge  (26)  im 
algebraischen  Sinne  w/(a)  <  log^  ist,  so  sind  die  v  Grössen  /,(«) 
algebraisch  kleiner  als  eine  endliche,  nur  von  t  und  der  Basis  S 
abhängige  Grösse,  und  folglich  sind  auch  die  Moduln  aller  mit 
einer  solchen  Zahl  a  conjugirten  Zahlen  kleiner  als  eine  endliche 
positive  Grösse  C,  welche  ebenfalls  nur  von  t  und  S  abhängt. 
Fügt  man  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  a  eine  ganze 
Zahl  sein  soll ,  so  ergiebt  sich  hieraus  mit  Rücksicht  auf  L  der 
Satz: 

Vn.  Ist  t  eine  gegebene  positive  Grösse^  so  giebt  es  nur  mne 
endliehe  Anzahl  solcher  ganzen  Zahlen^  tvelche  in  Bezug  auf  S 
reducirt^  und  deren  absolute  Normen  ^  t  sind. 

Mithin  ist  auch  die  Anzahl  aller  reducirten  Einfieüen  q 
endlich,  und  das  System  aller  Einheiten  s  des  Körpers  besteht 
(zufolge  VI)  aus  ebenso  vielen  verschiedenen  Gomplexen  von 
der  Form  q{S).    Hieraus  folgt  leicht  der  Satz: 

VIII.  Bedeutet  r  die  Anzahl  alW  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheiten  p,  und  e  irgend  eine  Eittheif^  so  ist  «•"  in  der  Gruppe 
(S)  enthalten. 

Denn  wenn  p^,  ps  •  •  •  C^r  die  ^  reducirten  Einheiten  sind, 
so  kann  man  die  Einheiten 


setzen ,   wo   <Jj 


1^1  (Jj  ,      S  Qi  =  Tli  02  .  .  .  S  Qr  =  Vr^^i 


(28) 


ö^  .  ,  .  6r  der  Gruppe  (S)  angehören,  während 
Vi^  Vi  -  -  -  Vr  reducirte  Einheiten  sind;  wäre  nun  z.  B.  iji  =  ij„ 
also  auch  q^  Ö2  =  Ps  <Ji ,  so  gehörten  die  beiden  verschiedenen 
Einheiten  g^ ,  q^  einem  und  demselben  Complex  Qi  (S)  =  Qj  (S) 
an,  was  (nach  VI)  unmöglich  ist;  mithin  sind  die  r  reducirten 
Einheiten  17  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und  sie  fallen 
daher  in  ihrer  Gesammtheit,  wenn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit 
den  r  Einheiten  g  zusammen;  multiplicirt  man  nun  die  obigen 
r  Gleichungen  (28)  und  dividirt  durch  das  Product  der  reducirten 
Einheiten  g  oder  iy,  so  ergiebt  sich  s^  =  6^6^  .  .  .  ör^  w.  z.  b.  w. 

8.  Die  Exponenten  von  €^  sind  daher  zufolge  (27)  immer 
ganze  rationale  Zahlen,  und  da  zufolge  (25)  diese  Exponenten 
e»{6^)  =  rea(s)  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Exponenten  e,(f) 
einer  jeden  Einheit  b  rationale  Zahlen   mit    dem  gemeinsamen 
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Nenner  r  sind.  Ist  nun  K  irgend  ein  System  von  v  —  1  Ein- 
heiten X,  und  setzt  man  dieselben  in  (24)  für  a  ein,  so  ergiebt 
sich,  weil  /(x)  =  0  ist,  aus  der  Definition  (22)  der  Regulator 

K'  =  hS\  (29) 

wo  k  die  aus  den  Exponenten  der  Einheiten  x  gebildete  Deter- 
minante, also  eine  rationale  Zahl  mit  dem  Nenner  r*— ^  bedeutet; 
mithin  ist  K  dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  System,  wenn 
Ä,  also  auch  die  ganze  Zahl  fcr*"^  von  Null  verschieden  ist. 
Hieraus  folgt  zugleich,  dass  es  unter  allen  vollständigen  Systemen 
auch  ein  sogenanntes  Fundame^italsystem^  d.  h.  ein  System  von 
absolut  kleinstem  Regulator  geben  muss,  und  wir  wollen  jetzt 
annehmen,  unser  obiges  System  S  sei  selbst  ein  solches  Funda- 
mentalsystem. Dann  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  einer 
jeden  reducirten  Einheit  q  sämmtlich  verschwinden;  denn  ersetzt 
man  eine  der  in  S  enthaltenen  Einheiten,  z.  B.  £«  durch  p, 
während  man  die  übrigen  beibehält,  so  entsteht  aus  S  ein  System 
J5r,  welches  zufolge  (29)  den  Regulator  K'  =  ea{Q)S'  besitzt; 
wäre  nun  der  Exponent  e,(p)  von  Null  verschieden  und  folglich 
ein  positiver  echter  Bruch,  so  wäre  K  ein  vollständiges  System, 
und  sein  Regulator  K'  absolut  kleiner  als  S\  was  unmöglich 
ist;  mithin  ist  e,(p)  =  0.  Aus  dieser  Eigenschaft,  welche,  wie 
man  leicht  zeigen  könnte,  für  jedes  Fundamentalsystem  S  auch 
charakteristisch  ist,  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  einer 
jeden  Einheit  £,  weil  sie  in  einem  Complexe  q{S)  enthalten  ist, 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Ferner  folgt  hieraus, 
dass  jedes  Product  aus  zwei  reducirten  Einheiten  p,  weil  seine 
Exponenten  zufolge  (25)  sämmtlich  verschwinden,  ebenfalls  eine 
reducirte  Einheit  ist;  behält  daher  r  die  obige  Bedeutung,  so 
ist  Q^  eine  reducirte  Einheit,  welche  (nach  VIII)  der  Gruppe  (S) 
angehört,  und  hieraus  folgt  nach  einer  früheren  Bemerkung 

9»-  =  1.  (30) 

Da  umgekehrt  jede  in  o  enthaltene  Einheitswurzel  s  =  >/l  immer 
eine  reducirte  Einheit  ist,  weil  die  Grössen  lg(a)  und  ea(s) 
sämmtlich  verschwinden,  so  fallen  die  r  reducirten  Einheiten  q 
mit  allen  in  o  enthaltenen  Einheitswurzeln  zusammen;  unter 
diesen  befinden  sich  immer  die  beiden  Zahlen  ±  1,  und  hieraus 
folgt  offenbar,  dass  r  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  die  aber,  wie 
man  leicht  erkennt,  nur  dann  >  2  sein  kann,  wenn  n  =  2v  ist. 
Da   endlich  das  System  aller  Einheiten  b  aus  den  r  Complexen 
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9{S)  besteht,  so  haben  wir  hiermit  den  folgenden  grossen  Satz 
von  DiricJilet*)  bewiesen: 

IX.  Bezeichnet  v  die  GesammtanzaM  der  reelleti^  soicie  der 
Paare  von  imaginären  Pemmtationen  des  Körpers  Ä,  so  giebt  es 
in  0  immer  v  —  1  Fundamentaleinheiten  von  solcher  Beschaffenheit^ 
dass^  wenn  man  dieselben  beliebig  oß  in  einander  multiplicirl  und 
dividirt  und  dem  so  gebildeten  allgemeinen  Product  die  sämnUlichen 
in  0  entJwJtenen  JEinheitswurzeln  p,  deren  Anzalü  r  stets  endliA 
ist^  einzeln  als  Factor  zugesellt^  alle  Einheiten  in  o  und  zwar  jede 
nur  einmal  dargestellt  werden. 

Wir  fügen  diesem  Resultate  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Es  leuchtet  ein,  dass  allen  Fundamentalsystemen  S  nicht  bloss 
derselbe  absolute  Minimal -Regulator  S'^  sondern  auch  dieselbe 
Anzahl  r  der  reducirten  Einheiten  entspricht;  bei  den  meisten 
Untersuchungen  tritt  der  aus  beiden  gebildete  Quotient 


r 


(31) 


auf**),  und  diese  Grösse  besitzt  für  den  Körper  Sl  eine  Bedeutung 
von  ähnlicher  Wichtigkeit  wie  seine  Grundzahl  2).  Durch  Be- 
trachtungen, welche  den  in  der  Theorie  der  endlichen  Moduln 
angewendeten  analog  sind  (§.  172),  kann  man  leicht  beweisen, 
dass  dieser  Quotient  auch  denselben  Werth  E  besitzt,  wenn  S 
ein  beliebiges  vollständiges  System,  und  r  die  Anzahl  der  in 
Bezug  auf  S  reducirten  Einheiten  bedeutet ;  dasselbe  wird  sich 
aber  auch  beiläufig  aus  der  im  folgenden  Paragraphen  enthaltenen 
Untersuchung  ergeben. 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhält  man,  wenn  man  nicht  alle 
Einheiten  betrachtet,  sondern  nur  diejenigen,  deren  Nom 
positiv**"^)  ist,  oder  gar  nur  diejenigen,  welche  durch  alle  reellen 
Permutationen  in  positive  Werthe  übergehen;  man  kann  dieselbe 
Untersuchung  entweder  von  vornherein  mit  Rücksicht  auf  solche 


'*')  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  30.  März  1846,  oder 
Dirichlet'fl  Werke,  Bd.  1,  S.  642. 

**)  Im  Falle  i'  =  1   ist  iS'  =  1 ,  und  r  gleich  der  Anzahl  aller  Ein- 
heiten in  0  zu  setzen. 

***)  Vergl.  die  dritte  Auflage  S.  661 ;  bei  dem  dortigen  Ausspiniche  des 
Schlusssatzes  (S.  567)  hätte  aber  ausdrücklich  bemerkt  werden  sollen,  dus 
im  Falle  eines  ungeraden  n  von  den  beiden  einzigen  reducirten  Einheiten 
+ 1  und  —  1  nur  die  erster e  beizubehalten  ist. 
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Nebenbedingungen  führen,  oder  man  kann  auch  nachträglich  die 
etwaigen  Modificationen  des  obigen  Resultates  leicht  ableiten, 
wenn  man  bedenkt,  dass  jedes  Quadrat  einer  Einheit  diesen  Be- 
dingungen genügt. 

Die  obige  Untersuchung  ist  femer  so  dargestellt,  dass  sie 
auch  dann  gültig  bleibt,  wenn  das  Gebiet  o  aller  in  Sl  ent- 
haltenen ganzen  Zahlen  überall  durch  irgend  eine  endliche  Ord- 
nung n  ersetzt  wird,  deren  Basis  zugleich  eine  Basis  von  £1  ist*); 
aber  auch  für  diesen  Fall  kann  man  die  eintretenden  Modificationen 
leicht  nachträglich  ableiten,  wenn  man  den  Führer  der  Ordnung, 
d.  h.  das  Ideal  I  =  n  :  o  betrachtet  und  bedenkt,  dass  jede  Ein- 
heit durch  Potenzirung  mit  dem  Exponenten  tp  (I)  in  eine  Einheit 
dieser  Ordnung  verwandelt  wird  (§.  180,  IV). 


§.  184. 

Der  eben  bewiesene  Satz  bildet  neben  der  Theorie  der  Ideale 
die  wichtigste  Grundlage  für  das  tiefere  Studium  der  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Ä,  und  er  ist  unentbehrlich  für  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealclassen  nach  Dirichlet's  Prin- 
cipien.  Die  vollständige  und  allgemeine  Lösung  dieser  grossen 
Aufgabe,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Classenanzahl  der 
binären  quadratischen  Formen  nur  den  einfachsten  Fall  bildet, 
scheint  nach  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  noch  in 
weiter  Ferne  zu  liegen,  allein  mit  Hülfe  des  genannten  Satzes 
gelingt  es  doch,  einen  wesentlichen  Theil  derselben  allgemein  zu 
erledigen  und  die  Classenanzahl  als  Grenzwerth  einer  unendlichen 
Reihe  darzustellen.  Da  die  entsprechenden  Sätze  über  die  qua- 
dratischen Formen  (§§.  95,  96,  98)  hierdurch  abermals  in  ein 
helleres  Licht  gesetzt  werden,  so  wollen  wir  diese  Untersuchung 
im  Folgenden  ausführen;  hierbei  kommt  es  vorzüglich  darauf  an, 
den  folgenden  Hauptsatz  zu  beweisen,  in  welchem  die  Bezeich- 
nungen des  vorigen  Paragraphen  beibehalten  sind: 

I.  Ist  m  ein  gegebenes  Ideale  und  bezeichnet  man^  wenn  t  ein 
beliebiger  positiver  Werth  ist^  mit  T  die  zugehörige  Anzahl  aller 


*)  Vergl.  die  zweite  Auflaj^e  (§.  166)  und  melDO  auf  S.  580  citirte 
Festschrift:  üeher  die  Anzahl  der  Ideal-  Classen  in  den  verschiedenen  Ord- 
nungen eines  endlichen  Körpers  (1877). 


:^y'K^' 
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derjenigen  verschiedenen^  durch  m  {heilbaren  Hauptideale,  deren 
Normen  nicht  grösser  als  t  sind^  so  wird  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  t 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  wir  hier  den  Begriff  des  Haupt- 
ideals in  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  nehmen  (§.  177),  also 
unter  einem  Hauptideal  jeden  Modul  von  der  Form  oa  verstehen, 
wo  «  jede  von  Null  verschiedene  Zahl  in  o  bedeutet,  mag  ihre 
Norm  positiv  oder  negativ  sein.  Uin  unseren  Satz  zu  beweisen, 
wählen  wir  nach  Belieben  eine  bestimmte  Basis  des  Ideals 

^n  =  [/'n  /*i  .  •  •  Mn],  (2) 

ebenso  irgend  ein  vollständiges  System  S  von  v  —  \  Einheiten 

und  behalten  für  dasselbe  alle  im  vorigen  Paragraphen  benutzten 
Bezeichnungen  bei.  Wir  erhalten  nun  gewiss  alle  durch  m  theil- 
baren  Hauptideale  m',  deren  Normen  den  Werth  t  nicht  über- 
schreiten, wenn  wir  m'  =  0  a  und 

«  =  Ol  /Hj  +  aa  |[t,  +  •  •  •  +  anii'n  {^) 

setzen,  wo  die  n  Coordinaten  a^^  a^  .  ,  .  an  alle  diejenigen  ganzen 
rationalen  Zahlen  durchlaufen,  welche  der  Bedingung 

0  <  N{{a))  <  t  (5) 

genügen.  Auf  diese  Weise  würde  aber  (abgesehen  von  dem  Falle 
V  =  l)  jedes  solche  Ideal  nt'  durch  unendlich  viele  verschiedene 
Zahlen  a  =  ««q  (und  nur  durch  diese)  erzeugt  werden,  wo  »j 
eine  bestimmte  solche  ZaM  ist,  b  aber  alle  Einheiten  durchläuft. 
Bedeutet  nun  r  wieder  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheiten  ^,  so  besteht  das  System  aller  dieser  Zahlen  a  ausr 
verschiedenen  Complexen  pao(S),  und  da  es  in  jedem  solchen 
j  Complex  eine  und  nur  eine  reducirte  Zahl  a  giebt,  so  vrird,  wenn 

\:  wir  zu  (4)  und  (5)  noch  die  v  —  1  Bedingungen 

\  0^c,(a)<l  (6) 

hinzufügen,  jedes  Ideal  m'  genau  r-mal  erzeugt  werden;  mithin 
t  ist   die   Anzahl   aller   derjenigen   Zahlen   a,  welche  diesen  Be- 

dingungen (4),  (5),  (6)  genügen,  =  rT,  wo  T  die  im  Satze  an- 
• "  gegebene  Bedeutung  hat. 

Hierauf  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  des  stetigen,  n-fach 
^  ausgedehnten   arithmetischen    Raumes  9i;   unter   einem    Puncte 
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desselben  verstehen  wir  jede  Folge  x  von  n  reellen  Werthen 
oi>\^  x^  .  .  ,  Xnt  welche  umgekehrt  die  Coordinaten  des  Punctes  x 
heissen  sollen*).  Aus  diesem  unendlichen  Räume  91  wollen  wir 
durch  gewisse  Bedingungen,  welche  den  obigen  nachgebildet  sind, 
ein  durch  endliche  Grenzen  eingeschlossenes  Gebiet  %  ausscheiden. 
Zunächst  bilden  wir  die,  allen  n  Permutationen  entsprechenden 
Functionen 

r     =XylL\       +   Xil^^      -f.    .  .  .   +   XnUn 

(7) 

g(»)  =  a;iM"^  +  x,^^  +  •  •  .  +  Xn^a:^ 

und  unterwerfen  den  Punct  x^  indem  wit*  mit  u  den  absoluten 
Werth  des  reellen  Productes 

rr  ...f^">  =  ±w  (B) 

bezeichnen,  der  ersten  Bedingung 

0  <  M  ^  1.  (9) 

Ist  ferner  ar«  eine  der  v  Permutationen  (15)  in  §.  183,  so  be- 
zeichnen wir  mit  y,  den  reellen  Theil  von  c,  log  f (*>  und  bestimmen 

Ä^s  J/n  ya  •  •  •  y»'  abermals  v  reelle  Grössen  z^^  z^  -  •  -  ^y-i  ^^^ 
V  durch  die  v  linearen  Gleichungen 


(10) 


aus  welchen  durch  Addition  offenbar 

nv  =  yi  +  y^  +  '  '  '  +  yy  =  logw  (11) 

folgt.  Hiernach  verstehen  wir  unter  dem  Gebiete  3t  den  Inbegriff 
aller  derjenigen  Puncto  x,  welche  der  Bedingung  (9)  und  ausser- 
dem den  V  —  1  Bedingungen 

0  <  ^,  <  1  (12) 

genügen;  mit  Rücksicht  auf  (10)  und  (11)  folgt  hieraus,  dass 
die  V  Grössen  y,  algebraisch  kleiner,  also  die  Moduln  der  n  Grössen 
J^*>  absolut  kleiner  als  eine  nur  von  S  abhängige  Constante  sind, 
und  aus  (7)  ergiebt  sich  weiter,  dass  auch  die  Coordinaten  Xa 
aller  in  31  gelegenen   Puncte  a;  absolut  kleiner   sind,  als  eine 


•)  Nach  der  Ausdrucksweise  meiner  in  §.  161  citirten  Schrift  ist  jeder 
Punct  X  eine  bestimmte  Abbildung  des  Systems  Zn  der  ersten  n  natür- 
lichen Zahlen  im  Körper  aller  reellen  Zahlen,  und  der  Raum  91  ist  der 
Inbegriff  aller  dieser  Abbildunp^en  .r. 
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Constante,  welche  theils  von  S,  theils  von  der  obigen  Basis  des 
Ideals  m  abhängt. 

Zwischen  diesem  Gebiete  91  und  den  vorher  betrachteten 
Grössen  t  und  T  besteht  nun  folgende  Beziehung.  Setzen  wir 
zur  Abkürzung  die  positive  Grösse 

_1 
t   ^  =  d,  (13) 

so  erzeugt  jede  Zahl  a,  welche  den  Bedingungen  (4),  (5),  (6) 
genügt,  eihen  Pund  a;,  dessen  Coordinaten 

Xi  r±=  Sui,    x^  =  8a^  ,  .  .  Xn  =  8an  (14) 

aus  den  ganzen  Coordinaten  a^,  ag  -  •  •  «n   der  Zahl  a  durch 
Multiplication  mit  *  entstehen,  also  dem  Modul  [d]  angehören 
da  nun  zufolge  (7),  (8),  (10),  (11)  gleichzeitig  mit  (14)  auch 
|C)  =  ö  a(-),         y,  =  c,  log  ö  +  1  («), 
u  =  dn N((a)),  V  =  log«  +  /(«),   zs  =  es(a)  ^^^^ 

wird,  so  folgt  aus  (5)  und  (6)  auch  (9)  und  (12),  mithin  li^ 
der  Punct  x  im  Gebiete  9t;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 
jeder  Punct  x  des  Gebietes  91,  dessen  Coordinaten  in  [S]  ent- 
halten sind,  auf  diese  Weise  (14)  durch  eine  und  nur  eine  solche 
Zahl  a  erzeugt  wird,  welche  den  Bedingungen  (4),  (5),  (6)  genügt 
Mithin  ist  die  Anzahl  r  T  dieser  Zahlen  «  zugleich  die  Anzahl  T 
dieser  Puncte  x, 

um  nun  hieraus  den  gesuchten  Grenzwerth  abzuleiten,  be- 
rufen wir  uns  auf  das  folgende  allgemeine  Princip*),  welches 
seinen  unmittelbaren  Grund  in  dem  BegriflFe  eines  vielfachen 
Integrals  findet  und  deshalb  keines  besonderen  Beweises  bedarf: 

Setzt  man  das  über  ein  reelles,  in  endliche  Grenzen  ein- 
geschlossenes Gebiet  91  ausgedehnte,  aus  lauter  positiven  Elemen- 
ten gebildete  w-fache  Integral 

Jdxidx^  ,  ,.dx„  =  (9l),  (16) 

und  bezeichnet  man,  wenn  S  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 
ist,  mit  T'  die  zugehörige  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen 
in  91  liegenden  Puncte  x,  deren  Coordinaten  x^,  x^  .  .  .  Xn  ganze 
rationale  Vielfache  von  d  sind,  so  wird  für  unendlich  kleine 
Werthe  von  8 
lim  (r  Ä«)  =  (91).  (17) 

*J  Für  den  Fall  »  =  2  fällt  dasselbe  mit  dem  in  §.  120  besprochenen 
geometrischen  Satze  zusammen. 
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Da  in  unserem  Falle  T'  =  r  T  und  ö*»  =  t"^  ist,  so  erhalten 
wir 

u.(2)  =  ffl,  OS, 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  des  Integrals  (%) 
zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zweck  führen  wir  an  Stelle  der  Coor- 
dinaten  Xi^  x^  .  .  .  Xn  ein  neues  System  von  n  unabhängigen 
reellen  Variabelen  ein,  und  zwar  erwählen  wir  als  solche  die 
schon  oben  definirten  v  Grössen  m,  jeti,  ^2  •  .  •  ^»-1  nnd  ausserdem 
noch  (n  —  v)  Grössen  g)r+i,  9^+2  .  -  .  9n,  welche  dadurch  voll- 
ständig bestimint  sind,  dass  sie,  mit  i  multiplicirt,  die  imaginären 
Bestandtheile  der  Logarithmen  von  S^*"-^*),  |(*+2)  ^  ^  ^  |(n)  bilden 
und  zugleich  den  Bedingungen 

0<9m<2:7r  (19) 

genügen ,  wo  m  jede  der  Zahlen  v  +  1 ,  1;  +  2  .  .  .  n  bedeutet. 
Zu  jedem  Puncte  x  des  Gebietes  3t  gehört  offenbar  ein 
einziges,  den  Bedingungen  (9),  (12),  (19)  genügendes  System  der 
neuen  Variabelen  u^  z,^  9?«.  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  durch 
ein  solches  Werthsystem  w,  ^„  q>^  die  unter  den  n  Grössen 
l'i  I"  •  •  •  S^**^  befindlichen  imaginären  Paare  vollständig  bestimmt 
sind,  während  für  die  übrigen  |(*>,  welche  den  (2v  —  n)  reellen 
Permutationen  tc^  entsprechen,  nur  die  absoluten  Werthe  ge- 
geben werden.  Aus  diesem  Grunde  zerfällt  unser  Gebiet  31 
offenbar  in  2^*'""'»  Stücke  33,  deren  jedes  aus  allen  denjenigen 
Puncten  x  besteht,  für  welche  jede  der  letztgenannten  Grössen  |(*> 
ein  unveränderliches  Vorzeichen  besitzt;  betrachtet  man  daher 
ein  bestimmtes  solches  Stück  33,  so  entspricht  zufolge  (7)  jedem 
Werthsystem  w,  Zg,  9?m  ein  und  nur  ein  bestimmter  Punct  x 
in  33.  Das  Integral  (21)  ist  die  Summe  aller,  den  einzelnen 
Stücken  33  entsprechenden  Integrale  (33),  und  um  für  ein  be- 
stimmtes solches  Stück  33  die  Transformation  des '  Integrals  (33) 
auszuführen,  müssen  wir  bekanntlich  den  absoluten  Werth  der  mit 

Cv  \X\     .    .    •    *<')'_1,      Xy^     tlCyJf.\     •    ■    *    Xf^\ 

d{Zi    ,    .    ,  ^y— 1,    ti^    ^V+1    '   .   •    (fn) 

zu  bezeichnenden  Functional- Determinante  der  alten  Variabelen 
in  Bezug  auf  die  neuen  bestimmen.  Dies  führen  wir  nach  be- 
kannten Sätzen  so  aus,  dass  wir  bei  dem  Uebergange  von  jenen 
zu  diesen  noch  andere  Systeme  von  Variabelen,  und  zwar  zunächst 
das  der  n  Grössen  |',  |" .  .  .  1^**^  einschalten ;   da  zufolge  (7)  das 
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Quadrat  der  Functional  -  Determinante  der  Grössen  ^  in  Bezug 
auf  die  Grössen  x  die  Discriminante  des  Ideals  m,  also  =  d{\R) 
=  B  N(my  ist,  so  folgt 

d{Xi  .  .  .  Xn)  1 

Hierauf  führen  wir  die  v  Grössen  y,  und  die  (n  —  v)  Grössen  9« 
ein;  ist  ar,  eine  reelle  Permutation,  so  ist  y,  =  log(+  |(*>),  wo  + 
das  in  diesem  Stück  $  herrschende  Vorzeichen  von  $^'^  be- 
deutet, mithin 

bilden  aber  Xa  und  nm  ein  imaginäres  Paar,  so  ist 

log  |(')  =  1/2  y.  —  9>fni,   log  |<~>  =  Vay*  +  9m  ^ 
also 

d(g<.),g(».)) 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8) 

Führt  man  endlich  statt  der  Grössen  y,  die  Grössen  r,  und  « 
ein,  so  folgt  aus  (10)  und  (11)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(17)  und  (21)  des  vorigen  Paragraphen 

d  (Vi  .  .  .  yr^i ,  yr)  _  S' 

d(Zi   ,  .  .  ^r-1,  U)  U 

Durch  Verbindung  dieser  Uebergänge  erhält  mau 

Cv  \Xl     •     .    •    Xy — li    Xy^    Xy^\    •    •    •    Xf^J  tJ 

d(^i  .  .  .  ^».-1,  M,  9v+i  •  •  .  9>n)  ~~  iV'(m)V(Z))  ^ 
mithin 

^®^  ~  N(in)y(D)J  ^'^l   •  •  •  ^'2'— l^«Ö9)r+i  .  .  .  r^n, 

oder  wenn  man  die  Integrationen  in  den  durch  (9),  (12),  (19) 
angegebenen  Grenzen  ausführt, 

^^^       N(m)y{Dy 

wo  der  Regulator  S'  und  V(D)  absolut  zu  nehmen  sind.  Da 
jedem  der  22»-»  Stücke  S,  aus  welchen  91  besteht,  ein  und  der- 
selbe Integralwei-th  (33)  entspricht,  so  folgt 

^'^^^  ^  JV(m)V(Z>) ' 
und  zufolge  (18)  ergiebt  sich  hieraus  der  gesuchte  Grenzwerth 
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(B= 


i^(in)  V(Z>)     r 

Da  dieser  Grenzwerth  seiner  Bedeutung  nach  von  der  Auswahl 
des  bei  unserem  Beweise  benutzten  vollständigen  Einheits- 
Systems  S  gänzlich  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich  beiläufig  der 
auch  auf  elementare  Weise  leicht  zu  beweisende  Satz,  dass  der 
Quotient  8'  :  r  für  alle  vollständigen  Systeme  S  einen  und  den- 
selben absoluten  Werth  hat;  bezeichnet  man  denselben  mit  £*,  so 
nimmt  die  letzte  Gleichung  die  Form  (1)  an,  w.  z.  b.  w. 

Mit  Hülfe  dieses  Fundamentes  lassen  sich  die  nachfolgenden 
Sätze  ohne  jede  Schwierigkeit  ableiten;  wir  bemerken  vorher, 
dass  wir  den  Begriff  der  Idealclasse  (§.  181)  im  ursprünglichen 
Sinne  nehmen,  also  zwei  Ideale  a,  a'  äquivalent  nennen  und  der- 
selben Classe  zutheilen,  wenn  es  eine  Zahl  rj  (von  positiver  oder 
negativer  Norm)  giebt,  welche  der  Bedingung  ai^  =  a'  genügt. 
Dann  gilt  folgender  Satz: 

IL  Ist  Ä  irgend  eine  Idealclasse,  und  bezeichnet  man ,  wenn 
t  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  Anzahl  aller  der- 
jenigen in  A  enthaltenen  Ideale,  deren  Normen  nickt  grösser  als  t 
sind,  so  wird  für  unendlich  grosse   Werthe  von  t 

^™  T  =      VCD)       =  ^'  ^^^^ 

Um  dies  zu  beweisen,  wählen  wir  aus  der  inversen  Classe 
A—^  nach  Belieben  ein  bestimmtes  Ideal  m;  ist  nun  a  ein  be- 
liebiges Ideal  m  A,  so  ist  am  ein  durch  m  theilbares  Haupt- 
ideal m',  und  umgekehrt  ist  jedes  solches  Hauptideal  m'  von  der 
Form  am,  wo  a  der  Classe  A  angehört;  da  femer  je  zwei  ver- 
schiedenen Idealen  a  auch  zwei  verschiedene  Ideale  am  ent- 
sprechen und  umgekehrt,  so  folgt  aus  N{a  m)  =  ^(a)  ^(m),  dass 
T  zugleich  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen,  durch  m 
theilbaren  Hauptideale  am  ist,  deren  Normen  nicht  grösser  als 
^  JV(m)  sind;  ersetzt  man  daher  t  in  dem  Satze  I  durch  ^^(m), 
so  geht  die  Gleichung  (1)  in  (20)  über,  w.  z.  b.  w. 

Da  dieser  Grenzwerth  von  der  Classe  A  gänzlich  unabhängig 
ist,  und  da  jedes  Ideal  einer  und  nur  einer  Classe  angehört,  so 
folgt  hieraus  ohne  Weiteres  der  nachstehende  Satz: 

III.  Bedeutet  h  die  Anzahl  aller  Idealclassen,  wnd  bezeichnet 
man,  wenn  t  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  Anzahl 
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aller  derjenigen  verschiedenen  Ideale^  deren  Norfne^i  nicht  grasser 
als  t  sind,  so  tvird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  t 


,.      T       2^jc^-^Eh  , 


(21) 


Verbindet  man  hiermit  das  allgemeine,  in  §.  118  aufgestellte 
Princip,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

IV.    Bedeutet  s  eine  Variabele,  und  setzt  man  die  über  alle 
Ideale  a  ausgedehnte  unendliche  Reihe 


1 


(22) 


so  convergirt  dieselbe  für  alle   Werthe  s  >  1 ,  und  für  unendlich 
Meine  Werthe  von  {s  —  1)  nird 

lim  {s  —  \)Sl{s)  =  gh,  (23) 

Hiermit  ist,  wenn  die  Werthe  von  D  und  E  schon  gefunden 
sind,  die  Glassenanzahl  h  als  Grenzwerth  einer  unendlichen  Reihe 
dargestellt.  Gelingt  es,  denselben  Grenzwerth  noch  auf  eine 
andere  Weise,  nämlich  unmittelbar  aus  der  Beschaffenheit  der 
im  Körper  Sl  auftretenden  Ideale  a  zu  bestimmen,  so  ist  damit 
auch  die  Glassenanzahl  h  gefunden;  dies  ist  aber  bis  jetzt  nur 
in  sehr  wenigen  Fällen  geglückt,  von  denen  wir  einige  in  den 
folgenden  Paragraphen  betrachten  wollen,  und  vermuthlich  be- 
finden wir  uns  noch  sehr  weit  von  einer  allgemeinen  Lösung 
dieses  grossen  Problems.  Hier  wollen  wir  nur  noch  die  folgenden 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Aus  den  Gesetzen,  nach  welchen  alle  Ideale  a  aus  den  sämmt- 
liehen  Primidealen  p  durch  Multiplication  gebildet  werden  (§.  179), 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  die  Identität 

S*(«)  =  ni3:l^,  (24) 

wenn  die  Function  ^  die  Eigenschaft 

1/;  (a  b)  =  ^  (a)  ^  (b)  (25) 

besitzt,  und  wenn  ausserdem  die  Summe  linker  Hand  einen  von 
der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth 
besitzt;  der  Beweis  für  diese  Identität  zwischen  der  Summe  und 
dem  unendlichen  Producte  stimmt  vollständig  mit  demjenigen 
überein,  welchen  wir  früher  (§.  132)  für  den  specieUen  Fall  «  =  1 
gegeben  haben,  und  kann  deshalb  hier  unterdrückt  werden.   Für 


£1 
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unsere,  in  (22)  definirte  Function  Sl(s)  ergiebt  sich  hieraus  die 
folgende  zweite  Darstellung 

a  (s)  =  11 ^— ;  /■(26) 

bedeuten  nun,  wenn  p  eine  beUebige  natürhche  Primzahl  ist, 
pi,  p9  .  .  .  pe  die  von  einander  verschiedenen,  in  p  aufgehenden 
Primideale,  und  Wj,  %  .  .  .  n«  deren  Grade  (§.  179),  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an 

wo  das  Product  über  alle  Primzahlen  p  zu  erstrecken  ist.  Be- 
zeichnet man  femer,  wenn  m  eine  beUebige  natürliche  Zahl  ist, 
mit  F(m)  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen  Ideale,  deren 
Norm  =  m  ist,  so  ist  offenbar 

•         Ä(«)  =  S^,  (28) 

und  man   erkennt  leicht,  dass  für  je  zwei  relative  Primzahlen 

f»',  m"  stets 

F(m'  m")  =  F(m')  F(m")  (29) 

ist,  während  die  unendliche  Reihe 

F{p)        Kp^)        F(p^) 

mit  dem  allgemeinen  Factor  des  Productes  (27)  übereinstimmt. 
Ausserdem  geht  aus  (21)  hervor,  dass  für  unendlich  grosse  Werthe 
von  m 

lim  i^(l)  +  F(2)  +  •  .  •  +  i^W  _ 

ist. 

Tiefere  Untersuchungen,  zu  denen  z.  B.  die  über  die  Ge- 
schlechter der  quadratischen  Formen  (Supplement  IV)  und  die 
über  die  Vertheilung  der  Primideale  auf  die  verschiedenen  Ideal- 
classen  gehören  *),  knüpfen  sich  an  die  Betrachtung  allgemeinerer 
Reihen  und  Producte,  welche  aus  (24)  hervorgehen,  wenn  man 


1  +  ^^  +  ^  f/  +  ^^  +  '"  (30) 


♦)  Verji^l,  die  schon  in  §.  137  citirte  Abhandlung  von  Dirichlet  (Crelle's 
Journal,  Bd.  21,  S.  98). 
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setzt,  wo  die  Function  %  (a)  ausser  der  Eigenschaft  (25)  noch  die 
andere  besitzt,  für  alle,  derselben  Classe  Ä  angehörenden  Ideale  a 
denselben  Werth  anzunehmen,  welcher  mithin  zweckmässig  durch 
X(Ä)  bezeichnet  wird  und  oflFenbar  immer  eine  h^  Wurzel  der 
Einheit  ist.  Solche  Functionen  x^  die  man  im  erweiterten  Sinne 
CharaMere  nennen  kann,  existiren  immer,  und  zwar  geht  aus  den 
am  Schlüsse  des  §.  149  erwähnten  Sätzen  leicht  hervor,  dass  die 
Glassenanzahl  h  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Charak- 
^6^6  Zu  X2  -  '  '  Xh  ist,  und  dass  jede  Classe  A  durch  die  ihr 
entsprechenden  h  Werthe  %i(^),  X^i^)  •  •  •  Xhi-^)  vollständig 
charakterisirt,  d.  h.  von  allen  anderen  Glassen  unterschieden 
wird.  Setzt  man  noch  die  über  alle  Ideale  a  der  Classe  A  aus- 
gedehnte Summe 

und  bezeichnet  mit  Ai^  A2  .  .  .  An  alle  verschiedenen  Classen, 
so  nimmt  für  den  Charakter  x  die  Gleichung  (24)  die  Form 

an;  auf  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  dieser 
h  Ausdrücke  und  deren  Logarithmen  ergeben,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 

§.  185. 

Um  den  Nutzen  und  die  Bedeutung  unserer  bisherigen  Unter- 
suchungen erkennen  zu  lassen,  deren  Resultate  nur  die  ersten 
Elemente  einer  allgemeinen  Zahlentheorie  bilden,  wollen  wir  die- 
selben auf  zwei  bestimmte  Beispiele  anwenden,  die  zugleich  in 
unmittelbarem  Zusammenhange  mit  dem  Hauptgegenstande  dieses 
Werkes  stehen.  Als  erstes  Beispiel  wählen  wir  den  classischen 
Fall  der  Kreistheilung ,  an  welchem  Kummer  zuerst  seine 
Schöpfung  der  idealen  Zahlen  mit  dem  schönsten  Erfolge  durch- 
geführt hat*). 


*)  Die  bezüglichen,  zuerst  in  Crelle's  Journal  (Bdde.  35,  40)  veröffent- 
lichten Untersuchungen  sind  zusammengestellt  in  der  Abhandlung:  Swr  la 
theorie  des  nombres  complexes  composes  de  racines  de  Vunite  et  de  nombres 
entiers  (Liouville's  Journal,  Bd.  16,  1851),  und  eine  Ergänzung  derselben 
findet  sich  in  der  Abhandlung:   Veher  die  den  Gaussischen  Perioden  der 
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Es  sei  m  eine  natürliche  ungerade  Primzahl,  ö  eine  primitive 
"Wurzel  der  Gleichung 

0'"  =  1,  (1) 

und  n  der  Grad  des  Körpers  Ä,  der  aus  allen  durch  Ä  rational 
darstellbaren  Zahlen  besteht.    Setzen  wir  (nach  §.  139) 

fit)  =  ^^  =  (f  ^  ö)  (^  -  e^) . . .  (^  -  ö-o,       (2) 

wo  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist  f{ß)  =  0,  und  da  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Gleichung  rational  sind,  so  ist  n  ^m  —  1.  Um 
n  genau  zu  bestimmen,  setzen  wir  <  =  1,  wodurch  wir 

m  =  (I  -  ö)  (1  -  Ö«)  •  •  •  (1  —  0*^-0  (^) 

erhalten;  da  0  eine  ganze  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den 
(m  —  1)  Factoren  1  —  0*",  und  man  erkennt  leicht,  dass  die- 
selben mit  einander  associirt  sind;  denn  wählt  man  die  positive 
ganze  Zahl  s  so,  dass  rs  ^  1  (mod.  wi),  also  1  —  0  =  1  —  0»"» 
wird,  so  ist  gleichzeitig 

und 

^^_Ö.  =  1    +    flr  4.   02r  +   .  .  .  +  0(.-l)r. 

mithin  ist  jede  der  beiden  Zahlen  1  —  0  und  1  —  0*"  durch  die 
andere  theilbar.    Setzt  man  daher 

1  -  0  =  ft,  (4) 

so  geht  die  Gleichung  (3)  in 

w  =  « ft*""^  (5) 

über,  wo  s  eine  Einheit  bedeutet,  woraus  zugleich  hervorgeht, 
dass  ft  keine  Einheit,  und  folglich  jede  durch  fi  theilbare  rationale 
Zahl  auch  durch  die  Primzahl  m  theilbar  ist.  Da  alle  mit  Sl 
conjugirten  Körper  zufolge  (2)  imaginär,  und  folglich  alle  Normen 
positiv  sind,  so  folgt  hieraus 

mithin  ist  die  natürliche  Zahl  N{fi)  selbst  eine  Potenz  der  Prim- 
zahl w;  setzt  man  nun  JV(ft)  =  m*,  so  folgt  n  =  a{m  —  1), 


Kreistheüung  entsprechenden  Congruenzwxirzeln  (Crelle's  Journal,  Bd.  63).  — 
VergL  Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Kreistheüung  (Vorl.  17,  18)  Aind 
meine  Anzeige  dieses  Werkes  in  SchlömiicVs  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys., 
Jahrgang  18  (1873),  Literaturzeitung  S.  14  bis  24,  43. 
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und  da,  wie  oben  bemerkt,  n  ^  m  —  1  ist,  so  ergiebt  sich  a=  1, 

mithin 

n  =  m  —  1,    N((i)  =  m.  (6) 

Die  in  (2)  definirte  Function /(^)  ist  daher  irreducibd*)^  also 
bilden  die  m  —  1  Potenzen  l,  ö,  ö*  .  .  .  ö*^-^  eine  Basis  des 
Körpers  Sl^  und  wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass 

0  =  [1,  Ö  .  .  .  0*^2]  =  [1,  fA  .  .  .  ^'~~«]  (7) 

ist,  wo  0  wieder  das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Ä 
bedeutet.  Zunächst  leuchtet  aus  (4)  ein,  dass  die  Potenzen  von 
0  und  diejenigen  der  Zahl  ft  jedenfalls  Basen  eines  und  desselben 
ganzen  Moduls  bilden,  den  wir  vorläufig  mit  q  bezeichnen  wollen; 
um  seine  Discriminante  ^(a)  zu  bestimmen,  multipliciren  wir 
(2)  mit  t  —  1,  differentiiren  nach  t  und  setzen  f  =  ö, /'(6)  =  Ö*, 
wodurch  wir  (0  —  1)0*=  mö*"-^  erhalten;  da  N{ß  —  1)  =  m, 
und  ö  zufolge  (1)  eine  Einheit  ist,  so  ergiebt  sich  J?7(Ö*)  =  in*~^ 
und  hieraus  (nach  §.  167,  (27)) 

^(q)  =  (_  1)  8  m'^-K  (8) 

Sodann  bemerken  wir,  dass  jede  durch  m  theilbare  Zahl  des 
Moduls  a  auch  in  ma  enthalten  ist;  denn  wenn  die  in  a  ent- 
haltene Zahl 

Oo  +  «1 F  +  '«3  ^'^  +  •  •  •  +'  am-2  f^*"-* 

durch  w,  also  durch  ^a,  ft*  .  .  .  /[a">-i  theilbar  sein  soll,  so  ergiebt 
sich  schrittweise,  dass  die  ganzen  rationalen  Zahlen  Oq,  a|,  ii^.., 
am -2  durch  ft,  also  auch  durch  tn  theilbar  sein  müssen.  Hieraus 
folgt  unmittelbar,  dass  der  hleinste  natürliche  Factor  i,  durch 
welchen  irgend  eine  ganze  Zahl  ci  in  eine  Zahl  ha  des  Moduls 
a  verwandelt  wird,  nicht  durch  m  theilbar  sein  kann;  denn  wäre 
h  =  mh^  so  wäre  die  in  a  enthaltene  Zahl  kca  =  mh(o  zugleich 
theilbar  durch  m,  also  in  m  a  enthalten,  mithin  wäre  das  Product 
Äai  in  a  enthalten,  was  der  Bedeutung  von  Je  widerspricht,  weil 
h  <  h  wäre.  Da  nun  andererseits  Jc^  (nach  dem  Satze  I  in 
§.  175)  in  der  Discriminante  -^(o)  aufgehen  muss,  so  folgt  aus 
(8),  dass  stets  A;  =  1,  also  jede  ganze  Zahl  o  in  a  enthalten, 
mithin  o  ==  a  ist ,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  (8)  die 
Grundzahl 

m— 1 


Z)  =  ^(o)  =  (—  1)  -'  w«--l  (9) 


♦)  Gauss:  D.  A.  art.  341. 
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Aus  (6)  folgt  femer,  dass  /t  eine  Primzahl^  o  pL  ein  Primideal 
ersten  Grades  ist;  bedeutet  nämlich  a  irgend  ein  in  ft  aufgehen- 
des Primideal,  so  ist  oft  =  ab,  also  jS{iX)N{h)  =  N(n)  =:  m\ 
da  aber  m  eine  natürliche  Primzahl,  und  N(a)  >  1  ist,  so  muss 
N(a)  =  m,  N(b)  =  1,  mithin  b  =  o,  und  a  =  Oft  sein,  wie  be- 
hauptet war.    Zufolge  (5)  ist  ferner 

ow  =  (oft)'~-S  (10) 

und  hiermit  ist  die  Zerlegung  von  o  m  in  Primfactoren  gefunden. 
Die  mit  0  conjugirten  Zahlen  sind  zufolge  (2)  die  m  —  1 
Potenzen  Ö,  Ö^  ,  .  .  Ö**~S  d«  h-  all^  primitiven  Wurzeln  der  Glei- 
chung (1);  da  dieselben  ebenfalls  dem  Körper  i2  angehören,  so 
sind  alle  mit  Sl  conjugirten  Körper  identisch  mit  i^,  d.  h.  ^  ist 
ein  Normalkörper  (§.  166);  seine  Permutationen  lassen  sich  mit 
einander  zusammensetzen  und  bilden  daher  eine  Gruppe;  geht 
femer  0  durch  die  Permutationen  p,  6  resp.  in  ö**,  0'  über,  so 
geht  0  sowohl  durch  qö^  als  auch  durch  öq  in  0^'  über,  und 
folglich  ist  Qö  =  6q]  Normalkörper,  deren  Permutationen  diese 
Eigenschaft  besitzen,  werden  zweckmässig  AbeVsche  Körper  ge- 
nannt*). Um  eine  für  das  Folgende  geeignete  Bezeichnung  dieser 
Permutationen  zu  gewinnen,  wählen  wir  nach  Belieben  eine  be- 
stimmte primitive  Wurzel  c  der  Primzahl  m  als  Basis  eines 
Systems  von  Indices  (§.  30);  ist  r  eine  durch  m  nicht  theilbare 
ganze  rationale  Zahl,  so  setzen  wir  der  Kürze  halber 

Ind.  r  =  r',    also    r  -=:  e^'  (mod.  m)  (11) 

und  bezeichnen  mit  otr'  diejenige  Permutation,  durch  welche  0  in 
ö»"  übergeht;  hierbei  darf  der  Index  r',  den  wir  auch  den  Index 
dieser  Permutation  nennen,  durch  jede  beliebige  Zahl  ersetzt 
werden,  welche  ^  r'  (mod.  m  —  1)  ist.  Gleichzeitig  soll  die 
Zahl,  in  welche  eine  beliebige  Zahl  co  des  Körpers  durch  «r'  über- 
geht, durch  Or'  bezeichnet  werden;  bedeutet  daher  (p{t)  irgend 
eine  ganze  Function  von  t  mit  rationalen  Coefficienten ,  so  ist 
gleichzeitig 

o  =  9(0)  und  Or'  =  9(0**);  (12) 


*)  Memoire  mir  une  clause  particuliere  d^equations  resoluhles  algebrique- 
ment  (OEuvres  completes  de  Abel ,  t.  1 ,  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  4).  Der 
wichtige  Satz  von  Kronecker  (Monatsber.  der  Berliner  Akademie  1853),  dass 
jeder  AbePsche  Körper  auf  rationale  Weise  aus  Einheits wurzeln  entsteht, 
ist  vollständig  bewiesen  von  H.  Weher  (Theorie  der  Abel  sehen  Zahlkörper, 
Acta  Mathematica,  Bd.  8  und  9). 
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offenbar  ist  n^  die  identische  Permutation,  also  Oo  =  cd,  und 
der  obige  Satz  über  die  Zusammensetzung  der  Permutationen 
"wird  durch  nr»  sr^  =  n^'  Ttr*  =  st^ray  =  3r^+«'»  also  durch  die 
Gleichung 

ausgedrückt;  zugleich  leuchtet  ein,  dass  alle  Permutationen  durch 
Wiederholung  aus  der  einzigen  Permutation  ^c'  =  »^i  entstehen. 
Setzen  wir  ferner 

n  =  m  —  1  =  2v,  (14) 

so  ist 

(—  ly  =  V,    (—  ry  =  r'  +  V  (mod.  2  v),  (15) 

und  es  bilden  je  zwei  Permutationen  sr^  und  sr^z+y,  durch  welche 
0  in  ö**  und  ö"'*  übergeht,  ein  imaginäres  Paar  (§..183,  3). 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  aller  von  o  ft  verschiedenen 
Primideale  p  über  und  bemerken  zunächst,  dass  aus 

O""  ^0'  (mod.  p)  stets  r^s  (mod.  m),  (16) 

also  ö*-  =  0»  folgt,  weil  sonst  die  Zahl  0*-  —  0*  =  0r(i  _  ö*-r) 
associirt  mit  ft  und  folglich  nicM  theilbar  durch  p  wäre;  es  sind 

daher  die  m  Potenzen 

1,  0,0«..  .0~-S 

oder,  was  dasselbe  sagt,  die  Zahlen 

1,  01,  03  .  .  .  0m-l 

sämmtlich  incongruent  nach  p.  Bezeichnen  wir  nun  mit  p  die 
durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl  (§,  179,  VIT),  so  ist  p  ver- 
schieden von  w,  weil  m  nur  durch  das  einzige  Primideal  Ofi 
theilbar  ist;  es  sei  femer/  der  Exponent,  zu  welchem  p  nach 
dem  Modul  m  gehört  (§.  28),  d.  h.  es  sei/  die  kleinste  natür- 
liche Zahl,  welche  der  Congruenz 

p^  ^  l  (mod.  w),  (17) 

also  auch  der  Congruenz 

fp*  =  0  (mod.  2  v)  (18) 

genügt,  so  ist 

2v  =  wi  —  1  =  c/,  (19) 

und  €  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  p'  und  2v 
(§§.  29,  30). 

Sind  nun  a,  ß^  y  »  -  -  beliebige  ganze  Zahlen,  so  folgt  aus 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten  (§.  20), 
dass  immer 
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(a  +  ß  +  y  +  '  '  *)p  ^  aP  +  ß^  +  y»  +  -  *  '  (mod.  p) 

ist;  bezeichnet  man  daher  mit  (p(t)  eine  beliebige  ganze  Function 
der  Variabelen  ^  mit  ganzen  rationalen  Coef&cienten  a  und  be- 
denkt, dass  nach  dem  Fermat'schen  Satze  (§.  19)  immer  a^  ^  a 
(mod.  p)  ist,  so  erhält  man  den  für  jede  ganze  Zahl  u  gültigen 

Satz 

(p  {n)P  =  (p  (aP)  (mod.  p).  (20) 

Wenden  wir  denselben  auf  den  Fall  a  =  6  an,  so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (12),  dass  für  jede  in  unserem  Ge- 
biete 0  enthaltene  Zahl  (o  die  Congruenz 

oP  ^  (Op>  (mod.  p)  (21) 

gilt,  aus  welcher  durch  fortgesetzte  Erhebung  zur  p^^  Potenz 
nach  (13)  die  allgemeinere  Congruenz 

(dp^  ^  fOrp'  (mod.  p)  (22) 

folgt;  da  nun  fp'  zufolge  (18)  durch  2v  theilbar,  also  (O/pf  =  a 
ist,  so  erhält  man  das  Resultat 

(oP^^  (o  (mod.  jp).  (23) 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  op  entweder  ein  Prim- 
ideal oder  ein  Product  von  lauter  verschiedenen  Primidealen  ist; 
nehmen  wir  nämlich  im  Gegentheil  an,  es  sei  p  durch  das  Quadrat 
eines  Primideals  p  theilbar,  so  ist  0|)  =  p^q^  und  da  pq  ein  echter 
Theiler  von  oj;  ist,  so  giebt  es  eine  Zahl  o,  welche  durch  pq, 
aber  nicht  durch  p  theilbar  ist;  dann  ist  o»  und  folglich  auch 
o^  theilbar  durch  p^q^  ==  pq^  also  auch  durch  2>;  allein  dies 
widerspricht  der  Congruenz  (23),  weil  a>  nicht  durch  p  theilbar 
ist.    Unsere  Annahme  ist  daher  unzulässig. 

Da  femer  p  in  p  $,ufgeht,  so  genügt  jede  ganze  Zahl  a  auch 
der  Congruenz 

a)P^=  (0  (mod.  p),  (24) 

d.  h.  die  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  co  dieser  Congruenz 
vom  Grade  pf  ist  =  (o,  p)  =  N(p),  und  folglich  ist 

N(p)  ^  pf,  (25) 

weil  in   Bezug    auf  ein   Primideal  eine  Congruenz  r"^^  Grades 

niemals  mehr  als  r  incongruente   Wurzeln   haben   kann  (vergl. 

§§.  26,  180).     Nach  dem  verallgemeinerten    Fermat'schen  Satze 

(§.  180,  V)  ist  ferner 

e^M  =  0  (mod.  p), 


•T'^r* 
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woraus  wir  nach  (16)  folgern,  dass 

N(p)  =  1  (mod.  m)  (26) 

ist.    Nun  wissen  wir  (nach  §.  180,  (12)),  dass  N{p)  eine  Potenz 

von  p  mit  positivem  Exponenten  ist,  und  da  unter  allen  solchen 

Potenzen,  welche   durch  m  dividirt  den  Rest  1   lassen,  pf  die 

kleinste  ist,  so  muss  N{p)  >  p^  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf 

(25)  folgt,  dass 

iV(p)=i>/  (27) 

ist.  Mithin  ist  der  Exponent/,  zu  welchem  die  Primzahl  p  nach 
dem  Modul  m  gehört,  zugleich  der  Grcid  eines  jeden  in  p  auf- 
gehenden Primideals  p;  da  ferner 

N{p)  =  p"^-^  =  p«/ 

ist,  so  erhalten  wir  die  Zerlegung 


op  =  pip2 


'e? 


(28) 


WO  pi ,  p3  .  .  .  pe  von  einander  verschiedene  Primideale  vom  Grade 
/  bedeuten*). 

Hiermit  ist  die  Natur  aller  in  unserem  Körper  Sl  auftreten- 
den Primideale   erkannt,  und  dies  Resultat  reicht  aus  für  die 


*)  Isim  eine  beliebige  natürliche  Zahl,  so  hat  der  au8  einer  primitiven 
Wurzel  0  der  Gleichung  (1)  entspringende  Körper  Sl  den  Grad  9>(m);  ist  p 
eine  Primzahl,  p'  die  höchste  in  7n  =  p'  m'  aufgehende  Potenz  von  p ,  und 
gehört  p  zum  Exponenten  /  (mod.  wi')i  so  ist  g?  (»»')  =  ef  (§.  28),  und 

op  =  (hP2-"Pe)np'\ 
wo  pi^  p2  '  .  »  pe  von   einander   verschiedene  Primideale  vom  Grade  /  be- 
deuten; ist  ferner  p'  >•  1,  so  ist 

0  (1  —  öm')  —  p^  p2  .  .  .  P«. 

Vergl.  Kummer:  Theorie  der  idealen  Pn'mfactoren  der  complexen  Zahlen^ 
welche  at«  deti  Wurzeln  der  Gleichung  w»  =  1  gebildet  sind,  wenn  n  eine 
zusammengesetzte  Zahl  ist  (Abh.  d.  Berliner  Ak.  1856).  —  Für  alle  in  einem 
solchen  Körper  Sl  als  Divisoren  enthaltenen  Körper,  zu  denen  auch  die 
quadratischen  Körper  gehören,  habe  ich  die  Bestimmung  der  Primideale 
als  Resultat  einer  allgemeinen  Untersuchung  mitgetheilt,  welche  ich  dem* 
nächst  zu  veröffentlichen  gedenke  (Sur  la  theorie  des  nombres  entiers  al- 
gebriques,  §.  27,  und  Compte  rendu  der  Pariser  Ak.  vom  24.  Mai  1880); 
über  specielle  Fälle  solcher  Divisoren  vergl.  Eisenstein:  Allgemeine  Unter- 
suchungen über  die  Formen  dritten  Grades  mit  drei  Variabein,  welche  der 
Kreistheilung  ihre  Entstehung  verdanken  (Crelle's  Journ.  Bd.  28);  Fuchs: 
üeber  die  aus  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen  von  periodischem 
Verhalten,  insbesondere  die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  derselben  (Crelle's 
Journ.  Bd.  65);  Bachmann:  Die  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welche  aM 
zwei  Quadrattourzeln  zusammengesetzt  sind  (Berlin  1867). 
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Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealclassen ;  bevor  wir  aber  zu 
dieser  Untersuchung  übergehen,  wollen  wir  im  Anschluss  an 
§.  180  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Zerlegungen  (10)  und 
(28)  hinzufügen,  aus  welchen  sich  die  Zerlegung  der  Function  (2) 
in  rationale  Primfunctionen  nach  den  Moduln  m  und  p  ergiebt. 
Da  die  Zahl  Ö  und  alle  ihre  Potenzen  ^1  (mod.  /*)  sind,  und 
da  jede  auf  ^l  bezügliche  Congruenz  zwischen  rationalen  Zahlen 
auch  für  den  Modul  m  gilt,  so  folgt  aus  (2)  die  ohnehin  evidente 
identische  Congruenz 

f(t)  =  {t  —  l)«»-i  (mod.  m),  (29) 

Für  jede  andere  natürliche  Primzahl  p  und  deren  Prim- 
factoren  )f  folgt  zunächst  aus  (16),  dass  der  Grad /von  p  zugleich 
die  Hohe  jeder  mit  Ö  conjugirten  Zahl  Ör  ist,  und  dass  folglich 
die  /  Zahlen  ör+p',  fir^-^p'  -  -  .  Or^/p'^  deren  Complex  mit  dem 
der  Zahlen  6r  +  ei  Ör+2e  •  .  .  ör+/e  zusammenfällt,  eine  Periode  in 
Bezug  auf  p  bilden  (S.  571).     Setzt  man  daher 

Fr{t)  =  Fr^e{t)  =  («  -   «r  +  .)  (t  -  dr^2e)  ...(«-  Ör+/e),   (30) 

so  wird 

Fr(t)  =  Pr{t){moil  p),  (31) 

wo    Pr(t)    eine    mit    ganzen    rationalen    Coefficienten    behaftete 

Primfunction  in  Bezug  auf  den  Modul  p  bedeutet.     Zufolge  (2) 

ist  nun 

f(t)  =  F,it)F,it)...F,(t),  (32) 

und  da  jede  auf  p  bezügliche  CoDgruenz  zwischen  rationalen 
Zahlen  auch  für  den  Modul  })  gilt,  so  ergiebt  sich  die  identische 
Congruenz  *) 

f{t)  =  P,  (0  P,  (0  .  .  .  Pe  (0  (mod.  p) ;  (33) 

zugleich  folgt  aus  (16),  dass  diese  e  Primfunctionen  wesentlich 
verschieden  sind.  Man  findet  auch  leicht,  dass  p  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  der  durch  die  Zahlen  p  und  Pe(Ö)  erzeugten 
Hauptideale  ist. 

Mit  dieser  Zerlegung  hängt  die  folgende  algebraische  Be- 
trachtung nahe  zusammen.     Die  /  Permutationen 

^ei    ^2e  .  .   •   ^/«7  (34) 

*)  Schönemann:  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  höheren 
Congruenzen^  deren  Modul  eine  reelle  Primzahl  ist.  §.  50.  (Crelle's  Journal, 
Bd.  31).  —  Gauss:  Disquisitiones  generales  de  congnienttis y  artt.  360  —  367 
(Werke,  Bd.  II,  1863). 


ICl 
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deren  Indices  durch  e  theilbar  sind,  und  welche  alle  durch 
Wiederholung  der  einzigen  Permutation  «e  entstehen,  bilden  eine 
Gruppe  (§.  166),  und  der  zugehörige  Körper  H  besteht  aus 
allen  denjenigen  in  £1  enthaltenen  Zahlen  w,  welche  der  Be- 
dingung o«  =  cö  genügen;  zugleich  ist  (jET,  22)  =  e,  (Ä,  H)  =/. 
Die  Darstellung  aller  dieser  Zahlen  o  ergiebt  sich  sehr  leicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  auch  die  n  Potenzen  ö,  0^  .  .  .  O^^K 
d.  h.  alle  mit  0  conjugirten  Zahlen  Öi,  da  .  .  .  0n  eine  Basis  von 
iQ,  ja  auch  eine  Basis  von  o  bilden,  weil  0  eine  Einheit,  also 
00  =  0  ist.     Jede  Zahl  o  des  Körpers  Sl  ist  daher  von  der 

Form 

CD  =  x^^^di  +  a;(«0,  H h  a:(«)0«, 

wo  die  Coordinaten  x^^^  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  Zeiger  r  auch  durch  jede  nach  n  congruente  Zahl  ersetzt 
werden  darf.  Soll  nun  o  dem  Körper  H  angehören,  also  der 
Bedingung  ßj«  =  o  genügen,  so  folgt  x^^^  =  a?^'*+®\  also 

(D  =  x^^^Tji  +  a;(«>i22  +  •  •  •  +  a?^'^i?€,  (35) 

wo  die  e  conjugirten  Zahlen 

Vr  =  Vr+e  =  Or+e   +    Ör  +  fle   +    '  '  '   +   Or+fe  (36) 

die  sogenannten  /-  gliedrigen  Perioden  bedeuten  *).  Zugleich  er- 
giebt sich,  dass  der  Modul 

e  =  [»?l,^»  '"Ve]  (37) 

der  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  H  ist,  und  hieraus 
folgt  nach  später  zu  erwähnenden  Sätzen**),  dass  seine  Grund- 
zahl z/(e)  =  +  m«-*  ist,  wo  das  untere  Zeichen  gilt,  wenn/ 
ungerade  und  c  ^  2  (mod.  4)  ist  Bedeutet  y  eine  Variabele, 
so  ist 

(^{y)  =  (y  -  ^i)  (y  -  ^2) . . .  (»  -  ve)  (38) 

eine  irreducibele  Function  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten, 
und  die  Coefficienten  der  in  (30)  definirten  e  Functionen 

Fr(t)  =  tf—  rirtf-"^  H (39) 

sind  ganze  Zahlen  des  Körpers  if,  also  in  e  enthalten***). 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Congruenz 
(31),  dass  jede   der  e  Perioden  rir  und  folglich  jede  in  c  ent- 


*)  Gauss:  D.  A,  artt.  343,  348. 

*♦)  Vergl.  unten  (59)  und  die  Anmerkung  auf  S.  631. 
***)  Gauss:  D.  A,  artt.  348,  351. 
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halteBe  Zahl  in  Bezug  auf  p  einer  rationalen  Zahl  congruent  ist; 
setzen  wir  die  Primfunction 

Pr(0  =  e/—  ly^e/-»  ^ (mod.  p),  (40) 

wo  iy?  =  iy?+e  rational,  so  wird 

rir  =  rii  (mod.  p),  (41) 

und  da  jede  auf  p  bezügliche  Congruenz  zwischen  rationalen 
Zahlen  auch  für  den  Modul  p  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  (38)  die 
identische  Congruenz 

G{y)  =  (y-  n'i)  (y  -  VS)  .  .  .  (y  -  vi)  (mod.  p),  (42) 
auf  welche  Kummer  seine  Theorie  der  idealen  Zahlen  gegrün* 
det  hat. 

Um  endlich  noch  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den 
e  verschiedenen,  in  p  aufgehenden  Primidealen  p  zu  ergründen, 
schalten  wir  folgende  allgemeine  Bemerkungen  ein.  Ist  £1  ein 
beliebiger  endlicher  Körper,  welcher  durch  die  Permutation  n  in 
ß,'  übergeht,  und  ist  a  ein  beliebiges  Ideal  in  i^,  so  geht  aus 
den  BegriiFen  des  Körpers  und  des  Ideals  unmittelbar  hervor, 
dass  das  System  a'  aller  Zahlen,  in  welche  die  sämmtlichen 
Zahlen  des  Ideals  a  durch  n  übergehen,  ein  Ideal  in  Ä'  ist,  und 
dass  a'  durch  die  inverse  Permutation  in  a  übergeht;  zwei  solche 
Ideale  o,  a'  nennen  wir  conjugirte  Ideale.  Dann  leuchtet  ferner 
ein,  dass  (ab)'  =  a'b'  ist,  dass  folglich  ein  Primideal  p  in  ein 
Primideal  p'  übergeht,  und  dass,  wenn  p  die  durch  p  theilbare 
natürliche  Primzahl  bedeutet,  p  auch  durch  p'  theilbar  ist.  Wenden 
wir  dies  auf  unseren  Kreiskörper  Sl  an,  der  durch  alle  seine 
Permutationen  n»  in  sich  selbst  übergeht,  so  folgt,  dass  jedes  der 
e  Primideale  p  durch  eine  solche  Permutation  tCs  immer  wieder 
in  eins  von  diesen  Idealen  übergehen  muss.  Nun  ergiebt  sich 
zunächst  aus  (21),  dass  jede  durch  p  theilbare  Zahl  co  durch 
die  Permutation  7tp'  in  eine  ebenfalls  durch  p  theilbare  Zahl  g>^» 
übergeht;  mithin  geht  p  durch  ä^»,  und  folglich  durch  jede  der 
/  Permutationen  (34)  in  ein  Primideal  über,  welches  durch  p 
theilbar,  also  auch  mit  p  identisch  ist.  Umgekehrt,  wenn  p  durch 
die  Permutation  n^  in  sich  selbst  übergeht,  so  muss,  weil  P«(0) 
durch  p  theilbar  ist,  auch  P«  (ö«)  ^  0  (mod.  p)  sein ;  da  aber  die 
Congruenz  Pe(a)  ^  0  (mod.  p)  nur  die  Wurzeln  ö«,  ögt  .  .  .  Ö/« 
hat,  so  muss  eine  von  ihnen  mit  ö,  congruent,  also  zufolge  (16) 
auch  mit  ö«  identisch  sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  oben 
genannten  /  Permutationen  die  einzigen  sind,  durch  welche  p  in 
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sich  selbst  übergeht.  Sodann  leuchtet  ein,  dass  p  durch  je/ 
Permutationen,  deren  Indices  nach  e  congruent  sind,  in  ein  und 
dasselbe  Primideal  übergeht;  umgekehrt,  wenn  p  durch  tt^  und 
sr,  in  dasselbe  Primideal  übergeht,  so  geht  p  durch  nrnT^^=Vr—9 
ofi'enbar  in  sich  selbst  über,  und  folglich  ist  r  ^  s  (mod.  e). 
Hieraus  folgt,  dass  die  e  Ideale  p  sämmtlich  mit  einander  con- 
jugirt  sind,  und  dass  jedes  von  ihnen  in  jedes  durch  /  bestimmte 
Permutationen  übergeht;  durch  die  e  Permutationen  sti,  sr,  .  .  .  ar« 
geht  jedes  dieser  Ideale  in  e  verschiedene  Ideale  über,  und  wir 
werden  daher  am  zweckmässigsten  mit  p^  dasjenige  Ideal  be- 
zeichnen, in  welches  p  durch  nr  übergeht;  demgemäss  ist  p^4.«  =  p^ 
zu  setzen,  und  aus  (31)  und  (41)  folgen  die  Congruenzen 

F,+.(0  =  Pr(0  (mod.  p,)  (43) 

rir^,  =  ?y?  (mod.  p,).  (44) 

Es  wird   gut   sein,    die    vorstehenden   Sätze   an   einem   be- 
stimmten Zahlenbeispiele*)  zu  bestätigen;  wählen  wir  zu  diesem 
Zweck  m  =  13,  jp  =  3,  so  ist  /  =  3,  e  =  4.    Legen  wir  ferner 
die  primitive  Wurzel  c  =  2  zu  Grunde,  so  wird 
0,  =  0  ,      01  =  02 ,     0,  =  04,     0,  =  0H,     0^    =  08  , 
0e  =  012,     0,  =  011,     0,  =  09,     0,  =  0\     010  =  Ö*^ 


05   =0S 
Öii  =  Ö^ 


also 


und 


71    =6    +03    +  09  . 

1^2   =  0*    +    0»2    +    010, 


1^1  =  02   -j-    06     +    05, 

1^3  =  0S    +   011    +    07, 


Man  findet  ferner  leicht  die  Gleichungen**) 

VVi=n  +  ni  +  ^3  =  —  1  —  ^a 

^  ^2  =  —  3  1?  —  2  i?i  —  3 1^2  —  2 1?3  =  3  +  1^1  +1^3 

VVi  =  V  +  Vi  +  Vfi  =  —  '^  —  Vi 
und  hieraus 

G{y)  =  J/*  +  J/^  +  2i/2  _  4j/  +  3. 

Die  Wurzeln  der  Congruenz  G{y)  ^  0  (mod.  3)  ergeben  sich 
am  kürzesten  durch  Versuche,  und  man  findet  auf  diese  Weise 
in  Uebereinstimmung  mit  (42)  die  identische  Congruenz 

*)  Ein  überaus  reiches  Material  findet  man  in  dem  Werke  von  Beuscfde: 
Tafeln  complexer  Primzahlen,  welche  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildet 
sind,     1875. 

**)  Gauss:  D.  A.  ai*t.  345. 


§.  185.  Allgemeine  Zahlentheorie.  623 

G{y)  =  y(y^  1)  (y  +  Ip  (mod.  3). 

Da  eine  der  Wurzeln  ^  0  (mod.  3)  ist,  so  dürfen  wir  das  in  3 
aufgehende  Primideal  p  durch  die  (3ongruenz  17  ^  0  (mod.  p) 
definiren'*'),  woraus  durch  Substitution  in  die  vorstehenden  Aus- 
drücke für  12^  iji?i,  lyijj,  rjfis  sich  i?i  ^  —  1,  i^a  =  —  1,  %  ^  1 
(mod.  p)  ergiebt;  zufolge  (41)  wird  daher 

i?o=0,    i??=-l,    t=-h    i?§  EZ  +  1  (mod.  3). 
Ersetzt  man  ferner  die  in  Fr{t)   auftretenden  Coefficienten  ^^^ 
i7r4  2  resp.  durch  die  nach  p  congruenten  rationalen  Zahlen  17^ 
Vr-^it  so  folgt  aus  (31) 

Pr{t)  ~P  —  TjiiP  +  ri^^it  —  1  (mod.  3), 

und  durch  wirkliche  Ausführung  der  Multiplication  bestätigt  sich 
die  Congruenz  (33).    Setzt  man  endlich 

p  =  Ö3  _  0  _  1  =  p^(0)  (mod.  3), 

so  ist  p  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  3  und  dq\ 
allein  in  unserem  Falle  erkennt  man  leicht  (nach  §.  180),  dass 
p  =  oiy,  also  auch  pr=  oijr  ist,  w^eil  rj  durch  p  theilbar,  und 
ausserdem  i^i^ii^ji^s  =  3,  mithin  N(ri)  =  S^  =  N{p)  ist.  Es 
muss  folglich  q  durch  ri  theilbar  sein;  in  der  That  findet  man 

Q  =  vO'(d  +  l)(ö*  +  1), 

woraus  sich  sogar  ergiebt,  dass  zufällig  g  mit  rj  associirt,  also 
auch  OQ  =  p  ist.  — 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  unserem  obigen,  in 
den  Gleichungen  (6),  (10),  (27),  (28)  enthaltenen  Hauptresultate 
zurück,  welches  ausreicht,  um  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Principien  einen  geschlossenen  Ausdruck 
für  die  Anzahl  h  der  Idealclassen  zu  gewinnen.  Diese  Unter- 
suchung ist  ebenfalls  von  Kummer  zuerst  durchgeführt**),  und 


*)  Ebenso  folgt  aus  der  Annahme  17  =  1  (mod.  p)  mit  Bestimmtheit 
li  =  0,  1^2—  —  1»  '?8=  —  1  (mod.  p).  Dagegen  entsprechen  der  Annahme 
ij  ^  —  1  (mod.  p)  jstcei  verschiedene  Systeme,  wie  aus  1^2 '?s  =  —  1  —  »2  =  0 
(mod.  p)  hervorgeht;  entweder  ist  1;,  =  1,  1/2=  0,  tj^=  —  1,  oder  es  ist 
'7i=  —  1,  »?2=  —  1»  '?8=  0  (mod  pl 

**)  Das  auch  Dirichlet  dieselbe  Aufgabe,  aber  in  anderer  Einkleidung 
gelöst  hat,  berichtet  Kummer  in  seiner  ausgezeichneten  Gedächtnissrede 
auf  Gustav  Peter  Lejeune- Dirichlet  (1860,  S.  21  bis  22)  mit  den  Worten: 
„Für  diejenigen  zerlegbaren  Formen  höherer  Grade,  deren  lineare  Factoren 
keine  anderen  Irrationalitäten,  als  Einheitswurzeln  für  einen  Primzahl- 
Exponenten,  enthalten,  hat  Dirichlet  während  seines  Aufenthalts  in  Italien 


^ 


;  k 


t 
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sie  bietet  die  überraschendsten  Beziehungen  zu  dem  Satze  über 
die  arithmetische  Progression  dar  (Supplement  VI).  Wir  setzen, 
wie  im  vorigen  Paragraphen, 

ß  (5)  =  S  Nia)-^  =  n  (1  —  Nip)-')-^  (45) 

und  untersuchen  das  Verhalten  dieser  Function  für  unendlich 
kleine  positive  Werthe  der  Variabelen  s  —  1.  Da  tw.  nur  durch 
ein  einziges  Primideal  ersten  Grades,  und  jede  andere  Primzahl 
j?,  wenn  sie  zum  Exponenten  /  gehört,  durch  e  verschiedene  Prim- 
ideale vom  Grade  /  theilbar  ist,  wo  €f=m  —  1 ,  so  erhalten  wir 

Sl(s)  =  (1  —  m-»)-Ml(l  —p-'O^', 

wo  das  Product  auf  alle  von  m  verschiedenen  Primzahlen  p  zu 
erstrecken  ist.  Der  allgemeine  Factor  dieses  Productes  lässt  sich 
in  folgender  Weise  umformen.  Bezeichnet  man,  wenn  m  —  1 
wieder  =  2v  gesetzt  wird,  mit  a  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

«^''=1,  (46) 

femer  mit  y  eine  primitive  Wurzel  derselben  Gleichung,  so   ist 

«  =  1,  y,  y» . . .  y^''-'; 

da  nun  der  Index  p'  mit  2v  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  e  hat,  so  ist  yp'  eine  Wurzel  ö  der  Gleichung  ä/=  1, 
und  zwar  eine  primitive;  mithin  tritt  jede  Wurzel  ö  dieser  Glei- 
chung unter  den  2v  Zahlen 

genau  e  mal  auf,  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 

(1  —  p-'fy  =  n(i  —  oi^'p-') 
ist,   wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  a  bezieht.     Man  erhält 
daher 

si(s)  =  (1  —  w-*)-in(i  —  ap'p-')'\ 

und  dieses  Product,  in  welchem  a  und  p  alle  ihre  Werthe  durch- 
laufen müssen,  hat,  so  lange  s  >  1  ist,  einen  von  der  Anordnung 
der  Factoren  unabhängigen  Werth.  Bezeichnet  man  mit  L{a) 
das  Product  aller  derjenigen  Factoren,  welche  allen  Werthen 
von  jp,  aber  einem  bestimmten  Werthe  a  entsprechen,  so  ist 
folglich 
^{s)  =  (1  —  m-O-'ni(a),  (47) 

die  Klassenanzahl  bestimmt,  aber  er  hat  von  dieser  Arbeit  leider  nichts 
veröffentlicht." 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  a  bezieht,  und  bierin  ist 
nach  früheren  Sätzen  (§§.  132,  133)  / 

i(a)  =  n  (1  —  aP'p-')-^  =  V  a^'^-*,  (48) 

wo  0  alle  natürlichen  Zahlen  durchläuft,  die  nicht  durch  m 
th eilbar  sind,  und  wo  jgr'  wieder  den  Index  von  z  bedeutet. 

Wenn  nun  die  Variabele  s  abnehmend  sich  dem  Grenzwerthe 
1  nähert,  so  wächst  die  Function  L(l)  über  alle  Grenzen  und 
zwar  so,  dass 

lim  (s  —  1)  (1  —  m-0-*i(l)  =  1  (49) 

wird  (§.  117).  Ist  aber  a  verschieden  von  1,  also  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

^1^  =  1   +   «  +  «2  +   .  .  .   +  «2^-1  ^  0,  (50) 

so  nähert  sich,  wie  wir  früher  (§.  134)  gesehen  haben,  die  Func- 
tion L(a)  einem  endlichen  Grenzwerth;  da  nämlich,  wenn  die 
Glieder  der  Reihe  (48)  nach  wachsenden  0  geordnet  werden,  die 
Summe  von  je  2  j/  auf  einander  folgenden  Coefficienten  a*'  zufolge 
(50)  verschwindet,  so  convergirt  (nach  §.  101)  diese  Reihe  für 
alle  positiven  Werthe  von  s,  und  sie  ist  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s;  setzt  man  daher  bei  dieser  Anordnung  der  Glieder 

Lo(rt)  =  -^cC'z-^  (51) 

80  ist  Zf'^(a)  endlich  und  zugleich  der  Grenzwerth  von  L(a). 
Bis  zu  diesem  Puncto  war  es  leicht,  das  Verhalten  der  Reihen 
i(a)  an  der  Stelle  s  =  1  zu  ergründen;  bei  dem  Beweise  des 
Satzes  über  die  arithmetische  Progression  musste  aber  ausserdem 
gezeigt  werden ,  dass  der  Grenzwerth  L^  (a)  stets  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  dies  verursachte  damals  erhebliche  Schwierig- 
keiten. Es  ist  daher  von  hohem  Interesse,  dass  dieselbe  That- 
sache  jetzt  als  eine  unmittelbare  Folge  unserer  Untersuchung 
über  die  Anzahl  h  der  Idealclassen  erscheint*).  In  der  That, 
da  im  vorigen  Paragraphen  allgemein  gezeigt  ist,  dass 

lim  (s  —  l)Ä(s)  =g,h 

ist,  wo  g  einen  bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Werth  be- 
deutet, so  erhalten  wir  zufolge  (47)  und  (49)  für  unseren  Fall 

gh  =  nLHa),  (52) 

*)  Geuau  dasselbe  gilt  auch ,  wenn  die  Differenz  m  der  arithmetischeo 
Progression  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  4() 
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und  da  h  immer  eine  positive  ganze  Zahl,  niemals  :=  0  ist,  so 

kann   auch  keiner  der  endlichen  Factoren  L^(a)  verschwinden, 

I  w.  z.  b.  w. 

Nachdem  wir  auf  diesen  Zusammenhang  unserer  Untersuchung 

mit  dem  Beweise  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 

aufmerksam  gemacht  haben ,  wollen  wir,  was  für  den  letzteren 

kein  weiteres  Interesse  darbot,  die  Werthe  L^((x)  in  geschlossener 

Form  darstellen.     Setzt  man,  wenn  x  eine  Variabele  bedeutet, 

zur  Abkürzung 

(a,  a:)  =  ^«'•'rc%  (53) 

wo  r  die  Werthe  1,  2,  3  ...  w  —  1  durchlaufen  soll,  und  ver- 
fährt man  wie  damals  (§.  134  oder  §.  103),  indem  man  in  (51) 
die  Grössen  ;gr— ^  durch  bestimmte  Integrale  ersetzt  und  die  mit 
(50)  übereinstimmende  Gleichung 

(«,  1)  =  0  (54) 

berücksichtigt,  so  erhält  man  zunächst 

Xo(«)  =  /i^lf.  (55) 

0 

Da  nun 

a;«  -  1  =(a;  —  l)nix  —  ds) 

ist,  wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2  v  durch- 
läuft, so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (54)  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche 

(«1  ^)       _  _   1  V  («.  Os) 
x(l  —  x^)  m     X  —  08 

Hierin  lassen  sich  die  Zähler  sämmtlich  auf  (a,  0)  zurückfuhren ; 
da  nämlich  Ol  =  Og^r*  ist,  so  folgt 

(«,  Ö5)  =  2:a*'ö.+r', 

wo  r'  ein  beliebiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2i/  zu  durch- 
laufen hat;  man  darf  daher  r'  durch  r'  —  s  ersetzen,  und  erhält 
so  die  in  der  Theorie  der  Kreistheilung  wohlbekannte  Relation 

(a,  ö.)  =  a— Sa'-'ör'  =  «— («,  Ö).  (56) 


Mithin  ist 


(«,  x)      _  _  («,  6f)  y,    cc-' 


x(l—-x^)  m        X  —  Ö, ' 

und  hierdurch  geht  die  Gleichung  (55)  in  die  folgende  über 
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I 
dx 


m  Je 


x  —  e.' 

0 

es  ist  femer 

0 

und  dieser  Logarithme  ist  (nach  §.  103,  S.  262)  dadurch  vollständig 
bestimmt^  dass  sein  imaginärer  Bestandtheil  zwischen  den  Grenzen 
+  y^ni  liegt    Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

1^  (a)  =  ~  V  cc—  logfi,+^,  (57) 

wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2v  durch- 
läuft, so  erhalten  wir  das  Resultat 

711' 

Um  nun,  wie  es  die  Gleichung  (52)  verlangt,  das  Product 

der  Grössen  io(a)  für  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  zu 

bilden,  beginnen  wir  mit  dem  Factor  (a,  0)  und  benutzen  hierbei 

den  Hülfssatz 

(«,  Ö)  (a-SÖ)  =  wa*'  =  ±m;  (59) 

derselbe  ergiebt  sich  leicht  aus  (56),  wenn  man  mit  0$  multiplicirt, 
s  ein  Restsystem  nach  dem  Modul  2v  durchlaufen  lässt  und  die 
Summe  bildet;  man  erhält  auf  diese  Weise  zunächst 

(a,  0)  («-»,  0)  =  2(a,  0,)0.  =  2a«0,+«0,  =  2a«*(00„)„ 

wo  u  ebenfalls  ein  solches  Restsystem  durchläuft;  je  nachdem 
nun  u  mit  v  congruent  ist  oder  nicht,  ist  0  0„  =  1  oder  conjugirt 
mit  0,  und  folglich  ist  die  nach  s  genommene  Summe  11(0  0u)« 
im  ersten  Falle  =  2v  =  m  —  1,  in  allen  übrigen  Fällen  aber 
=  2  ö,  =  —  1,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (50)  der  zu  beweisende 
Satz  (59)  unmittelbar  folgt.    Für  a  =  —  1  ergiebt  sich 

(-  l,0)«=ni(-- l)^ 
also 

(-  1,  0)  =  2(-  l)-'0'-=v(^1^0r=i,'«yni,  (GO) 

und  hierin  ist  (nach  §.  115)  die  Quadratwurzel  positiv^  wenn, 
was  wir  von  jetzt  ab  festsetzen  wollen, 

e  =  e^  (61) 

40* 


628  Supplement  XL  §.  iss, 

genommen  wird.  Da  nun  die  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  aus 
der  Zahl  —  1  und  (y  —  1)  Paaren  von  der  Form  a,  ar^  be- 
stehen, so  folgt  aus  (59)  und  (60)  bei  gehöriger  Beachtung  der 
Factoren  a»'  das  Resultat 

n(a,  0)  =  i^my-^  Vm.  (62) 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  näheren  Betrachtung  des  in 
(58)  femer  auftretenden  Factors  ^(a),  welcher  einen  wesentlich 
verschiedenen  Charakter  besitzt,,  je  nachdem  «*'=  +  !  oder 
=  —  1  ist;  wir  behandeln  zuerst  den  Fall 

a"  =  —  1.  (63) 

Ersetzt  man  in  (57)  den  Summations-Buchstaben  s  durch  $  —  v 
und  nimmt  das  Mittel  aus  dem  so  entstehenden  und  dem  ur- 
sprünglichen Ausdruck,  so  erhält  man 


*W  =  ^V.-.,„g(Jl-), 


wo  zufolge  der  obigen  Bemerkung  die  Logarithmen  so  zu  nehmen 
sind,  dass  ihr  imaginärer  Theil  zwischen  den  Grenzen  i«* 
liegt;  setzt  man  nun  wieder  s  =  r'  und  unterwirft  r  der  Be- 
dingung 0  <  r  <  m,  so  ist 

_ci_  = =  —  «»•  =  e    ^**     A 

mithin 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

9j(a)  =  -  ira-»",  (64) 

wo  r  die  Werthe  1,  2,  3  ...  (tw  —  1)  zu  durchlaufen  hat,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (50)  das  Resultat 


m 


t^(a)  =  —  —  9(«)- 


m 


(65) 


Offenbar  ist  (p(a)  eine  ganze  algebraische  Zahl;  bezieht  mau 
daher  das  Productzeichen  11'  auf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung 
(63),  so  ist  rr9?(a)  als  symmetrische  Function  dieser  Wurzeln*) 


*)  Will  man  sich  hierauf  nicht  berufen,  so  leuchtet  doch  ein,  dass  das 
fragliche  Product  rational  ist,  weil  man  es  als  eine  Norm  oder  als  ein 
Product  mehrerer  Normen  in  denjenigen  Körpern  ansehen  kann,  welche 
den  Wurzeln  der  Gleichung  (63)  entsprechen. 


r  1 
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eine  ganze  r(xlt,ion(Ae  Zahl,  und  wir  wollen  zeigen,  dass  dieselbe 
positiv  und  ansserdem  durch  (2fn)''-^  th eilbar  ist.  Das  Erstere 
leuchtet  sofort  e,in,  wenn  v  gerade  ist,  weil  in  diesem  Falle  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (63)  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form 
tx,  «-^  bestehen;  ist  ferner  v  ungerade,  also  m  ^  3  (mod.  4),  so 
tritt  ausser  solchen  Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  «  :=  —  1  auf, 
also  auch  der  reelle  Factor 

«pC-  1)  =  -  vr(-  l)-r'  =  _  v^l)^, 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  264) 
einen  positiven  Werth  hat.  Um  auch  die  zweite  Behauptung  zu 
erweisen,  bilden  wir  das  Product 

c  9  (a)  =  —  a  V  (c  r)  a-<^*->', 

wo  c  wieder  die  Basis  unseres  Index -Systems  bedeutet;  reducirt 
man  hierin  die  Pröducte  er  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste 
nach  m ,  so  stimmen  dieselben  im  Complex  wieder  mit  den 
Zahlen  r  überein,  woraus  offenbar  folgt,  dass  {c  —  a)  9  (a)  durch 
m  theilbar,  mithin 

Wie  —  c6).nXa)  =  0  (mod.  m^) 

ist;  hierin  ist  der  erste  Factor 

n'(c  —  a)  =  C  +  1=0  (mod.  w); 

wählt  man  aber  die  Zahl  c  so,  dass  sie  eine  primitive  Wurzel 
auch  von  m»  wird  (§.  128),  so  ist  c^»' —  1  und  folglich  auch 
c*'  +  1  nicht  durch  m*  theilbar,  und  hieraus  folgt,  dass  n'9(a) 
durch  W— ^  theilbar  ist*).  Ganz  ähnlich  ergiebt  sich  die  Theil- 
barkeit  durch  2*^-^;  durchläuft  nämlich  w  diejenigen  v  ¥?erthe  r, 
deren  Indices  w'  ^  0,  —  1,  —  2  •  •  •  —  {y  —  1)  (mod.  2  v)  sind, 
so  durchläuft  die  Zahl  (m  —  i*),  deren  Index  ^m'  + v  (mod.  2?/), 
die  übrigen  Werthe  r,  und  man  erhält 

9(a)  =  —  V(2m  —  m)a-«*'; 
da  aber 


1  —  a        1  —  a' 
also 

9,(a)  =  J^ 2  Vwa-u' 

^  '        1  —  a 


*)  Natürlich   ist   dies  Resaltat   von  der  bei  dem  Beweise   gemachten 
speciellen  Annahme  aber  c  gänzlich  unabhängig. 


*Ti»' 


•v'«'?.: 


;■•  f 
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ist,  80  folgt,  dass  (1  —  a)q)  (a)  durch  2  theilbar  ist,  und  hieraus 
ergiebt  sich,  dass  n'9(a)  durch  2^""*  theilbar  ist,  weü  n'(l  — «) 
=  1''4- 1  =  2  ist.  Nachdem  hiermit  unsere  obigen  Behauptungen 
bewiesen  sind,  können  wir 

U'q>(pc)  =  (2my-^a  (66) 

setzen,  wo  a  eine  natürliche  ZaM*)  bedeutet,  und  hiermit  ergiebt 
sich  zugleich 

n>(«)  =  t^4^.  (67) 

Wir  haben  jetzt  den  Ausdruck  ^(a)  für  den  zweiten  Fall 
zu  untersuchen,  in  welchem  a»'=  +  1  oder  vielmehr^ 


a 


a—  1 


=  1  +  a  +  a»  + 


+  « 


y— 1 


0 


(68) 


ist  (im  Falle  m  =  3,  t'  ==  1  giebt  es  keine  solche  Zahl  a,  also 
auch  keinen  solchen  Factor  ^  (a)),  Lässt  man  u  ein  vollständiges 
Restsystem  nach  dem  Modul  v  durchlaufen,  so  bilden  diese 
Zahlen  u  in  Verbindung  mit  den  Zahlen  w  +  v  ein  vollständiges 
System  von  incongruenten  Zahlen  s  in  Bezug  auf  den  Modul  2  i^, 
und  aus  der  Definition  (57)  folgt  daher  in  unserem  Falle 

*  (a)  =  —  V  a-«  log  (^u  ftu+v) .  (69) 

wo  die  imaginären  Theile  der  Logarithmen  wieder  zwischen  den 
Grenzen  +  sri  liegen;  da  aber  die  Producte  ftuft,«+^  positiv  sind, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  Logarithmen  reell  sind.  Bezieht  sich 
nun  das  Productzeichen  0"  auf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung 
(68),  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  !!"!('(«)  positiv  ist;  dies 
leuchtet  sofort  ein,  wenn  v  ungerade  ist,  weil  in  diesem  Falle 
die  genannten  Wurzeln  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form  «, 
«—1  bestehen;  ist  femer  v  gerade,  also  m  ^  1  (mod.  4),  so  tritt 
ausser  solchen  Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  a  ==  —  1  auf^ 
also  auch  der  reelle  Factor 

*(-  1)  =  -  v(-  l)-Mog/i,+^  =  -  2(J)log(l  -  Ö-O. 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  267) 
einen  positiven  Werth  hat.    Setzt  man  nun  nach  Belieben 

r  =  ?^    oder  =  (^,  (70) 


*)  Dieselbe  ist  von  Kummer  mit  P'  (m)  bezeichnet. 
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-welcher  letztere  Werth  der  Bedingung  ?„  =  r  genügt,  also  reell 
ist,  so  ist  r  eine  Unheil  in  i2,  weil  ^  und  ^i  assoeiirt  sind,  und 
wir  wollen  beweisen,  dass  das  positive  Product 

nx«)  =  r'  (71) 

ist,  wo  T'  den  Regulator  des  aus  den  v —  1  conjugirten  Einheiten 

bestehenden  Systems  T  bedeutet  (S.  597). 

Hierzu  setzen  wir  im  Anschluss  an  die  in  §.  183  (S.  596) 
eingeführte  Bezeichnung  den  reellen  Logarithmus 

log  ((ö„  ca^j^y)  =  Zu  (o) ,  (73) 

wo  u  auch  durch  jede  nach  v  congruente  Zahl  ersetzt  werden 
darf;  dann  ist  allgemein 

lü(p^  =  lu^viso)^ 
und  wenn  man  zur  Abkürzung 

lu  (f*)  =  K 
setzt,  so  folgt  aus  (70) 

iu\yv)  =  **"'"*'\7r)  ^^^  ^u+v+i  —  ^tt+w 

MultipUcirt  man  nun  das  Product  der  v  —  1  Factoren 

^(a)  =  —  SAu«-" 
noch  mit  dem  von  Null  verschiedenen  Factor 

i/'  (1)  =  —  (Ao  4-  ^1  +■  •  •  •  +  K-\)  =  —  log2V(^)  =  —  logw, 

so  wird  nach  einem  sehr  bekannten  Satze  *)  der  Determinanten- 
Theorie  das  Product 

Aq  ,  Aj    .    .    .    Ay 2i    ^v — 1 


«/'(l)nXa)  =  (-l)'' 


/r|/_i,    Ao   •   .   .   Ay 3)    "»v  — 1 

A2  >  ^   •   •  •  '^0  >  ^1 

/tj  ,  A2  .  .  •  A|/ — 1,    Ao 


Aj    Aq  ,  A3     /»i    .    .    .    />|^ — 1    Ay__2)  ^v  —  l 

Aq  — —  Ky  —  1,  Aj   Ao   •  •  •  f*»y — 2  —   ^v — S?  A^ — 2 


A3  —  A2  ^       A4    —  A3  .  •  .  Aj 
A2  —  Ai ,       A3  A2  .  .  •  Aq 


^0  1  Aj 

—  Av— 1»  Aq 


*)  Vergl.  BdUzer :  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  §.  11,  2. 
(vierte  Auflage,  1875). 
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'o('*^o)>         'o(!^i)      •  •  •  ?o(^i/— 2)7         —  ^r— 1 
'»'— l('''o)i  ^*'— 1(^1)  •  •  •  '»/  — 1(^1^  —  2)» ^y—2 


%•  185. 


•  •  -.^{yy — 2}»        —  ^1 

•  •  •  'iV^i/— 2)5  ^ 


und  da  diese  Determinante  (nach  §.  183,  S.  597)  gleich  ^(l)T' 
ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  zu  beweisende  Gleichung  (71). 

Bezeichnet  man  nun  wieder  mit  S  ein  System  -  von  v  —  1 
Fundamentaleinheiten^  und  mit  6  die  in  der  entsprechenden 
Gruppe  (S)  enthaltenen  Einheiten,  so  lässt  sich  jede  Einheit  t^, 
Tj  . .  .  ry_2  in  die  Form  q  ö  setzen ,  wo  q  eine  der  r  reducirten 
Einheiten  bedeutet  und  eine  Wurzel  der  Gleichung  p''  =  1  ist; 
man  kann  folglich  die  positive  Grösse 

r  =  bS'  (74) 

setzen,  wo  S'  den  positiven  Regulator  des  Systems  S,  und  6  eine 
natürliche  Zahl*)  bedeutet  (§.  183,  8).  unter  den  r  reducirten 
Einheiten  q  befinden  sich  jedenfalls  die  2  m  Einheiten 

±  1,  +  Ö,  +  0^  .  .  .  ±  «»»-s 

weil  ihre  in  Bezug  auf  S  genommenen  Exponenten  sämmtlich 
verschwinden,  und  da  ( —  0)''  =  1  sein  muss,  so  ist  r  jedenfalls 
theilbar  durch  2w.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  r  =  2»»  ist, 
dass  also  ausser  den  genannten  keine  andere  Einheitswurzel  q 
in  iß  existirt.  Dies  ist  eigentlich  eine  unmittelbare  Folge  der 
allgemeinen  Gesetze,  welche  die  algebraische  Verwandtschaft  der 
Körper  beherrschen,  auf  die  wir  uns  hier  jedoch  nicht  berufen 
wollen.  Zu  demselben  Ziele  gelangt  man  leicht,  wenn  man  gemäss 
(7)  die  ganze  Zahl  q  =  F(d)  setzt,  woraus  q-^  =^  JP(0-i)  folgt, 
und  die  Gleichung  F(d)F(ß—^)  =  1  nach  Ausführung  der  Multi- 
plication  näher  untersucht.  Wir  ziehen  hier  aber  folgenden  Weg 
vor,  bei  welchem  wir  uns  auf  die  Theorie  der  Ideale  stützen. 
Ist  p  irgend  eine  in  r  aufgehende  Primzahl,  und  pq  die  höchste 
"Potenz  von  j?,  welche  in  r  aufgeht,  so  befinden  sich  unter  den 
Wurzeln  q  der  Gleichung  q^  =  l  auch  die  primitiven  Wur- 
zeln Q  der  Gleichung  q^^  =  1;  bezeichnet  man  eine  bestimmte 
von  ihnen  mit  9,  so  sind  alle  in  der  Form  g'  enthalten,  wo  s  alle 


'*')  Zur  Bestimmang  dieser  Zahl  nach  (74)  ist  die  EenntnisB  eines 
Fundamentalsystems  S  erforderlich,  welches  aber  bis  jetzt,  selbst  in  den 
einfachsten  Fällen,  nur  durch  äusserst  beschwerliche  Rechnungen  za  er- 
langen ist. 
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durch  p  nicht  theilharen  Zahlen  durchläuft,  die  nach  dem  Modul 
pq  incongruent  sind,  und  wenn  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist 
(nach  §.  139) 

Setzt  man  hierin  ^  =  1,  so  ergiebt  sich,  wie  im  Anfange  dieses 

Paragraphen,  dass 

p  =  d(l  —  p)(i>-i)fl 

ist,  wo  d  eine  Einheit  bedeutet;  ist  daher  p  ein  in  p  aufgehendes 

Primideal,  so  geht  p  auch  in  1  —  q  auf,  und  folglich  ist  p  durch 

pip—iyq  theilbar.    Wenn  nun  p  von  m  verschieden  ist,  so  ist  p, 

wie  wir  oben  gesehen  haben,  durch  kein  Quadrat  eines  Primideals 

theilbar,  und  folglich  muss  (jj  —  1)2  =  1^  ^ilso  i'  =  2,  ^  =  1 

sein;   mithin    ist  r  durch   keine    von  m   verschiedene   ungerade 

Primzahl,  und  auch  nicht  durch  4  theilbar;  und  ebenso  ergiebt 

sich  für  den  Fall  p  =  m^  dass  g  =  1  ist,  also  r  nicht  durch  m^ 

theilbar  sein  kann,  weil  om  die  {m — 1)**  Potenz  eines  Primideals 

ist.    Da  nun  r,  wie  oben  bemerkt,  durch  2  m  theilbar  ist,  so  folgt 

hieraus  offenbar,  dass 

r  =  2m  (75) 

ist,  wie  behauptet  war.  Behält  daher  E  dieselbe  Bedeutung,  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen,  so  ist 

S'  =  2mE,  (76) 

und  folglich*) 

[l"i/;(a)  =  2mbE.  (77) 

Durch  Zusammensetzung  der  in  (58),  (62),  (67)  und  (77) 
erhaltenen  Resultate  ergiebt  sich  nun  leicht  der  Werth  des  auf 
alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  ausgedehnten  Productes 

ri  Lo  (cc)  =  -^^  n  («,  ö)  n '  ii»  («)  n "  t  («), 

und   hierdurch  nimmt  die  Gleichung  (52)  mit  Rücksicht  auf  (9) 

folgende  Form  an 

_  (2^yEab  _  (2nyEab^ 

da  femer  (nach  §.  184,  II) 

_  (2^tyE 

3—    y{B)  <-'•''' 


*)  Offenbar  ist  2mh  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  das  System  T  re- 
ducirten  Einheiten. 
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ist,  so  erhalten  wir  das  von  Kummer  gefundene  Endresultat 

h  =  ab,  (80) 

wo  a,  6  natürliche  Zahlen  bedeuten,  die  durch  die  Gleichungen 
(66)  und  (74)  definirt  sind. 


§.  186. 

Als  zweites  und  letztes  Beispiel,  auf  welches  wir  unsere  all- 
gemeine Idealtheorie  anwenden  wollen,  wählen  wir  das  der  gwi^ 
dratischen  Körper^  weil  dasselbe  mit  dem  Hauptgegenstande 
dieses  Werkes,  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen, 
im  engsten  Zusammenhange  steht.  Wir  haben  schon  früher 
(§.  175)  die  Grundzahl  D  eines  solchen  Körpers  £1  bestimmt  und 
gezeigt,  dass,  wenn 

gesetzt  wird,  o  das  System  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen  Zahlen 
ist.  Um  nun  alle  Primideale  dieses  Körpers  zu  finden,  erinnern 
wir  wieder  daran,  dass  zu  jedem  solchen  Ideal  p  eine  bestimmte, 
durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl  p  gehört,  welche  von  allen 
durch  p  theilbaren  natürlichen  Zahlen  die  kleinste  ist,  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  die  p  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  (2>  —  1)  jeden- 
falls incongruent  nach  p  sind;  da  ferner  -N(p)  ein  Divisor  von 
j^2  ^^  N{p)^  also  entweder  =  p  oder  =  p^  ist,  so  ist  p  ein  Ideal 
ersten  oder  zweiten  Grades,  und  es  leuchtet  ein,  dass  im  ersten 
Falle  oj;  =  pp',  also  ein  Product  von  zwei  Primidealen  ersten 
Grades,  im  zweiten  Falle  aber  o^  =  p  ein  Primideal  zweiten 
Grades  ist,  also  p  auch  im  Körper  Ä  den  Charakter  einer  Prim- 
zahl behält.  Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintritt,  je  nachdem  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  ^p  ist. 

In  der  That,  nehmen  wir  an,  es  finde  der  erste  Fall  oj;  =  pp' 
statt,  so  bilden,  weil  (o,  p)  =  ^(p)  =  p  ist,  die  Zahlen  0,  1, 
2  .  .  .  ( j>  —  1)  ein  vollständiges  Restsystem  nach  p,  und  folgUch 
giebt  es  eine  rationale  Zahl  <,  welche  der  Bedingung 

t  =  0  (mod.  p)  (2) 

genügt;  setzt  man  daher,  indem  man  (wie  in  §.  175)  die  zu  einer 
Zahl  (o  conjugirte  Zahl  mit  cd'  bezeichnet. 


»4 

i 
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^■(«)  =  ««'  =  ?— ^,  (4) 

WO 

r  —  D  —  2t  (5) 

ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  so  ist  n  durch  p, 

mithin   N{n)  durch  2V(p),  also  durch  p  theilbar,   und   hieraus 

folgt,  dass 

r»  =  D  (mod.  ^p),  (6) 

also  D  quadratischer  Rest  von  ^p  ist.  Umgekehrt,  wenn  die 
vorstehende  Gongruenz  durch  eine  ganze  rationale  Zahl  r  be- 
friedigt wird,  so  ist  r  ^  D  (mod.  2),  und  folglich  sind  die  obigen, 
aus  r  oder  t  gebildeten  Zahlen  ^,  n'  ganze  Zahlen,  deren  Product 
durch  p  theilbar  ist;  da  aber  zufolge  (1)  keiner  der  beiden  Fac- 
toren  sr,  n*  durch  p  theilbar  ist,  so  kann  oj)  kein  Primideal  sein, 
und  folglich  ist  Djp  gewiss  ein  Product  von  zwei  Primidealen 
ersten  Grades,  womit  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  wir  für  den  Fall 
oj)  =  pp'  die  vorstehenden  Bezeichnungen  beibehalten,  die  Zahl 
7t'  immer  durch  p'  theilbar  ist.  Da  nämlich  n  durch  p,  aber 
nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  kann  man  0  3r  =  pq  setzen,  wo 
das  Ideal  q  nicht  durch  p'  theilbar  ist;  da  ferner  nn*  durch  j;, 
also  pq«'  durch  pp',  mithin  q;r'  durch  p'  theilbar  ist,  so  muss 
n'  durch  das  Primideal  p'  theilbar  sein,  wie  behauptet  war*). 

Es  ist  nun  noch  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen,  unter 
welcher  Bedingung  die  in  diesem  Falle  auftretenden  Factoren 
p,  p'  mit  einander  identisch  sind,  also  op  =  p2  wird;  da  unter 
dieser  Annahme  beide  Zahlen  n,  n'  durch  p  theilbar  sind,  so 
gilt  dasselbe  von  der  Zahl  r  =  sr  +  ä',  und  da  r  rational  ist, 
so  muss  r  auch  durch  p  theilbar  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf 
(6)  folgt,  dass  p  in  D  aufgeht  Umgekehrt,  wenn  p  eine  in  der 
Grundzahl  D  aufgehende  Primzahl  ist,  so  folgt  zunächst,  dass  D 
auch  quadratischer  Rest  von  ^p  ist;  ist  nämlich  j)  =  2,  so  ist 


*)  Man  findet  auch  leicht,  dass  |)  =  [p,  71],  p'  =  [p,  71']  ist,  und  wir 
empfehlen  dem  Leser,  die  Gleichung  pf)'  =  0^  durch  wirkliche  AusführuDg 
der  Multiplication  zu  verificiren ,  wobei  es  darauf  ankommt ,  den  vierglie- 
drigen  Modul  [p*,  pn^  pn',  nn*'\  nach  §.  172  auf  einen  zweigliedrigen  zu 
reduciren  (vergl.  §.  187). 
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D  (nach  §.  175)  durch  4  theilbar,  und  folglich  wird  die  Con- 
gruenz  (6)  durch  r  =  0  oder  durch  r  ==  2  befriedigt;  ist  aberp 
ungerade,  so  geschieht  dasselbe  durch  r  =  0  oder  r=|>,je 
nachdem  D^O  oder  ^1  (mod.  4)  ist.  Mithin  ist  oj)  ein  Produet 
von  zwei  Primidealen  ersten  Grades  p,  p';  behält  man  die  obigen 
Bezeichnungen  bei  und  berücksichtigt,  dass  r  jedenfalls  durch  p 
theilbar  ist,  so  folgt,  dass  die  durch  p  theilbare  Zahl  ;r=r  — ar' 
auch  durch  p'  theilbar  ist;  wäre  nun  p'  verschieden  von  p,  so 
müsste  7C  durch  pp',  also  auch  <)urch  j)  theilbar  sein,  was  nicht 
der  Fall  ist;  mithin  ist  p'  =  p,  und  folglich  oj?  =  p^.  Wir 
können  daher  das  Resultat  unserer  bisherigen  Untersuchung  so 
aussprechen: 

Bedeutet  p  eine  natürliche  Primzahl^  so  ist  op  stets  ufid  nur 
dann  das  Quadrat  eines  Primideals  vom  ersten  Grade  ^  tcenn  p 
in  der  Grundzahl  D  aufgeht;  ist  aber  B  nicht  theilbar  durch  p^ 
so  ist  Dp  ein  Produet  von  zwei  verschiedenen  Primidealen  ersten 
Grades^  oder  op  ist  selbst  ein  Primideal  zweiten  Grades^  je  «orA- 
dem  B  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  4j)  ist*). 

Die  Zahl  p  =  2  bietet  den  ersten,  zweiten  oder  dritten  Fall 
dar,  je  nachdem  D^O  (mod.  4),  ^1  (mod.  8),  oder  ^5  (mod,  8) 
ist,  und  hieraus  erklärt  sich  das  eigenthümliche  Verhalten  der 
Zahl  2  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  (§.  36).  Ist  p 
ungerade,  so  kommt,  weil  stets  B^  ^  B  (mod.  4)  ist,  die  Be- 
dingung (6)  darauf  hinaus,  dass  B  quadratischer  Rest  von  j)  ist, 
und  folglich  wird  der  erste,  zweite  oder  dritte  Fall  eintreten,  je 
nachdem 

(^^^  =  0,    =4-1,    oder  =  -  1 


*)  Hierzu  bemerken  wir  Folgendes.  Sind  die  Primideale  eines  Normal- 
körpers bekannt,  so  gilt  dasselbe,  wie  demnächst  an  einem  anderen  Orte 
gezeigt  werden  soll,  auch  für  jeden  Divisor  dieses  Körpers.  Nun  ist,  wie 
wir  schon  in  der  Schlussbemerkung  zu  §.  175  gesagt  haben,  unser  quadra- 
tischer Körper  Ä  ein  Divisor  desjenigen  Normalkörpers,  welcher  aus  einer 
primitiven  D^^  Wurzel  der  Einheit  entspringt,  und  da  die  Ideale  dieses 
Kreistheilungs- Körpers  nach  den  in  §.  185  (S.  618)  angegebenen  Sätzen 
bekannt  sind,  so  folgt  daraus  auch  die  Bestimmung  der  Ideale  des  qua- 
dratischen Körpers  A,  aber  in  einer  anderen  als  der  obigen  Form,  nämlich 
80,  dass  die  Zerlegung  von  op  in  Primideale  sich  unmittelbar  ans  der 
Zahlclasse  ergiebt,  welcher  die  Zahl  p  nach  dem  Modul  D  angehört. 
Aus  der  Vergleichung  beider  Formen  ergiebt  sich  abermals  ein  Beweis 
des  Reciprocitätssatzes. 
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ist.    Um  aber  alle  Fälle  zusammenzufassen,  wollen  wir  ein  anderes 
Symbol  einführen  und 

(A  !>)  =  0,    =  +  1,    oder  =  ^  1  (7) 

setzen,  je  nachdem  die  Primzahl  p  den  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Fall  darbietet;  für  jede  ungerade  Primzahl  p  ist  daher 


(A.)=(f) 


Wir  de&iiren  femer 

(D,l)=h  (8) 

und  wenn 

m  ==  pp'p"  ... 

ein  Product  von  beliebig  vielen  Primzahlen  p^p\tf  -  .  .ist,  so 
setzen  wir  entsprechend  ' 

(Am)  =  (Ai>)(2),y)(Ai>")..-.  (9) 

wot^us  der  allgemeine  Satz 

(2),  m' w")  =  (2),  m')  (D,  m")  (10) 

folgt*). 

Indem  wir  die  bei  der  allgemeinen  Untersuchung,  über  die 
Anzahl  h  der  Idealclassen  benutzten  Bezeichnungen  beibehalten 
(§.  184),  setzen  wir  . 

Sl{s)  =  y:N(a)-^  =  11(1  -  JV^(p)-0-^;  (U) 

fassen  wir  die  Factoren  des  Productes  zusammen,  welche  von  den 
verschiedenen  in  einer  und  derselben  natürlichen  Primzahl  p  auf- 
gehenden Primidealen  p  herrühren,  so  ist  dieser  Beitrag  gleich 

(i-i>-rs  (l-i>-•^^  {i-p-''r\ 

je  nachdem  der  erste,  zweite  oder  dritte  der  obigen  Fälle  ein- 
tritt; mit  Benutzung  des  eben  eiitgeführlen  Symbols*  (7)  kann 
man  aber  diese  drei  Ausdrücke  in  der  gemeinschaftlichen  Form 
des  Productes 

(1 -p-')-Hi- Wp)i>'V 

zusammenfassen,  und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (10),  dass 

Ä  (s)  -  n  (1  -  p-')-'  ri  (1  -  (A  p)p-')-' 


*)  Eine  erfolgreiche  Verallgemeinerang  dieses  Symbols  findet  sich  in 
der  Abhandlung  von  H.  Weber:  Zahlentheoretische  ünterauchmigen  aus 
dem  Gebiete  der  elliptische^i  Functionen  (Nachr.  y.  d.  Göttinger  Ges.  d.  W., 
18.  Januar  1893). 
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ist,  wo  m  in  jeder  der  beiden  Summen  alle  natürlichen  Zahlen 
durchlaufen  muss.  Multiplicirt  man  mit  der  positiven  Grosse 
s  —  1  und  lässt  dieselbe  unendlich  klein  werden ,  so  ergiebt  sich 
hieraus 

^  ^  4M»  ' 


W 


(13) 


wo  g  die  frühere  Bedeutung  hat;  ordnet  man  die  Glieder  der 
Reihe  nach  wachsenden  m,  so  folgt  aus  dem  Reciprocitätssatze 
(vergl  §.  52),  dass  die  Summe  von  je  (D)  auf  einander  folgenden 
Coefficienten  (D,  ni)  verschwindet;  mithin  convergirt  die  Reihe 
für  alle  positiven  Werthe  ^,  und  da  sie  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s  ist  (§.  101),  so  erhalten  wir 


^  m 


(14) 


Den  Werth  von  g  haben  wir  früher  allgemein  bestimmt 
(§.  184) ,  aber  er  nimmt  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Grundzahl 
D  verschiedene  Formen  an.  Ist  D  negcUiv^  so  ist  v  =  1,  und  E 
ist  der  umgekehrte  Werth  der  Anzahl  r  aller  in  Sl  enthaltenen 
Einheiten,  welche  =  6  für  2)  =  —  3, =4  für  2)  =  —  4,  und 
=  2  in  allen  anderen  Fällen  ist;  es  wird  daher 

9  = 


mithin 


y-D' 


_r\/-D     {D,m) 
2üt  m 


Ä  = 


(15.) 


Ist  aber  D  positiv^  so  ist  v  =  2;  die  Anzahl  r  der  redu- 
cirten  Einheiten  +  1  ist  =  2,  mithin 


E=-^\osB  =  -^\og(^ 


)' 


wo  e.  die  Fundamentaleinheit  bedeutet,  also  T,  U  die  kleinsten 
natürlichen  Zahlen  sind,  welche  der  Pell'schen  Gleichung 

T2  _  J9  C/2  =  ±  4 

genügen;  es  wird  daher 

2 log« 

"VIT 

und  folglich 


9  = 


2log£ 


m 
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Nimmt  man  aber  für  diesen  Fall  die  auf  S.  578  beschriebene 
feinere  Eintheilung  in  Idealclassen  an,  nach  welcher  zwei  Ideale 
a,  Ol  nur  dann  derselben  Classe  zugetheilt  werden,  wenn  es  eine 
Zahl  Tj  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der  Bedingung  01^  =  01 
genügt,  so  bestimmt  sich  die  Anzahl  hi  dieser  Idealclassen  auf 
folgende  Weise.  Bedeuten  Tj,  Ui  die  kleinsten  natürlichen 
Zahlen,  welche  der  Bedingung 

genügen,  so  ist 

''  = 2 

die  kleinste  unter  allen  denjenigen  Einheiten  von  j^sHiver  Norm, 
welche  positiv  und  >  1  sind.  Ist  nun  N{b)  =  — 1,  also  £i  =  £', 
so  stimmt  die  jetzige  Eintheilung  in  Idealclassen  mit  der  früheren 
völlig  überein,  also  ist  Äj  =  ä;  ist  aber  N{6)=  +  1,  also  Si  =  «, 
80  giebt  es  gar  keine  Einheit  von  negativer  Norm,  und  folglich 
ist  Äi  =  2Ä,  weil  z.  B.  die  Zahl  VD  eine  negative  Norm  besitzt: 
Für  beide  Fälle  ergiebt  sich  daher  aus  (16)  die  gemeinsame  Be- 
stimmung 

^       log  €1         m  ^    ^ 

Vergleicht  man  die  so  gewonnenen  Resultate  (15)  und  (17) 
mit  denen  des  fünften  Abschnitts  (§§.  97,  99),  so  wird  man  sich 
bei  genauer  Berücksichtigung  der  damals  und  jetzt  angewendeten 
Bezeichnungen  leicht  überzeugen,  dass,  je  nachdem  die  Grund- 
zahl D  ^  0  oder  ^  1  (mod.  4)  ist,  die  Anzahl  unserer  Ideal- 
classen vollständig  übereinstimmt  mit  der  Glassenanzahl  der 
(positiven)  ursprünglichen  Formen  erster  Art  für  die  Determinante 
V4Z),  oder  mit  derjenigen  der  (positiven)  ursprünglichen  Formen 
zweiter  Art  für  die  Determinante  D.  Diese  üebereinstimmung 
ist  eine  nothwendige  Folge  des  Umstandes,  dass  in  unserem 
Falle  der  quadratischen  Körper,  wie  man  leicht  finden  wird,  jede 
bestimmte  Classe  von  eigentlich  äquivalenten  Formen  der  Dis- 
criminante  D  auch  nur  einer  einzigen  Idealclasse  entspricht 
(vergl.  §.  182,  S.  584  bis  585  und  den  Schluss  von  §.  187> 

Die  Eintheilung  der  binären  quadratischen  Formen  in  Ge- 
schlechter (Supplement  IV)  lässt  sich  ebenfalls  leicht  auf  die 
Ideale  übertragen,  und  sowohl  diese  Untersuchung  wie  der  auf 
die  Abzahlung  der  zweiseitigen  Classen  gestützte  Beweis  des 
Reciprocitätssatzes  (§§.  152  bis  154)   gewinnt  in  der  neuen  Ein- 
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kleidung  eine  weit  einfachere  Gestalt,  deren  Herstellung  wir 
jedoch  dem  Leser  überlassen  müssen.  Dagegen  wollen  wir  im 
Folgenden  noch  die  allgemeine  Theorie  der  Moduln  für  qua- 
dratische Körper  hinzufügen,  weil  dieselbe  die  Gomposition  der 
binären  quadratischen  Formen  in  sich  schliesst  und  für  viele 
andere  Untersuchungen,  z.  B.  für  die  Theorie  der  complexen 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen*)  von  grosser  Bedeu- 
tung ist. 

§.  187. 

Jeder  endliche  Modul,  dessen  Zahlen  sämmtlich  dem  qua- 
dratischen Körper  Sl  angehören,  lässt  sich  (nach  §.  172,  VI) 
immer  auf  eine  Basis  zurückfuhren,  welche  aus  höchstens  stcei 
Zahlen  besteht,  und  wir  wollen  im  Folgenden  unter  einem  Module 
falls  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  immer 
.einen  solchen  zweigliedrigen  Modul 

m  =  [a,  ß]  (1) 

verstehen,  dessen  Basiszahlen  a,  ß  wirklich  von  einander  unab- 
hängig sind  und  folglich  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bilden. 
Es  ist  nun  zweckmässig,  jede  solche  beliebig  gegebene  Basis  so 
umzuformen,  dass  die  eine  der  beiden  Basiszahlen  eine  positive 
rationale  Zahl  m  wird.  Um  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 
darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  weil  die  Zahl  1  in  Ä  enthalten 
ist,  es  immer  zwei  bestimmte  rationale  Zahlen  x,  y  giebt,  welche 
der  Bedingung  x(a  -\-  yß  z=  \  genügen ;  stellt  man  dieselben  als 
Brüche  mit  demselben  Nenner  dar  und  sondert  aus  den  Zählern 
den    grössten    gemeinschaftlichen   Theiler  ab,    so    nimmt    diese 

Gleichung  die  Form 

m  =  pa  -\-  ciß  ^ 

an,  wo  ^,  g  relative  Primzahlen  bedeuten,  und  m  eine  positive, 
ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl  ist;  bestimmt  man  ferner 
zwei  ganze  rationale  Zahlen  r,  s  so,  dass 


*)  Dieselbe  ist  im  Wesentlichen  von  Kroneeket  geschaffen  und  in  «ahl- 
reichen Schriften  behandelt,  deren  Sammlung  bevorsteht.  Yergl.  die  Ab- 
handlung von  Her  mite:  Sur  Ja  theorte  des  equations  modulaires  et  la  reso- 
lution  de  Vequation  du  ctnquieme  degre  (1859),  ferner  die  Werke  von 
H.  Weher:  Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen  (1890)  und  von 
F,  Klein  und  E.  Fricke :  VwUsiingen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunctionen  (1890  bis  1892). 
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ps  —  qr  ^=  +\ 
wird,  und  setzt  hierauf 

mG}  =  ra  +  s  /3, 

80  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  m^  mc3  ebenfalls  eine  irredu- 
cibele  Basis  von  m  bilden  und  dass  folglieh 

m  =  [m,  mcö]  =  m[l,  o]  (2) 

ist.  Da  CD  gewiss  irrational  ist,  so  ist  [m]  der  Inbegriff  aller  in 
m  enthaltenen  rationalen  Zahlen,  und  m  ist  als  die  kleinste  posi- 
tive unter  ihnen  vollständig  bestimmt. 

Die  Zahl  a  ist  die  eine  Wurzel  einer  irreducibelen  quadra- 
tischen Gleichung 

acü^  —  bco  -\-  c  =  0,  (3) 

wo  a,  &,  c  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
bedeuten,  und  diese  sind  durch  oj  vollständig  bestimmt,  wenn 
wir  festsetzen,  dass  a  immer  positiv  sein  soll.  Bedeutet  D  wieder 
die  Grundzahl  des  Körpers  Ä,  und  setzen  wir,  wie  im  vorigen 

Paragraphen, 

D  -4-  VD 
^^=         2    ^    '^  =  [^'^^]'  W 

so  ist  ac3  als  ganze  Zahl  Yon  der  B'orm 

a<o  =  h  +  ke  =  —^ =  — 2^ ,  (5) 

0 

WO  &,  k  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und 

d  =  Ja  —  4ac  =  z^(l,  aa))  —  Dk^  (6) 

ist.  Da  CO  ohne  Aenderung  von  m  durch  —  a  ersetzt  werden 
kann,  so  wollen  wir  für  die  Folge  immer  festsetzen,  dass  k  positiv 
sein  soll.  Man  sieht  leicht,  dass  hierdurch,  wenn  ein  gegebener 
Modal  m  vorliegt,  die  Zahl  «a  so  weit  und  nur  so  weit  bestimmt 
ist,  dass  sie  durch  c3q  =  a  -\-  z  ersetzt  werden  kann,  wo  z  jede 
beliebige  ganze  rationale  Zahl  bedeutet;  dies  hat  aber  keinen 
Einfluss  auf  die  Zahlen  a,  k  und  rf,  die  mithin  vollständig  be- 
stimmt sind,  während  6  in  6o  =  2a^  +  b,  und  c  in  Cq  =  az^  -\-bz  -\-c 
übergeht;  da  mithin  6q  alle  Individuen  einer  bestimmten  rationalen 
ZoMclasse  nach  dem  Modul  2a  durchläuft,  so  kann  man,  wenn 
man  will,  Oq  durch  die  Bedingung  vollständig  bestimmen,  dass 
0  '^  6o  <  2  a  sein  soll ,  was  aber  keinen  wesentlichen  Nutzen 
gewährt.  Dagegen  ist  es  bisweilen  vortheilhaft,  ©o  so  zu  wählen, 
dass  Co  relative  Primzahl  zu  a  wird;  um  dies  zu  erreichen,  kann 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  ^-^ 
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man,  wenn  r  das  Product  aller  gleichzeitig  in  a  und  in  c  auf- 
gehenden Primzahlen,  und  s  das  Product  aller  übrigen  in  a  auf- 
gehenden Primzahlen  bedeutet,  z  so  wählen,  dass  z  ^  l  (mod.  r) 
und  zugleich  js  ^  0  (mod.  s)  wird,  was  (nach  §.  25)  stets  mög- 
lich ist. 

unter  der  Ordnung  m^  des  Moduls  m,  die  wir  kürzer  mit  n 
bezeichnen  wollen,  verstehen  wir,  wie  früher  (§.  170),  den  Inbe- 
griff aller  Zahlen  v,  für  welche  m  v  durch  m  theilbar  wird.  Aus 
dieser  Definition  folgt  offenbar,  dass,  wenn  i^  eine  beliebige  von 
Null  verschiedene  Zahl  bedeutet,  n  zugleich  die  Ordnung  des 
Moduls  lym  ist;  behalten  wir  daher  die  vorhergehenden  Bezeich- 
nungen bei,  so  sind  die  gesuchten  Zahlen  v  alle  diejenigen,  ffir 
welche  [v,  vgj]  durch  [1,  gj]  theilbar  wird,  und  hierzu  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  die  beiden  Zahlen  v  und  vo  in 
[1 ,  Gj]  enthalten  sind.  Es  muss  daher  zunächst  v  =  a;  +  yo 
sein,  wo  rr,  1/  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  dann  ist  v©  = 
a?aj-|-yö2,  und  da  a:o  in  [1,  cd]  enthalten  ist,  so  muss  dasselbe 
auch  von  ya^  gelten;  zufolge  (3)  ist  aber 

a 

mithin  müssen  die  beiden  Producte  fty,  cy  durch  a  theilbar  sein;  ! 
da  aber  die  Zahlen  a^b^c  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben, 
so  folgt  hieraus,  dass  y  durch  a  theilbar,  also  y  =  az^  i' == 
x-\~zaco  sein  muss,  wo  z  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet;  und  da  umgekehrt  jede  solche  Zahl  x  +  zata  die  ge- 
forderte Eigenschaft  besitzt,  so  erhalten  wir  das  Resultat 

n  =  [1,  ao]  =  [1,  Ä-«]  =  olc  +  [1].  (7) 

Jede  Ordnung  n  ist  daher  ein  Modul,  welcher  nur  gafize 
Zahlen  und  unter  diesen  auch  die  Zahl  1,  mithin  alle  ganzen 
rationalen  Zahlen  enthält  (vergl.  §.  173,  III);  umgekehrt  leuchtet 
ein,  dass  ein  jeder  solche  Modul  n  fin  unserem  Falle  der  qua- 
dratischen Körper)  auch  gewiss  eine  Ordnung,  nämlich  die  Ord- 
nung von  n  selbst  ist.  Für  die  Discriminante^  den  Index  und 
Führer  der  Ordnung  n  (S.  590)  ergeben  sich  ferner  aus  (4),  (6) 
und  (7)  leicht  die  Ausdrücke 

^(n)=.d,    (o,ii)  =  Ä,    J  =  o/:,  (8) 

und  es  leuchtet  ein,  dass  jede  Ordnung  n  durch  ihren  Index  l 
vollständig  bestimmt  ist. 
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Offenbar  ist  der  Modal  tn  stets  und  nur  dann  ein  Ideale 
wenn  er  durch  o  theilbar,  und  n  =  o,  also  fc  =  1,  und  m  eine 
ganze,  durch  a  th eilbare  Zahl  ist.  Dies  führt  dazu,  den  Begriff 
der  Norm  auch  auf  beliebige  Moduln  m  zu  übertragen,  und  zwar 
wollen  wir  hier*)  darunter  den  Quotienten 

verstehen,  welcher  sich  in  der  That,  wenn  m  ein  Ideal  ist,  auf 
den  der  früheren  Definition  entsprechenden  Werth  (o,m)  reducirt 
(§.  180).    Da  die  Basiszahlen  von  m  mit  denen  von  n  durch  die 

linearen  Gleichungen 

m 

m  =  m.l  -hO.ao,  wo  =  0.1  H a& 

a 

verbunden  sind,  so  orgiebt  sich  (nach  §.  175,  (10))  das  Resultat 

tn,  0  j 

a 

Bezeichnet  man  allgemein,  wenn  a  eine  beliebige  Zahl  des 
Körpers  Ä  ist,  mit  af  die  conjugirte  Zahl,  in  welche  a  durch  die 
nicht  identische  Permutation  des  Körpers  übergeht,  so  ist 

a((»-|-ö')  =  6,  aoo'  =  c;  (11) 

durchläuft  fi  alle  Zahlen  des  Moduls  m,  so  bilden  die  Zahlen  ft' 
einen  mit  tn  conjugirten  Modul  t»[l,  co'],  den  wir  mit  m'  be- 
zeichnen wollen;  halten  wir  aber  an  der  obigen  Vorschrift  für 
die  Wahl  der  Basiszahlen  fest,  so  haben  wir 

m'  =  wi[l,  — ßj']  (12) 

zu  setzen,  und  da    ' 

a(-^  c')2  —  (-- 6)  (- o')  +  c  =  0 

ist,  so  geschieht  dfer  Uebergang  von  m  zu  m'  lediglich  dadurch, 
dass  b  durch  — If  ersetzt  wird,  während  w,  a,  c,  A-,  d  unverändert 
bleiben.  Ebenso  ist  natürlich  m  conjugirt  mit  m',  und  beide 
Moduln  haben  dieselbe  Ordnung  n  =  n'  und  dieselbe  Norm;  sie 
sind  aber  nur  dann  mit  einander  identisch,  wenn  6  durch  a  theil- 
bar, also  6  ä^  0  oder  ^  a  (mod.  2a)  ist,  und  in  diesem  Falle 
kann  m  ein  tweiseitiger  Modul  genannt  werden  (vergl.  §.  58). 
Jede  in  dem  Modul  m  enthaltene  Zahl  ft  ist  von  der  Form 

iu  =  m(ar  4- t/co),  (13) 


*)  Vergl.  die  beiden  folgenden  Anmerkungen. 

41* 


'ffi^^^nni^. 


)^ 
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^o  ^f  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt 

N(ii)  =  iifi'  =  7n^(x  +  yGi){x  +  yo'), 

und  wenn  man  die  Multiplication  ausführt,  so  ergiebt  sich 

N{fi)  =  N(rti)(ax^  +  bxy  +  cy«);  (14) 

jedem  Modul  m  entspricht  daher,  wenn  man  die  obigen  Regeln 
für  die  Wahl  der  Basis  festhält,  eine  ursprüngliche  binäre  qua- 
dratische Form  (a,  |6,  c)  oder  vielmehr  eine  bestimmte  Schaar 
von  unendlich  vielen  solchen  parallelen  Formen,  in  welchen  b 
alle  Individuen  einer  bestimmten  Zahlclasse  nach  dem  positiven 
Modul  2a  durchläuft,  und  deren  Discriminante  b^  —  4ac  zugleich 
die  Discriminante  d  der  Ordnung  n  ist;  dem  conjugirten  Modul 
m'  entspricht  die  entgegengesetzte  Schaar  (a, —  ^b,  c).  Oflfenbar 
entspricht  dieselbe  Schaar  (a,  |6,  c)  allen  und  nur  allen  Moduln 
von  der  Form  mn\  wo  n  jede  von  Null  verschiedene  rationale 
Zahl  bedeutet.  Da  ferner  die  Zahlen  1,  aa>  eine  Basis  der  Ord- 
nung n  bilden,  und 

aofi  =  m(—  cy  +  {ax  +  6j/)o) 

X,        y 
--cy,  ax  +  by 

ist,  so  stimmt  diese  Form  (a,  ^6,  c)  genau  mit  derjenigen  über- 
ein, welche  nach  der  auf  S.  590  gegebenen  Vorschrift  dem  Modul 
m  entspricht. 

Indem  wir  uns  jetzt  zur  Multiplicatian  der  Moduln  wenden, 
erinnern  wir  zunächst  an  die  beiden  allgemeinen,  in  §.  170 
(S.  505)  bewiesenen  Sätze 

mn  =  m,  n^  =  n,    '  (15) 

welche  sich  auch  leicht  durch  die  wirkliche  Multiplication  aus  (2) 
und  (7)  ergeben.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Bildung 
des  Productes  mm'  aus  zwei  conjugirten  Moduln;  durch  Multi- 
plication von  (2)  und  (12)  erhält  man  zunächst 

mm'  =  w2[l,  ö,  G)',  oco']; 
addirt  man  die  zweite  Basiszahl  zur  dritten,  so  folgt  aus  (11) 

mm'  =  —  Ta,  ac»,  6,  cl, 

a  ^  ^ 

und  da  [a,  6,  c]  =  [1]  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat*) 

*)  Es  ist  wohl  von  Nutzen,  hier  zu  bemerken,  dass  schon  bei  Körpern 
dritten  Grades  ein  ähnlicher  Satz  nicht  in  voller  Allgemeinheit  gilt,  und 
dasselbe  ist  von  mehreren  der  nachfolgenden  Sätze  zu  sagen. 


=  ax^-{-  bxy  -{-  cy^ 


] 
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m^ 


mm'  =  —  [l,ao]  =  niV'(m);  (16) 

Cv 

mithin  ist  m  (nach  §.  170,  V)  ein  eigentlicher  Modul,  und  zugleich 
ergiebt  sich 

m'  =  m-iJV(m).  (17) 

Wir  betrachten  jetzt  ein  Product  aus  zwei  beliebigen  Moduln 
m,  rtii  und  setzen 

mmi  =  rtii]  (18) 

da  m2  aus  allen  Zahlen  fi,  von  der  Form  £fifii  besteht,  so  besteht 
der  conjugirte  Modul  m'j  aus  allen  Zahlen  ft'j  von  der  Form 
2J(i'^\^  und  folglich  ist 

m'm'i  =  m'a  =  (mmi)'. 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  zu- 
folge (16) 

nni-N'(m)J?(m,)  =  nj^(m2), 

wo  iii,  tt2  die  Ordnungen  von  mi,  tn^  bedeuten;  da  nun  das  Pro- 
duct nUi  nur  ganze  Zahlen  und  offenbar  auch  die  Zahl  1  enthält, 
so  ist  es  nach  dem  Obigen  wieder  eine  Ordnung;  die  vorstehende 
Gleichung  liefert  daher,  wenn  man  auf  die  beiderseits  auftreten- 
den rationalen  Zahlen  achtet,  zunächst  den  Satz*) 

N(m)N{m,)  =  N{m,)  =  N(mmi),  (19) 


♦)  Will  man  auch  bei  Körpern  höheren  Grades  den  Begriflf  der  Norm 
N(m)  jedes  endlichen  Moduls  m,  dessen  Basis  zugleich  eine  Basis  des 
Körpers  ist,  so  fassen,  dass  der  Satz  (19)  allgemein  gilt,  und  dass,  falls  ni 
ein  Ideal  ist,  N(m)  die  alte  Bedeutung  (o, m)  behält,  so  mtiss  man,  weil 
JV(o)  =  1  und  om  ein  Idealbruch  ist,  die  obige  Definition  (9)  durch 

N(m)  =  N(öm)  =  g:^ 

(otn,  0) 

ersetzen  (vergl.  die  Anm.  auf  S.  564—565).  Dass  schon  bei  Körpern  dritten 
Grades  diese  beiden  Definitionen  nicht  übereinstimmen,  lehrt  folgendes  ein- 
fache Beispiel.  Ist  «^  =  2,  so  ist  o  =  [!,«,  «2j  der  Inbegriff  aller  ganzen 
Zahlen  des  aus  «  gebildeten  Körpers  i2(Ge);  ist  nun  m  eine  ungerade  Zahl 
und  >  1,  ferner  m  =  [m,  «,  «2]^  go  wird  om  =  o,  also  (o,  om)  =  (ow,  o)  ==  1; 
andererseits  ist  die  Ordnung  m°  =  [l,m«,m«2],  also  m  +  m®  =  o,  (m^m)  = 
(o,  m)  =  w,  (m,  m®)  =  (o,  m^)  =  m%  woraus  unsere  Behauptung^einleuchtet; 
die  dem  Modul  m  entsprechende  zerlegbare  Form  (S.  590)  ist  auch  nicht 
ursprünglich,  sondern  sie  besitzt  den  Theiler  m.  Man  findet  ferner  m— i  = 
mm— 1  =  m®:o  =  owi,  also  ist  m  ein  uneigentlicher  Modul  (S.  506).  Da 
zugleich  m^  =  0,  also  (mm)®  nicht  =  m^m®  =  m®,  sondern  =  o  ist,  so 
gilt  auch  der  obige  Satz  (20)  nicht  allgemein  für  Körper  höheren  Grades. 
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mithin  auch  den  folgenden 

nni  =  iTa;  (20) 

die  Norm  eines  Productes  ist  daher  gleich  dem  Producta  aus 
den  Normen  der  Factoren,  und  ebenso  ist  die  Ordnung  eines 
Productes  gleich  dem  Producte  aus  den  Ordnungen  der  Factoren 
(vergl.  §.  170,  VIII). 

Da  die  Zahl  1  in  jeder  Ordnung  enthalten  ist,  so  ist  das 
Product  nUi  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  n  und  Ui  und 
zwar,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  ihr  grösster  gemeinschaftlicher 
Theiler.  Bedeuten  fc,  fci,  tg  die  Indices  der  Ordnungen  n,  Hj,  nj, 
so  ist  n  =  [hkß],  tTi  =  [l,fci0],  und  folglich 

nni  =  [l,Jcd,kiO,kki(i^]\ 

da  aber  ö^  =  Dö — Di  ist,  wo  Di  eine  ganze  rationale  Zahl,  so 
kann  die  letzte  Basiszahl  fcfciö^  weil  sie  eine  Summe  von  Viel- 
fachen der  beiden  ersten  ist,  weggelassen  werden,  und  man  erhält 

nni  =  [l,fcö,A:ie]  =  n  +  Ui,  (21) 

wie  behauptet  war.  Da  nun  dasselbe  Product  zufolge  (20)  auch 
=  [l,fcj0]  ist,  so  folgt,  dass  der  Index  fcj  des  Productes  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Indices  Ä*,  ki  der  Factoren 
ist.  Bedeuten  ferner  d^  d^^  d^  die  Discriminanten  von  n,  Ui,  n„ 
so  ist  d  =  jDä;3,  di  =  Dk\,  d^  =  Dk\^  und  folglich  ist  die  Dis- 
criminante  des  Productes  auch  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  den  Discriminanten  der  Factoren. 

Die  letzten  Sätze  ergeben  sich  auch  auf  folgende  Weise, 
wobei  wir  den  Buchstaben  mi,oii, ai,6i,Ci  und  in^^a^^a^^h^^Cj  die- 
selbe Bedeutung  für  die  Moduln  nii  und  m^  beilegen,  welche 
m,  co,a,  &,  c  für  m  haben.    Dann  ist  zufolge  (20) 

[l,a202]  ^=  [l,aö]  [l,aia}i]  ==  [l,aoj,aiOii,aaiG)iOi], 
und  es  gelten  daher  (nach  §.  172)  vier  Gleichungen  von  der  Form 

1  =  1    .  1  +  0   .  0.2  0.2 

wo  die  acht  Coefficienten  rechts  solche  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Determinanten 

^,  ^^1,  Ca,  fei  —  e/i ,  f€2  —  e/a,  /i  e^  —  ej^ 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben ;  da  aber  jeder  gemein- 
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schaftliche  Theiler  der  drei  ersten  auch  in  den  folgenden  auf- 
geht, 80  folf»t,  dass  e,  ^i,  €2  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben.    Zufolge  (22)  ist  ferner 

(/+  cOsö^X/i  +  Ciajo«)  =/2  +  ^2»je>2» 
also 

ee^  (a^Oä)«  —  (e,  —  ef^  —  ej)  {a^  ©2)  +//i  —fa  =  0; 
vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung 

so  ergiebt  sich 

^2  =  efi+eif+eeib^,  /a  =ffi  —  ee^a^c.i\  (23) 

aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  jeder  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  e^ei  auch  in  e%  aufgeht;  da  aber  oben 
gezeigt  ist,  dass  diese  drei  Zahlen  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  sind  e^e^  relative  Frimzahlen.  Ersetzt  man  nun 
in  (22)  die  Grössen  ao,  aiOi,  a^os^  gemäss  (5)  durch 

ft  +  fcVJ)     6i  +  friV2)     fea  +  fe^VJ 
2        '  2         '  2         ' 

so  ergiebt  sich 

Ix  —  ehi,    kl  =  e,/c.j,    (ni,n)  =  e,    (n,ni)  =  e,,         (24) 
also  auch 

d  =  d^e^y     dl  =  dj^i»,  (25) 

und  ausserdem 

/  =  ^^^/.-^^;  (26) 

ebenso  erhält  man  aus  der  letzten  der  Gleichungen  (22),  oder 
indem  man  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  (23)  substituirt, 

bei-^b^e      ..        661  +  ^2^^1 — 26je.2  .^rx 

Aus  (24)  und  (25)  folgt  abermals,  dass  fc^  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  A:,  &i,  und  ebenso  ^2  derjenige  von  d,  di  ist. 
Sind  also  die  beiden  Moduln  m,mi  gegeben,  so  findet  man 
die  Zahlen  e,  Ci,  fc^,  dj  aus  (24)  und  (25)  durch  die  Bedingung, 
dass  e^ei  relative  Primzahlen  sein  müssen,  und  hiermit  ist  auch 
€2  zufolge  (27)  gefunden.  Wir  woUcd  nun  dazu  übergehen,  den 
Modul  m^  vollständig  zu  bestimmen,  indem  wir  auch  die  Zahlen 
9^2,02, &2) ^2  a-us  den  Daten  ableiten.  Da  das  Product  mnii  in  m2 
und  folglich  auch  in  [m^]  enthalten  ist,  so  kann  man   zunächst 
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mmi  =  jpmj,    m^  = (28) 

setzen,  wo  p  eine  nutürliche  Zahl  bedeutet;  ersetzt  man  nun  die 
im  Satze  (19)  auftretenden  Normen  durch  ihre  Ausdrücke  gemäss 
(10),  so  erhält  man 

aoi  =  p^a^,    Oa  =  ^,  (29) 

mithin  ist  die  Bestimmung  von  m^  und  o,   auf  diejenige  von  p 

zurückgeführt.    Ersetzt  man  femer  die  Moduln  m,  nii,  m,  durch 

ihre  Ausdrücke  gemäss  (2),  so  nimmt  die  Gleichung  m,  =  mmi 

die  Form 

[1,  a}j]  =  p  [1,  o]  [1,  (Dl]  =  p  [1,  Ol,  o,  ca&i]  (30) 

an;  man  kann  daher  (nach  §.  172) 

p  z=  p     .  1  4-  0     .  (»2 
poi  =  /    .1  +  3'    .  w,  ^gj^ 

j)G)  =  p"  .  1  +  g"  .  ßjj 
l^ooi  =  i/"  .  1  +  g'"  .  (»3 

setzen,  wo  die  acht  Coefficienten  rechter  Hand  solche  ganze 
rationale  Zahlen  sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Deter- 
minanten 

P«'.  VQl\  i>2'",   pW'-q'p'\  P'q'"-q'p'".  fi"-(i'f\ 

also  jedenfalls  auch  die  drei  Zahlen  g',  g",  g"'  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben*)-  Substituirt  man  nun  in  (31)  für 
o,  G7|,  ooi  die  aus  (22)  folgenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

P  CA  +  «1  «9  ^2)  =  «1  (i>'  +  «'  oj) 
/>  (/  +  <?  a?  wj)  =  a  (y  +  g"  Oj) 
i>  C/i  +  ^2  flj  0.2)  =  a  ai  (/"  +  g'"oj)i 
welche,  weil  o,  irrational  ist,  in  die  folgenden  zerfallen 

jp «1  02  =  Ol q\    pechi  =  a g",    pe^a^  =  aoi g"'  (32) 

i>/i  =  «liA        pf  =  ap",        pfi  =  aa^p'".  (33) 

Substituirt  man  in  (32)  für  a^  den  in  (29)  angegebenen  Aus- 
druck, so  erhält  man 


''')  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  der  aus  (31)  leicht  abzaleitenden 
Gleichung  g'  ai  +  5"  aii  ==  q"'  =  ?'  w'  -|-  s"  «"i  ein  für  die  Theorie  der  com- 
plexen  Multiplicaiion  der  elliptischen  Functionen  sehr  wichtiger  Satz  (rergL 
meinen  Aufsatz  (§.  7)  über  die  Tlieorie  der  elliptischen  Modtd-Functionen 
in  Crelle*8  Journal,  Bd.  83). 


Jlf 
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a  ^1  =  i>  3',    a^e  =  p  g",    e^=p  g'",  (34) 

und  da  q\  q'\  g"',  wie  oben  bemerkt,  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  ist  p  offenbar  als  grösster  (positiver)  gemein- 
schaftlicher Theiler  der  drei  bekannten  Zahlen  a^i,  ajC,  e^  voll- 
ständig bestimmt,  und  dasselbe  gilt  mithin  von  den  drei  Zahlen 
g',  g",  g'",  sowie  von  den  beiden  Zahlen  m, ,  a^ ,  welche  sich  aus 
(28)  und  (29)  ergeben.  Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichungen 
(33)  mit  2  a,  2ai,  2,  und  ersetzt  aai  durch  p^a^^  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (34),  wenn  man  Tuv  f^^  f,  f^  die  in  (26)  und 
(27)  angegebenen  Ausdrücke  substituirt,  die  Gleichungen 

— q    Oj  —  iOip 

•rf  7./ 

also  die  Congruenzen 

2  62  =  — ^ 
p 

», ,    _  6  ^^1  +  dg  g  gl 
^    ^^=  23 

durch  welche  die  Zahl  62  nach  dem  Modul  ^a^  vollständig  be- 
stimmt ist,  weil  q\  3",  ^"  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben 
(vergl.  §.  145);  und  hieraus  ergiebt  sich  endlich  auch  C2  durch 
die  Gleichung 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  des  Productes  m^  aus  den  beiden 
Factoren  m,  nii  vollendet,  und  wir  haben  nur  noch  die  folgende 
Bemerkung  hinzuzufügen.  Da  die  Existenz  des  Moduls  nig  =  m  nii 
von  vornherein  gewiss  ist,  so  müssen  wir  schliessen,  dass  die  in 
(26),  (27),  (29),  (35)  und  (36)  in  Form  von  Brüchen  auftretenden 
Zahlen  in  Wahrheit  ganze  Zahlen,  dass  ferner  die  drei  Con- 
gruenzen (35)  wirklich  mit  einander  vereinbar  sind,  und  dass 
die  so  erhaltenen  Zahlen  a^,  fe^,  c^  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben ;  dies  Alles  würde  sich  auch  auf  directem  Wege  leicht 
beweisen  lassen,  was  wir  jedoch  dem  Leser  überlassen  wollen*). 


(mod.  2a2),  (35) 


*)  Vergl.  Arndt:  Auflösung  einer  Aufgabe  in  der  CompoMtioyi  der  qua- 
dratischen Formen  (Crelle's  Journal,  Bd.  56). 
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Wir  bezeichnen  nun  mit  x^  tj  und  Xi^  y\  zwei  Systeme  von 
unabhängigen  Variabelen   und  bilden  die  bilinearen  Functionen 

x.^  =  pxx^  +  p'xyi  +  p"yx^  +  p"*yy\  .^^ 

y-i  =  i^yi  +  i'y^x  4-  (i"yyx\ 

setzt  man  ferner 

^  =  m(x  4-  i/o),     f^i  =  m^{x^  +  y^  coi),    ftj  =  >%(ar3  +  jj».), 

so  folgt  aus  (28)  und  (31),  dass  ^a  =  /itfii,  also  für  rationale 
Werthe  der  Variabelen  auch  N^fi^)  =  N(fi)N{iii)  ist;  ersetzt 
man  diese  Normen  durch  ihre  Ausdrücke  gemäss  (14)  und  be- 
rücksichtigt (19),  so  ergiebt  sich 

«2  4  +  *2  ^2  ya  +  ^2  yl  C3g\ 

=  (ax^  +  6a:i/  +  ct/2)  (a^^r?  +  ii^^ii/i  +  Cj^/?); 

man  sagt  daher,  die  Form  (a2,  ^631  ^i)  g®'^®  durch  die  bilineare 
Substitution  (37)  in  das  Product  der  beiden  Formen  (a,  |6,  c) 
und  (aj,  I  Jj,  Ci)  über,  und  nennt  die  erste  Form  isusamtnengesetzt 
aus  den  beiden  letzteren*);  oifenbar  ist  (38)  in  Folge  von  (37) 
eine  Identität,  welche  für  beliebige  Werthe  der  unabhängigen 
Variabelen  gilt.  — 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Multiplication  der  Moduln 
bildet  zugleich  die  Grundlage  für  die  Behandlung  der  umgekehr- 
ten Aufgabe,  alle  Moduln  m  zu  linden,  welche  der  Bedingung 
m  nii  =  iHo  genügen ,  wo  mj  und  m^  gegebene  Moduln  bedeuten. 
Wir  beschränken  uns  aber  hier  darauf,  einige  Hauptpuncte  dieser 
äusserst  wichtigen  Untersuchung  hervorzuheben,  und  überlassen 
die  weitere  Ausführung  dem  Leser.  Aus  (20)  folgt,  dass,  wenn  die 
Aufgabe  lösbar  sein  soll,  die  Ordnung  Ui  des  Moduls  nii  durch 
die  Ordnung  Hg  des  Moduls  ntg  theilbar  sein  muss;  diese  erforder- 
liche Bedingung,  welche  im  Folgenden  stets  als  erfüllt  voraus- 
gesetzt wird  und  auch  durch  Ui  n2  =  n^  oder  fci  =  ei  k^  aus- 
gedrückt werden  kann,  ist  aber  auch  hinreichend^  und  es  giebt 
dann   immer   unendlich    viele  Moduln  nt,  welche   die   Bedingung 


*)  Verg:!.  vj.  146.  Die  allgemeinste  Art  der  Composition  der  binären 
(juadratischeu  Formen ,  wie  sie  von  Gauss  dargestellt  ist  (D.  A.  artt,  235, 
230),  erhält  man,  wenn  man  statt  der  speciellen  Daretellungsform  (2)  der 
Moduln  die  allgemeinere  Form  (1)  zu  Grunde  legt;  dies  ist  in  §.  170  der 
zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871)  geschehen,  wo  ich  auch  für  die  qua- 
dratischen Formen  schon  den  Ausdruck  («,  y^  ft,  c)  statt  (a,  6,  c)  gewählt 
habe  (vergl.  die  Anmerkung  auf  S.  388  und  eine  Mittheilang  von  Kronecker 
im  Sitzungsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  30.  Juli  1885). 
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inmi  =  m9  erfüUeD.  Zunächst  findet  man  nach  (16)  oder  (17) 
durch  MultipHcation  mit  nii  oder  mr^  leicht  den  Hauptsatz,  dass 
es  immer  einen  und  nur  einen  solchen  Modul  m  giebt,  dessen 
Ordnung  =  n^  ist;  bezeichnet  man  diesen  gegebenen  Modul 
mainr^  der  Kürze  halber  wieder  mit  m,,  so  wird  zugleich  die 
allgemeine  Aufgabe  auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt,  in 
welchem  nti  =  Ui  ist,  und  man  braucht  sich  nur  noch  mit  der 
Lösung  der  Gleichung  mni  =  ntj  zu  beschäftigen.  Die  Ordnung  n 
des  Moduls  m  muss  so  beschaffen  sein,  dass  1X2  =  nn^  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  n  und  Ui,  also  k  =  elc^  wird,  wo  e 
relative  Primzahl  zu  e,  ist;  nachdem  mau  für  den  Modul  m  eine 
solche  Ordnung  n,  also  auch  eine  solche  Zahl  e  willkürlich  ge- 
wählt hat,  leuchtet  ein,  dass  stets  m  n^  =  m  n^  ist,  und  es  kommt 
daher  nur  darauf  an,  alle  Moduln  m  von  dieser  Ordnung  n  zu 
finden,  welche  der  Bedingung  mn.2  =  m«  genügen.  Um  nach- 
zuweisen, dass  mindestens  ein  solcher  Modul  m  existirt,  wähle 
man  die  in  m^  =  nn^  [1,  a>2]  auftretende  Zahl  02  so,  dass  c^  rela- 
tive Primzahl  zu  0,2  wird,  was  nach  einer  früheren  Bemerkung 
stets  möglich  ist;  setzt  man  alsdann  die  vorher  gewählte  Zahl 
c  =  2?^',  wo  (y"  den  grössten  Divisor  von  e  bedeutet,  welcher 
relative  Primzahl  zu  a^  ist,  so  findet  man  leicht,  dass  der  Modul 
m  =  m^[p^  3" «2]  der  Bedingung  mn2  =  nt-i  genügt,  und  dass  n 
seine  Ordnung  ist.  Um  aus  diesem  einen  Modul  m  alle  anderen 
zu  finden,  benutze  man  den  schon  vorher  bewiesenen  Satz,  dass, 
wenn  b,  c  zwei  beliebige  Moduln  von  gleicher  Ordnung  n  sind, 
es  immer  einen  und  nur  einen  Modul  a  =  cb~^  von  derselben 
Ordnung  n  giebt,  welcher  der  Bedingung  üb  =  c  genügt;  hier- 
durch wird  die  vollständige  Lösung  unserer  Gleichung  m  n2  =  nia 
auf  den  speciellen  Fall  m^  =  U2,  also  auf  die  Aufgabe  zurück- 
geführt, alle  Moduln  m  von  der  Ordnung  n  zu  finden,  welche 
der  Bedingung 

m  n,  =  n2  (31)) 

genügen.     Da  nun,  wenn  0  die   frühere  Bedeutung  hat,  immer 

0 112  =  0  ist ,  so  genügt   ein   solcher  Modul   m   gewiss  auch   der 

Bedingung 

m  0  =  0 ;  (40) 

diese  Moduln,  zu  welchen  offenbar  n  selbst  gehört,  sind  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  und  wir  wollen  jeden  Modul  m  von  der 
Ordnung  n,   welcher  diese  letzte  Bedingung   erfüllt,  aus   einem 


fTT'^^ 


i/^ . 


t 


l 
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sogleich  anzugebenden  Grunde  eine  Wurjsel  der  Ordnung  n  nennen; 
es  ist  zweckmässig,  zunächst  alle  diese  Wurzeln  von  n  zu  be- 
stimmen, worauf  es  keine  Schwierigkeit  haben  wird,  diejenigen 
von  ihnen  auszusondern,  welche  auch  die  Bedingung  (39)  erfüllen. 

f-  Da  die  Zahl  1   in  o  enthalten,   also    immer  m  >  mo  ist 

l  (§.  170,  (22)),  so  folgt  aus  (40)  zunächst 

m  >  0,  (41) 

also  besteht  jede  Wurzel  m  aus  lauter  ganzen  Zahlen.  Da  ferner 
n  =m:m,  und  allgemein  (c  :  a)  :  b  =  c  :  ab  ist  (§.  170,  (17)),  so 
folgt  aus  (8)  und  (40)  auch  oÄ;  =  n:o  =  (m:m):o  =  m:mo=m:o, 
also 

^  =  ok,  (42) 

mithin  (nach  §.  170,  (14))  auch 

0  fc  >  m.  (43) 

Da  ausserdem  (o,  OÄ)  =  N{k)  =  fc»  >  o  ist,  so  folgt  aus  (41) 
und  (43),  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  m  der  Ordnung  n  endlich 
ist  (§.  171,  II);  diese  Anzahl  wollen  wir  mit  l  bezeichnen.  Aus 
der  Definition  (40)  folgt  ferner  unmittelbar,  dass  diese  l  Wurzeln 
insofern  eine  Gruppe  bilden,  als  jedes  Product  aus  zwei  solchen 
Wurzeln  wieder  eine  Wurzel  derselben  Ordnung  n  ist,  und 
hieraus  ergiebt  sich  durch  die  schon  oft  angewendete  Schluss- 
weise (vergl.   §.  149),  dass  für  jede  Wurzel  m  der  Ordnung  n 

der  Satz 

m^  =  n  (44) 

gilt.  Umgekehrt,  sobald  unter  den  Potenzen  m,  m*,  m« .  .  .  eines 
Moduls  m  sich  eine  Ordnung  n  =  m*"  vorfindet,  so  ist  n  zufolge 

f  (20)  auch  die  Ordnung   von  m;   da  ferner  die  r*®  Potenz  einer 

jeden  in  m  enthaltenen  Zahl  auch  in  u  enthalten,  also  eine 
ganze  Zahl  ist,  so  besteht  m  (nach  §.  173,  V)  aus  lauter  ganzen 

;  Zahlen;  mithin   ist  mo  ein  Ideale  und  da  (mo)'"=  n o^'rrr  o  ist 

so  folgt  auch  mo  =  0,  also  ist  m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n, 
womit  zugleich  die  eingeführte  Benennung  gerechtfertigt  ist 

Der  oben  aus  der  allgemeinen  Modultheorie  (§.  170)  ab- 
geleitete Satz  (43)  bestätigt  sich  auch  durch  die  Rechnung,  wenn 
man  für  m  die  in  (2),  (3),  (5)  eingeführten  Bezeichnungen  bei- 

,  behält.    Setzt  man  noch  w  ©  =  a ,  so  sind  die  Basiszahlen  des 

Moduls 

m  =  [wj,  a]  (45) 


I 
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zufolge  (41)  ganze  Zahlen,  und  aus  (40),  (19)  und  (10)  ergiebt 

sich  JV(m)  =  1,  also  a  =  in^\  hieraus  folgt  weiter,  dass  b  durch 

m   theübar,    mithin    c   relative    Primzahl    zu   m  ist;    da    aber 

c  =  aN{ci})  =  N(a)  =  acc!  ist,   so   sind   die    Basiszahlen  m,  a 

ebenfalls   relative  Primzahlen^   was   auch   unmittelbar  aus  (40), 

nämlich  aus 

om  +  oa  =  0  (46) 

folgt;  da  nach  (7)  ausserdem 

n  =  [1,  ma]  (47) 

ist,  so  geht  m  in  dem  Index  k  auf,  und  wenn 

a  =  t-\-ue  (48) 

gesetzt  wird,  so  ist  k  =  u wi,  kO  =  —  tm  ~\-  m er,  woraus  wirklich 

(43)  und  zugleich 

(ü,  m)  =  (in,  ok)  =  k  (49) 

folgt.  Umgekehrt,  wenn  eine  natürliche  Zahl  m  relative  Primzahl 
zu  der  irrationalen  Zahl  a  (also  auch  zu  deren  Norm  c)  ist,  so 
hat,  wie  man  leicht  findet,  der  Modul  (45)  die  Ordnung  (47), 
und  aus  (46)  folgt  (40),  mithin  ist  m  eine  Wurzel  von  n*). 

Um  nun  die  Anzahl  l  zu  bestimmen,  ist  es  zweckmässig,  die 
Darstellung  (45)  in  eine  andere  Form  zu  bringen,  aus  welcher 
man  die  wahre  Natur  und  die  gegenseitigen  Beziehungen  der 
Wurzeln  m  noch  deutlicher  erkennen  wird.  Hierzu  bemerke 
man,  dass  unter  den  in  m  enthaltenen  Zahlen  sich  auch  solche 
finden,  die  relative  Primzahlen  zu  k  sind;  denn  weil  oiz=t-\-uO 
schon  relative  Primzahl  zu  m  ist,  und  folglich  m,  ^,  u  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  kann  man  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  2  so  wählen,  dass  t  -\-  mz  relative  Primzahl  zu  u 
wird,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  a  -f-  niz  (welche  auch 
statt  a  als  zweite  Basiszahl  von  m  dienen  könnte)  relative  Prim- 
zahl zu  m  und  t*,  also  auch  zu  k  =  mu  ist.  Wählt  man  nun 
aus  m  nach  Belieben  eine  Zahl  9,  welche  relative  Primzahl  zu  k 
ist,  so  sind  auch  die  k  Zahlen  p,  2  (>,  3  p  .  .  .  A;  p  in  in  enthalten, 
und  da  sie  incongruent  nach  k  sind,  so  bilden  sie  zufolge  (49) 
ein  Bestsystem  von  m  nach  ofc,  und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (43)  die  neue  Darstellung 


*)  Zugleich  ist  m[l,  «]  =  [1,  «],  und  damit  m  auch  der  Bedingung 
(39)  genüge,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Ordnung  [!,»]  durch 
die  Ordnung  n2  theilhar  sei. 
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m  =  [fe,  FÖ,  9]  =  oÄ  +  [qI  .  (50) 

Umgekehrt,  wenn  q  =z  r  -\-  sO  eine  beliebige  relative  Primzahl 
zu  k  ist,  so  findet  man  durch  Reduction  des  vorstehenden  Moduls 
m  auf  eine  zweigliedrige  Basis  w,  a,  dass  Jc  =  mu^  und  üc  =  t-]-uH 
relative  Primzahl  zu  m  ist,  woraus  nach  dem  Obigen  folgt,  dass 
m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n  =  [1,  fcÖ]  ist.  Jede  Wurzel  m 
der  Ordnung  n  ist  also  durch  eine  beliebige  in  ihr  enthaltene 
Zahl  Q  vollständig  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zum 
Index  k  ist,  und  man  kann  daher  diese  Wurzel  m  zweckmässig 
durch  das  Symbol  n^  bezeichnen;  ist  ö  ebenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  A:,  so  gilt  dasselbe  von  q6^  und  da  dieses  Product  in 
dem  Producte  n^n«  enthalten  ist,  so  ergiebt  sich 

n/jHö  =  n^H,,  (51) 

worin  das  Gesetz  der  Multiplication  der  Wurzeln  von  n  seinen 
einfachsten  Ausdruck  findet.  Sollen  ferner  die  beiden  Zahlen  g 
und  ö  eine  und  dieselbe  Wurzel  Up  =  n^  erzeugen,  so  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  ö  ^r  q^  q  ^  so  (mod.  k)  sei 
wo  r,  s  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt  aber 
rs^l  (mod.  A:),  also  muss  r  relative  Primzahl  zu  k  sein;  und 
umgekehrt,  wenn  ö  ^  rg  (mod.  k)  ist,  wo  r  eine  ganze  rationale 
Zahl  bedeutet,  welche  relative  Primzahl  zu  k  ist,  so  ist  gewiss 
Ha  =  xIq.  Es  giebt  mithin  (nach  §.  18)  in  Bezug  auf  k  immer 
genau  9  (k)  verschiedene  Zahlclassen,  welche  aus  lauter  Zahlen  p 
bestehen,  die  relative  Primzahlen  zu  k  sind  und  alle  eine  und 
dieselbe  Wurzel  n^  der  Ordnung  n  erzeugen;  bezeichnet  man 
daher  (nach  §.  180)  mit  q>(ok)  die  Anzahl  aller  nach  k  in- 
congruenten  Zahlen  (>  in  0,  welche  relative  Primzahlen  zu  i 
sind,  so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl  ?  aller  verschiedenen  Wur- 
zeln n^  der  Ordnung  n  der  Ausdruck 

9?  (0  A')  ,-2^ 

Hierin  ist  nun 

g>(A)  =  ÄIl(l-i), 

wo  das  Product  über  alle  verschiedenen,  in  A;  aufgehenden  ratio- 
nalen Primzahlen  2^  auszudehnen  ist;  andererseits  ist  (nach 
§.  180,  (26)) 

^(oA-)  =  A-Ml(l-543), 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen,  in  k  auf- 
gehenden Primideale  p  bezieht;  ordnet  man  die  Factoren  nach 
den  rationalen  Primzahlen  p,  in  denen  diese  Primideale  aufgehen, 
und  legt  dem  Symbol  (D,  p)  die  im  vorigen  Paragraphen  fest- 
gesetzte Bedeutung  hei,  so  erhält  man 

,(.*,  =  t.n(.-i)(.-^^];i') 

und  folglich 

i=,n{i-^-^fy  (53) 

Nachdem  hiermit  die  Anzahl  aller  Wurzeln  m  der  Ordnung  n 
bestimmt  ist,  findet  man  leicht  die  Anzahl  aller  derjenigen  unter 
ihnen,  welche  der  obigen  Bedingung  (39)  genügen,  wo  tta  eine 
gegebene,  in  n  aufgehende  Ordnung  bedeutet;  multiplicirt  man 
nämlich  alle  Z  Wurzeln  der  Ordnung  n  mit  iij,  so  werden  alle 
Z,  Wurzeln  von  n2,  und  zwar  jede  gleich  oft  erzeugt;  mithin  ist 
die  gesuchte  Anzahl  =  Z :  Z2,  und  nach  der  obigen  Untersuchung 
ist  dies  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Moduln  m  von 
der  Ordnung  n,  welche  der  ursprünglich  vorgelegten  Bedingung 
m  nii  =  m2  genügen. 

Die  binären  Formen  (a,  |fe,  c)  =  (m^,  ^mbo,  c),  welche  nach 
(14)  den  Wurzeln  m  =  [m,  a]  der  Ordnung  n  entsprechen,  stimmen 
ofiFenbar  mit  denjenigen  überein,  auf  welche  wir  früher  (§§.  150, 
1.51)  bei  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Formen -Classen  von 
beliebiger  Ordnung  geführt  sind.  Den  Grund  dieser  Ueberein- 
stimmung  erkennt  man  leicht,  wenn  man  nach  §.  181  (S.  579) 
die  Moduln,  ebenso  wie  die  Ideale,  in  Classen  eintheilt  und  die 
feinere  Bestimmung  hinzufügt,  dass  zwei  Moduln  m,  nii  nur  dann 
äquivalent  heissen  und  in  dieselbe  Classe  aufgenommen  werden 
sollen,  wenn  es  eine  Zahl  7}  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der 
Bedingung  m  ly  =  nii  genügt.  Denn  wenn  man  die  oben  fest- 
gesetzten Bezeichnungen  und  Regeln  für  die  Wahl  der  Basis 
eines  Moduls  in  =  w[l,  o],  sowie  für  die  Bildung  der  zugehörigen 
Form  (a,  ^6,  c)  beibehält,  so  entsprechen  je  zwei  äquivalenten 
Moduln  auch  zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  (§.  56),  und 
umgekehrt;  beides  ergiebt  sich  leicht  daraus,  dass  die  Aequivalenz 
der  Moduln  m  =  w[l,  cj],  xtii  =  mi[l,  coi]  in  der  Existenz  einer 
Zahl  r^  von  positiver  Norm  besteht,  welche  der  Bedingung 
[12,  r}Ci}]  =  [1,  öl]  genügt,  und  dass  sowohl  diese  Bedingung  wie 
die  eigentliche   Aequivalenz  der  zugehörigen  Formen  (a,  ^ft,  c), 
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(04,  I  öl,  ^1)  niit  der  Existenz  von  vier  ganzen  rationalen  Zahlen 
jü,  q^  r,  s  zusammenfällt,  welche  die  Gleichungen 

'        ^        ^  '  ^  +  goi       (o4) 

ps  —  gr=  +  1 

befriedigen  *).  Mithin  entsprechen  die  Modul-  und  Formen-Classen 
sich  gegenseitig  und  eindeutig.  Bezeichnet  man  nun,  wie  früher, 
mit  0  die  Hauptclasse  der  Ideale,  so  erzeugt  jede  Modulclasse  M 
eine  Idealclasse  MO',  umgekehrt,  wenn  Ä  eine  beliebige  Ideal- 
classe,  und  n  eine  beliebige  Ordnung  ist,  so  folgt  aus  unserer 
obigen  Untersuchung  über  die  umgekehrte  Aufgabe  der  Multi- 
plication  der  Moduln,  dass  es  immer  mindestens  eine  Classe  M 
von  der  Ordnung  n  giebt,  welche  diese  Idealclasse  Ä  erzeugt, 
und  zwar  findet  man  leicht,  dass  jede  Idealclasse  Ä  durch  gleich 
viele  Modulclassen  M  von  der  Ordnung  n  erzeugt  wird.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  Ä'  die  Anzahl  der  verschiedenen  Modul- 
classen Jüf  für  die  Ordnung  n,  mit  h  die  Anzahl  der  Idealclassen, 
so  ist  h'  =  rh,  wo  r  die  Anzahl  derjenigen  Classen  M  bedeutet, 
welche  der  Bedingung  M0=^0  genügen  und  folglich  durch 
Wurzeln  der  Ordnung  n  repräsentirt  werden.  Bezeichnet  man  nun 
mit  k  die  Anzahl  aller  derjenigen  von  diesen  l  Wurzeln,  welche  der 
Hauptclasse  der  Ordnung  n  angehören,  also  mit  n  äquivalent  sind, 
so  findet  man  ebenso  leicht,  dass  jede  solche  Classe  M  durch  k 
verschiedene  Wurzeln  repräsentirt  wird,  dass  also  Z  :^  r  A,  mithin 

ist  (vergl.  §.  151).  Bedeutet  aber  ni  =  [/n,  aj  eine  solche  mit  n 
äquivalente  Wurzel  von  n,  so  ist  m  =  n  17,  woraus  folgt,  dass  iy 
in  m  enthalten,  also  eine  ganze  Zahl  und  zwar  eine  Einheit  (von 
positiver  Norm)  ist,  weil  sie  in  den  beiden  relativen  Primzahlen 
m,  a  aufgehen  muss;  und  da  umgekehrt  einleuchtet,  dass  jeder 
Einheit  r^  ein  mit  n  äquivalenter  Modul  nri  entspricht,  welcher 
eine  Wurzel  von  n  ist,  so  ist  k  die  Anzahl  aller  derjenigen  Ein- 
heiten Yi,  denen  verschiedene  Moduln  nri  entsprechen.  Da  nun 
alle  Einheiten  ly,  mag  ihre  Anzahl  endlich  oder  unendlich,  also 
die  Grundzahl  D  negativ  oder  positiv  sein,  in  der  Form  +  5' 
enthalten  sind,  wo  «  eine  bestimmte  Einheit,  und  s  jede  ganze 


•)  Vergl.  meine  auf  S.  (y-iS  citirte  Schrift  (§.  1). 
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rationale  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  k  der  kleinste 
positive  Exponent  ist,  welcher  bewirkt,  dass  die  Potenz  e^  eine 
in  der  Ordnung  n  enthaltene  Zahl  wird.  Hiermit  ist  vermöge 
(55)  für  jede  Ordnung  n  das  Verhältniss  der  Classenanzahl  Ä'  zu 
der  Anzahl  h  der  Idealclassen  gefunden,  und  man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  die  früher  (in  §§.  97,  99,  100,  151)  gewonnenen 
Resultate  mit  dem  jetzigen  vollständig  übereinstimmen*). 


*)  Dieselbe  Aafgabe  habe  ich  für  beliebige  Körper  in  der  aaf  S.  580 
citirten  Festschrift  behandelt. 
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